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1. Постановка задачи

Пусть заданы локально липшицевая функция ϕ : [0,∞)×R
n×R

n → R
1, непрерывно диф-

ференцируемая функция λ : R
n → (0,∞), непустые замкнутые множества M0 и M1 из R

n, ло-
кально липшицевое многозначное отображение F : R

n ⇒ R
n с непустыми выпуклыми компакт-

ными значениями, а также такое непустое открытое множество M из R
n, что G = R

n \M 6= ∅.
Предполагается, что для любого x ∈ G касательный конус Кларка TG(x) к замкнутому мно-
жеству G в точке x имеет непустую внутренность (см. [1]).

Рассмотрим следующую задачу (P ):

J(T, x(·)) = ϕ(T, x(0), x(T )) +

T∫

0

λ(x(t))δM (x(t)) dt → min, (1.1)

ẋ(t) ∈ F (x(t)), (1.2)

x(0) ∈M0, x(T ) ∈M1. (1.3)

Здесь x(t) ∈ R
n — значение фазовый вектор в момент времени t ≥ 0, а δM (·) — характеристи-

ческая функция множества M , т. е.

δM (x) =

{
1, x ∈M,

0, x /∈M.
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Время окончания процесса управления T > 0 в задаче (P ) будем считать свободным.

Абсолютно непрерывное решение x : [0, T ] → R
n дифференциального включения (1.2),

определенное на некотором интервале [0, T ], T > 0, будем называть допустимой траектори-
ей в задаче (P ), если оно удовлетворяет концевым ограничениям (1.3). Заметим, что множе-
ство допустимых траекторий в задаче (P ) не зависит ни от множества M , ни от функций
ϕ(·) и λ(·), входящих в определение функционала (1.1). Оно полностью определяются диф-
ференциальным включением (1.2) и концевыми ограничениями (1.3). Поэтому допустимую
траекторию x(·) в задаче (P ) можно рассматривать как допустимую траекторию дифферен-
циального включения (1.2). Допустимая траектория x∗(·), определенная на соответствующем
интервале [0, T∗], T∗ > 0, оптимальна в задаче (P ), если функционал (1.1) принимает на па-
ре (T∗, x∗(·)) свое минимальное значение на множестве всех таких пар.

В дальнейшем множество M будем интерпретировать как множество “нежелательных” со-
стояний системы (зона риска), а множество G — как множество ее безопасных состояний (зо-
на безопасности). Положительная функция λ(·) характеризует “нежелательность” нахождения
допустимых траектории x(·) в различных состояниях x зоны риска M .

В оптимальном управлении рассмотрение ситуации, когда допустимые траектории системы
должны находиться в заданном замкнутом множестве G ее безопасных состояний, обычно
приводит к постановке следующей задачи с фазовым ограничением (см. гл. 6 [2]).

Задача (Q):

J̃(T, x(·)) = ϕ(T, x(0), x(T )) → min, (1.4)

ẋ(t) ∈ F (x(t)),

x(t) ∈ G, t ∈ [0, T ], (1.5)

x(0) ∈M0, x(T ) ∈M1.

Здесь все данные в задаче (Q) те же самые, что и в задаче (P ), G = R
n \M . Единственное

отличие задачи (Q) от (P ) состоит в том, что все ее допустимые траектории x(·) должны удо-
влетворять дополнительному фазовому ограничению (1.5). Оптимальность допустимой в (Q)
траектории x∗(·) понимается стандартным образом, в смысле минимизации функционала (1.4)
на множестве всех пар (T, x(·)), где x(·) — допустимая в задаче (Q) траектория, а T — соот-
ветствующее время окончания процесса управления.

Заметим, что фазовое ограничение (1.5) в задаче (Q) может интерпретироваться как усло-
вие строгого неприятия нахождения допустимой траектории x(·) в зоне риска M . Поскольку
все допустимые траектории задачи (Q) являются допустимыми в задаче (P ), то последняя
может рассматриваться как задача с ослабленным фазовым ограничением.

Наряду с задачами (P ) и (Q) будем рассматривать также стандартную задачу оптималь-
ного управления для дифференциального включения без фазового ограничения.

Задача (P0):

J̃(T, x(·)) = ϕ(T, x(0), x(T )) → min, (1.6)

ẋ(t) ∈ F (x(t)),

x(0) ∈M0, x(T ) ∈M1.

Здесь все данные в задаче (P0) те же самые, что и в задаче (P ). Множество допусти-
мых траекторий в задаче (P0) совпадает с множеством допустимых траекторий в задаче (P ),
а оптимальность допустимой в (P0) траектории x∗(·) понимается в смысле минимизации функ-
ционала (1.6) на множестве всех пар (T, x(·)), где x(·) — допустимая траектория, а T — соот-
ветствующее время окончания процесса управления.

Во многих возникающих в приложениях задачах оптимального управления (в экономи-
ке, экологии, при рассмотрении процессов управления техническими системами) нахождение
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траекторий системы в множестве ее нежелательных состояний бывает физически возможно,
а иногда в силу расположения множеств M0 и M1 относительно множества M (например, в
случае, когда одно из множеств M0 или M1 содержится в M , а другое лежит в R

n \M) да-
же неизбежно. Данное обстоятельство приводит к необходимости рассмотрения задачи (P ),
допускающей нарушение фазовых ограничений. При этом разрывность функции δM (·) по фа-
зовой переменной x в интегральной части функционала (1.1) выводит задачу (P ) (в отличие
от задачи (Q)) за рамки стандартной теории. А именно, для любого фиксированного T > 0
фазовое ограничение (1.5) может быть представлено как ограничение типа неравенства в про-
странстве непрерывных функция C([0, T ],Rn). Поэтому задача (Q) может рассматриваться
как экстремальная задача в банаховом пространстве с ограничениями типа равенств и нера-
венств (см. [3]). В то же время разрывность характеристической функции δM (·) в (1.1) делает
такое сведение в общем случае (без каких-либо априорных предположений о регулярности
оптимальной траектории) невозможным и препятствует использованию какой-либо инфини-
тиземальной техники при получении необходимых условий оптимальности для задачи (P ).

Впервые задача оптимального управления, включающая в свою постановку возможность
попадания допустимой траектории x(·) в заданное множество M нежелательных состояний
системы, как задача “об оптимальном прохождении через заданное множество” была рассмот-
рена в работе [4] в предположении, что динамика системы линейная, множество M выпуклое,
а рассматриваемая оптимальная траектория удовлетворяет условию регулярности, состояще-
му в конечности числа моментов времени ее пересечения границы множества M . Кроме того,
в [4] предполагалось, что множества начальных состояний M0 и конечных состояний M1 не
пересекаются с множеством M . В этом случае рассматриваемая задача была сведена к задаче
математического программирования и соответствующие необходимые условия оптимальности
были получены при помощи общего правила множителей Лагранжа (подробнее см. [4]).

Позднее аналогичная задача минимизации времени движения системы вне заданного за-
мкнутого множества G как “задача минимизации времени кризиса” (со свободным правым
концом) рассматривалась в работе [5] в рамках так называемой “теории выживаемости” [6].
Основной результат работы [5] дает описание надграфика функции минимального времени
кризиса в терминах ядра выживаемости для некоторой расширенной системы (подробнее
см. [5]). Необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина для
задачи миниммизации времени кризиса были получены в работах [7;8] при выполнении априор-
ных условий регулярности, предполагающих, в частности, что рассматриваемая оптимальная
траектория x∗(·) пересекает границу множества M не более чем в конечном числе моментов
времени. Отметим, что случай, когда множество M замкнуто, изучался также в работах [9;10].

Основной целью настоящей работы является представление результатов автора последних
лет, полученных для задачи (P ) в общем случае, без каких-либо априорных предположений о
поведении оптимальной траектории.

Дальнейшее изложение организовано следующим образом. В разд. 2 приводятся условия,
гарантирующие существования решения в задаче (P ), а также изучается связь этой зада-
чи с задачей оптимального управления с фазовым ограничением (Q). В разд. 3 приведены
необходимые условия оптимальности для задачи (P ), сформулированные в виде усиленного
включения Эйлера — Лагранжа и обсуждаются свойства их невырожденности и поточечной
нетривиальности. В разд. 4 рассмотрен иллюстрирующий пример.

2. Связь с задачей с фазовым ограничением

Следующее условие характеризует равномерный рост терминальной части функциона-
ла (1.1) по переменной T .

(A1) limT→∞ inf(x0,x1)∈M0×M1
ϕ(T, x0, x1) = ∞.

Нетрудно показать, что если выполняется условие (A1) и в задаче (P ) существует по край-
ней мере одна допустимая траектория x̂(·), заданная на соответствующем интервале [0, T̂ ],
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T̂ > 0, то произвольная допустимая траектория x(·) может рассматриваться как подозри-
тельная на оптимальность в этой задаче только в том случае, когда для соответствующего ей
момента времени T > 0 окончания процесса управления выполняется неравенство

T ≤ T̃ = sup
{
θ > 0: inf

(x0,x1)∈M0×M1

ϕ(θ, x0, x1) ≤ J(T̂ , x̂(·))
}
. (2.1)

Следующий результат дает условия существования решения в задаче (P ).

Теорема 1. Пусть по крайней мере одно из множеств M0 или M1 — компакт,

M0 ∩M1 = ∅, выполняется условие (A1) и, кроме того, существует по крайней мере одна

определенная на соответствующем интервале времени [0, T̂ ], T̂ > 0, допустимая траекто-

рия x̂(·) в задаче (P ). Предположим также, что любая траектория x(·) дифференциального

включения (1.2), которая задана на некотором интервале [τ1, τ2], 0 ≤ τ1 < τ2 ≤ T̃ , где величи-

на T̃ определяется равенством в (2.1) и удовлетворяет по крайней мере одному из концевых

условий x(τ1) ∈ M0 или x(τ2) ∈ M1, может быть продолжена как траектория дифференци-

ального включения (1.2) на весь интервал [0, T̃ ]. Тогда существует оптимальная допустимая

траектория x∗(·) в задаче (P ).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 основано на использовании условия (A1), свойстве по-
лунепрерывности снизу интегральной части функционала (1.1) и соображениях компактности
(подробнее см. [11]). �

Заметим, что если выполняются условия теоремы 1 и, кроме того, существует по крайней
мере одна определенная на соответствующем интервале времени [0, T ], T > 0, допустимая
траектория x(·) в задаче (Q), то в силу теоремы Филиппова (Theorem 9.2.i, [12]) в задаче (Q)
также существует оптимальная допустимая траектория, которая не обязательно оптимальна
в (P ).

Для произвольного λ > 0 обозначим через (Pλ) задачу (P ) с постоянной функцией λ(·):
λ(x) ≡ λ, x ∈ R

n. Следующий результат показывает, что задача (Pλ) занимает промежуточное
положение между задачей (P0) без фазовых ограничений и задачей (Q) с фазовым ограниче-
нием.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и, кроме того, существует по край-

ней мере одна допустимая траектория x̂(·) в задаче (Q). Пусть последовательность {λk}
∞

k=1

положительных чисел λk такова, что limk→∞ λk = 0 (limk→∞ λk = ∞) и {xk(·)}
∞

k=1 — после-

довательность оптимальных траекторий xk(·) в задачах (Pλk
), каждая из которых опреде-

лена на соответствующем оптимальном интервале времени [0, Tk], Tk > 0. Тогда переходя,

если требуется, к подпоследовательности, имеем

lim
k→∞

Tk = T∗ > 0, lim
k→∞

xk(·) = x∗(·) в C([0, T∗],R
n), (2.2)

где x∗(·) — некоторая оптимальная траектория в задаче (P0) (в задаче (Q)), а T∗ > 0 —

соответствующее ей оптимальное в этой задаче время.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для определенности предположим, что M0 — компакт. Слу-
чай, когда компактно множество M1, рассматривается аналогично. Согласно теореме 1 для
любого k в задаче (Pλk

) существует оптимальная траектория xk(·), определенная на соответ-
ствующем оптимальном интервале [0, Tk], Tk > 0. Ввиду компактности одного из множеств M0

или M1 и условия M0 ∩M1 = ∅ существует такое r > 0, что для любого k = 1, 2, . . . выпол-
няется оценка r ≤ Tk ≤ T̃ , где число T̃ определяется равенством в (2.1). Будем считать, что
каждая траектория xk(·) продолжена на весь интервал [0, T̃ ] постоянной по непрерывности,
т. е. xk(t) = xk(Tk) при t ∈ [Tk, T̃ ].
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Далее, в силу продолжимости всех траекторий x(·) дифференциального включения (1.2),
определенных на интервалах [0, τ ] ⊂ [0, T̃ ], на весь интервал [0, T̃ ] и удовлетворяющих усло-
вию x(0) ∈ M0, множество всех таких траекторий является компактом в пространстве
C([0, T̃ ],Rn) непрерывных на отрезке [0, T̃ ] функций со значениями в R

n (см. теорему 3
в § 7 из [13]). Отсюда вытекает, что множество {xk(·)}

∞

k=1 предкомпактно в пространстве

C([0, T̃ ],Rn). Следовательно, переходя если требуется к подпоследовательности, не ограни-
чивая общности, можно считать, что существует такая допустимая траектория x∗(·) (в за-
даче (Pλ) для любого λ ≥ 0), определенная на интервале [0, T∗], r ≤ T∗ ≤ T̃ , что для нее
выполняются равенства (2.2).

Рассмотрим случай limk→∞ λk = 0. Докажем, что в этом случае траектория x∗(·) опти-
мальна в задаче (P0) без фазового ограничения. Предположим, что это не так. Тогда найдутся
такие допустимая для дифференциального включения (1.2) траектория x̄(·), определенная на
соответствующем интервале [0, T ], T > 0, и достаточно малое положительное число ε > 0, что

ϕ(T , x̄(0), x̄(T )) + ε

T∫

0

δM (x̄(·)) dt < ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)). (2.3)

При всех достаточно больших k λk ≤ ε и в силу оптимальности траекторий xk(·) в зада-
чах (Pλk

) имеем

ϕ(Tk, x̄k(0), xk(Tk)) + λk

Tk∫

0

δM (xk(t)) dt ≤ ϕ(T , x̄(0), x̄(T )) + ε

T∫

0

δM (x̄(·)) dt.

Переходя в левой части последнего неравенства к пределу при k → ∞, ввиду (2.2), предпо-
ложения, что limk→∞ λk = 0, и условия (2.3) получаем противоречие. Таким образом, в этом
случае x∗(·) — допустимая оптимальная траектория в задаче (P0), а T∗ — соответствующее ей
оптимальное время.

Рассмотрим теперь случай limk→∞ λk = ∞. Докажем, что траектория x∗(·) удовлетворяет
фазовому ограничению (1.5). Предположим, что это не так. Тогда найдется такие τ ∈ (0, T∗)
и δ > 0, что x∗(t) ∈M при всех t ∈ [τ − δ, τ + δ]. Согласно (2.2) в этом случае, не ограничивая
общности, можно считать, что xk(t) ∈ M при всех t ∈ [τ − δ, τ + δ]. Следовательно, в силу
предположения о том, что limk→∞ λk = ∞, в данном случае получаем

lim
k→∞

[
ϕ(Tk, xk(0), xk(Tk)) + λk

Tk∫

0

δM (xk(t)) dt

]
→ ∞ при k → ∞.

Однако ввиду существования в задаче (Q) с фазовым ограничением допустимой траекто-
рии x̂(·) и допустимости этой траектории в задаче (Pλk

) при любом k имеем

ϕ(Tk, xk(0), xk(Tk)) + λk

Tk∫

0

δM (xk(t)) dt ≤ ϕ(T̂ , x̂(0), x̂(T̂ )).

Получили противоречие. Таким образом, траектория x∗(·) является допустимой в задаче (Q).

Докажем теперь, что эта траектория x∗(·) оптимальна в (Q). Действительно, если это не
так, то найдется такие допустимая в (Q) траектория x̄(·), определенная на соответствующем
ей интервале [0, T ], T > 0, и число ε > 0, что

ϕ(T , x̄(0), x̄(T )) + ε < ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)). (2.4)
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В силу оптимальности траекторий xk(·) в задачах (Pλk
) и допустимости x̄(·) в этих задачах

имеем

ϕ(Tk, xk(0), xk(Tk)) + λk

Tk∫

0

δM (xk(t)) dt ≤ ϕ(T , x̄(0), x̄(T )), (2.5)

а согласно (2.2) справедливо равенство limk→∞ ϕ(Tk, xk(0), xk(Tk)) = ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)).
Из последнего равенства ввиду (2.5) вытекает неравенство ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) ≤
ϕ(T , x̄(0), x̄(T )), что противоречит условию (2.4). Следовательно, траектория x∗(·) в этом слу-
чае оптимальна в задаче с фазовым ограничением (Q). �

Оказывается, что при некоторых дополнительных предположениях при всех достаточно
больших значениях λ задачи (Pλ) и (Q) эквивалентны.

Для произвольной точки ξ ∈ ∂G введем условие, характеризующее возможность умень-
шения времени прохождения множества M для допустимой оптимальной траектории xλ(·) в
задаче (Pλ), которая попадает на границу множества G вблизи точки ξ, за счет вариации
ее концевых состояний xλ(0) и xλ(Tλ) и соответствующего времени Tλ окончания процесса
управления.

(A2) Для произвольной точки ξ ∈ ∂G существуют такие постоянные ε > 0 и L > 0,
что для любой допустимой оптимальной траектории xλ(·) в задаче (Pλ), определенной на

соответствующем интервале [0, Tλ], Tλ > 0, и удовлетворяющей для некоторого 0 ≤ a ≤ Tλ
условиям xλ(a) ∈ ∂G, ‖xλ(a) − ξ‖ < ε и meas {t ∈ [0, T ] : xλ(t) ∈ M} > 0, существует такая

определенная на некотором интервале [0, T̂ ], T̂ > 0, допустимая в (Pλ) траектория x̂(·), что

выполняется неравенство

∣∣T̂ − Tλ
∣∣+ ‖x̂(0)− xλ(0)‖+ ‖x̂(T̂ )− xλ(Tλ)‖

< L
[
meas {t ∈ [0, Tλ] : xλ(t) ∈M} −meas {t ∈ [0, T̂ ] : x̂(t) ∈M}

]
.

Следующее условие представляет собой более сильный вариант условия (A2).

(A3) Существует такая постоянная L > 0, что для любой допустимой оптимальной

траектории xλ(·) в задаче (Pλ), определенной на соответствующем интервале [0, Tλ], Tλ > 0,
и удовлетворяющей условию meas {t ∈ [0, T ] : xλ(t) ∈ M} > 0, существует такая определен-

ная на некотором интервале [0, T̂ ], T̂ > 0, допустимая в (Pλ) траектория x̂(·), что выпол-

няется неравенство ∣∣T̂ − Tλ
∣∣+ ‖x̂(0)− xλ(0)‖+ ‖x̂(T̂ )− xλ(Tλ)‖

< L
[
meas {t ∈ [0, Tλ] : xλ(t) ∈M} −meas {t ∈ [0, T̂ ] : x̂(t) ∈M}

]
.

Лемма 1. Пусть выполняется условие (A1) и у дифференциального включения (1.2) су-

ществует хотя бы одна допустимая траектория x̂(·), определенная на соответствующем

интервале [0, T̂ ]. Предположим также, что хотя бы одно из множеств M0 или M1 ком-

пактно. Тогда условия (A2) и (A3) эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из выполнения условия (A3) всегда следует выполнение (A2).
Докажем, что в случае выполнения (A1) и компактности одного из множеств M0 или M1

из условия (A2) вытекает справедливость (A3). Действительно, в этом случае множество
всех допустимых траекторий дифференциального включения (1.2) компактно в простран-
стве C([0, T̃ ],Rn), где T̃ определено в (2.1). Для каждой точки ξ ∈ ∂G обозначим через εξ > 0

и Lξ > 0 соответствующие ей согласно (A2) постоянные. Тогда множество G̃ точек ξ ∈ ∂G, в
εξ-окрестностях Oξ которых найдется допустимая оптимальная в (P ) траектория x(·), попада-
ющая на границу множества G, компактно. Поэтому из семейства окрестностей {Oξ} можно

выбрать конечное покрытие {Oξi}
N
i=1 компакта G̃. Положим L = maxi=1,...,N Lξi . Тогда для
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любой допустимой оптимальной траектории xλ(·) в задаче (Pλ), определенной на соответству-
ющем интервале [0, Tλ], Tλ > 0, и удовлетворяющей условию meas {t ∈ [0, T ] : xλ(t) ∈ M} > 0,
обязательно найдется такая точка ξi, i ∈ {1, . . . N}, что эта траектория принадлежит границе
множества G в εξi-окрестности точки ξi. Поэтому для нее будет выполняться условие (A3) с
выбранной постоянной L > 0. �

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2 и условие (A2). Тогда существует

такое λ̂ ≥ 0, что для любого λ > λ̂ задачи (Pλ) и (Q) эквивалентны, т. е. множества их

допустимых оптимальных траекторий и соответствующие оптимальные значения функ-

ционалов совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме доказательства теоремы 3 из [11]. �

Следующее условие характеризует управляемость в множестве G допустимых оптималь-
ных траекторий в задаче (Pλ), пересекающих множество M вблизи точек ξ ∈ ∂G.

(A2′) Для произвольной точки ξ ∈ ∂G существуют такие постоянные ε > 0 и L > 0,
что для любой допустимой оптимальной траектории xλ(·) в задаче (Pλ), определенной на

некотором интервале [a, b], 0 ≤ a < b ≤ T̃ , и удовлетворяющей условиям xλ(a) ∈ ∂G,

‖xλ(a)− ξ‖ < ε, xλ(b) ∈ ∂G, ‖xλ(b) − ξ‖ < ε и лежащей в M при t ∈ (a, b), существует

такая траектория x̂(·) дифференциального включения (1.2), определенная на некотором ин-

тервале [a, c], a < c, удовлетворяющая условиям x̂(a) = x(a), x̂(c) = x(b), и лежащая в G при

t ∈ [a, c], что выполняется неравенство c− a < L(b− a).

Теорема 4. Пусть M0 ⊂ G, M1 ⊂ G и выполняются условия теоремы 2. Тогда суще-

ствует такое λ̄ > 0, что для всех λ ≥ λ̄ выполнение условия (A2′) влечет выполнение

условия (A2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда согласно лемме 1 найдутся та-
кие последовательность положительных чисел {LN}∞N=1, limN→∞ LN = ∞, и последователь-
ность допустимых оптимальных в (PN ) траекторий {xN (·)}∞N=1, определенных на соответству-

ющих интервалах [0, TN ], 0 < TN ≤ T̃ , что meas {t : xN (t) ∈ M} > 0, а для некоторой другой
допустимой в (PN ) траектории x̂N (·), определенной на соответствующем интервале [0, T̂N ],
T̂N > 0, выполняется неравенство

∣∣T̂N − TN
∣∣+ ‖x̂N (0)− xN (0)‖ + ‖x̂N (T )− xN (TN )‖

≥ LN

[
meas {t ∈ [0, TN ] : xN (t) ∈M} −meas {t ∈ [0, T̂N ] : x̂N (t) ∈M}

]
.

(2.6)

Поскольку meas {t : xN (t) ∈ M} > 0, то для любого N найдется такое τN , что xN (τN ) > 0.
Не ограничивая общности, можно считать, что limN→∞ τN = τ ∈ (0, T̃ ]. Далее, в силу теоре-
мы 2, переходя к подпоследовательности, можно считать, что существует такая оптимальная
в задаче (Q) траектория x∗(·), определенная на соответствующем интервале [0, T∗], T∗ > 0, что
limN→∞ TN = T∗ и limN→∞ xN (·) = x∗(·) в C([0, T∗],R

n). Переходя к подпоследовательности,
получаем limN→∞ xN (τN ) = x∗(τ). Поскольку xN (τN ) ∈M , то ξ = x∗(τ) ∈ ∂G. Тогда при всех
достаточно больших N ≥ Nξ для каждой траектория xN (·) на некотором интервале [aN , bN ],

0 ≤ aN < τN < bN ≤ T̃ , имеем xN (aN ) ∈ ∂G, ‖xN (a) − ξ‖ < ε, xN (bN ) ∈ ∂G, ‖xN (bN ) − ξ‖ < ε
и xN (t) ∈ M при t ∈ (aN , bN ). Пусть ε > 0 и L > 0 — постоянные, соответствующие точке ξ
ввиду условия (A2′). Тогда существует такая допустимая (PN ) траектория x̂N (·), определен-
ная на некотором интервале [aN , cN ], aN < cN , удовлетворяющая условиям x̂N (a) = xN (a),
x̂N (c) = xN (b), и лежащая в G при t ∈ [aN , cN ], что выполняется неравенство

cN − aN ≤ L‖xN (bN )− xN (aN )‖ ≤ L̂N (bN − aN ).
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В силу локальной липшицевости многозначного отображения F (·) и сходимости последова-
тельности {xN (·)}∞N=1 к x∗(·) в C([0, T∗],R

n) существуют такие натуральное Nξ и постоян-

ная L̂ ≥ 0, что для любого N ≥ Nξ, не ограничивая общности, можно считать, что L̂N < L̂ и,

значит, выполняется неравенство cN − aN < L̂(bN − aN ).
Для N ≥ Nξ определим траекторию x̂N (·) дифференциального включения (1.2) на [0, T̂N ],

T̂N = TN + cN − bN > 0, следующим образом:

x̂N (t) =





xN (t), t ∈ [0, aN ],

x̂N (t), t ∈ [aN , cN ],

xN (t+ bN − cN ), t ∈ [cN , TN + cN − bN ].

Тогда x̂N (0) = xN (0) ∈ M0, x̂N (T̂N ) = xN (TN ) ∈ M1. Следовательно, так определенная на
интервале [0, T̂N ], T̂N > 0, траектория x̂N (·) дифференциального включения (1.2) является
допустимой в задаче (PN ). В силу определения траектории x̂(·) получаем

∣∣T̂N − TN
∣∣+ ‖x̂N (0)− xN (0)‖ + ‖x̂N (T̂N )− xN (TN )‖ = cN − aN < L̂(bN − aN )

= L̂
[
meas {t ∈ [0, TN ] : xN (t) ∈M} −meas {t ∈ [0, T̂N ] : x̂N (t) ∈M}

]
,

что противоречит предположению (2.6). �

В качестве следствия теорем 3 и 4 получаем следующий результат (см. теорему 4 из [11]).

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 2, условие (A2′) и, кроме того,

M0 ⊂ G и M1 ⊂ G. Тогда существует такое λ̂ ≥ 0, что для любого λ > λ̂ задачи (Pλ) и

(Q) эквивалентны, т. е. множества их оптимальных траекторий и соответствующие оп-

тимальные значения функционалов совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теорем 3 и 4. �

3. Необходимые условия оптимальности для задачи (P )

Пусть x∗(·) — оптимальная допустимая траектория в задаче (P ), а T∗ > 0 — соответству-
ющее ей оптимальное время остановки процесса управления.

Определим множества M̃0 и M̃1 следующими равенствами:

M̃0 =

{
M0, если x∗(0) ∈M,

M0 ∩G, если x∗(0) ∈ G,
M̃1 =

{
M1, если x∗(T∗) ∈M,

M1 ∩G, если x∗(T∗) ∈ G.

В дальнейшем через ∂̂ϕ(T, x1, x2) будем обозначать предельный субдифференциал локаль-
но липшицевой функции ϕ(·, ·, ·) в точке (T, x1, x2) ∈ [0,∞)×R

n×R
n, а через N̂A(x) — предель-

ный конус обобщенных нормалей к замкнутому множеству A ⊂ R
n в точке x ∈ A (см. [14;15]).

Определим гамильтониан H(F (·), ·) дифференциального включения (1.2) стандартным обра-
зом как опорную функцию многозначного отображения F (·):

H(F (x), ψ) = max
f∈F (x)

〈f, ψ〉, x ∈ R
n, ψ ∈ R

n.

Следующий результат представляет собой необходимые условия оптимальности для зада-
чи (P ) в форме усиленного включения Эйлера — Лагранжа.

Теорема 6. Пусть x∗(·) — оптимальная допустимая траектория в задаче (P ) и

T∗ > 0 — соответствующее ей оптимальное время. Тогда существуют такие постоянная

ψ0 ≥ 0, абсолютно непрерывная функция ψ : [0, T∗] → R
n и ограниченная регулярная n-мерная

борелевская мера η на [0, T∗], что выполняются следующие условия.
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1) Мера η сосредоточена на множестве M = {t ∈ [0, T∗] : x∗(t) ∈ ∂G}. Более того, мера η
неположительна на множестве всех непрерывных функций y : M → R

n со значениями

y(t) ∈ TG(x∗(t)), t ∈ M, т. е. ∫

M

y(t) dη ≤ 0.

2) При п.в. t ∈ [0, T∗] выполняется усиленное включение Эйлера — Лагранжа

ψ̇(t) ∈ conv

{
u :

(
u, ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη

+ ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)
∈ N̂graphF (·)(x∗(t), ẋ∗(t))

}
.

3) Для t = T∗ и любого t ∈ [0, T∗), являющегося точкой правой аппроксимативной непре-

рывности функции δM (x∗(·)), выполняется условие

H

(
F (x∗(t)), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)

− ψ0λ(x∗(t))δM (x∗(t)) = H(F (x∗(0)), ψ(0)) − ψ0λ(x∗(0))δM (x∗(0)).

4) Выполняется условие трансверсальности

(
H

(
F (x∗(T∗)), ψ(T∗) +

T∗∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

T∗∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)
,

ψ(0),−ψ(T∗)−

T∗∫

0

λ(x∗(s)) dη − ψ0

T∗∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

)

∈ ψ0∂̂ϕ(T∗, x∗(0), x∗(T∗)) + {0} × N̂
M̃0

(x∗(0)) × N̂
M̃1

(x∗(T∗)).

5) Выполняется условие нетривиальности

ψ0 + ‖ψ(0)‖ + ‖η‖ 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6 приведено в работе [16]. Данное доказательство осно-
вано на использовании различных методов регуляризации [17]. �

Как и многие другие варианты принципа максимума Понтрягина для задач с фазовыми
ограничениями (см. [18;19] и приведенные в этих работах ссылки), теорема 6 включает в свою
формулировку борелевскую меру η, которая может иметь ненулевые атомы в начальный и/или
конечный моменты времени (если начальное состояние x∗(0) и/или конечное состояние x∗(T∗)
оптимальной траектории x∗(·) принадлежит границе множества M). Данное обстоятельство
может служить источником так называемого явления “вырождения принципа максимума”, т. е.
ситуации, когда произвольная допустимая траектория удовлетворяет принципу максимума
(подробнее см. § 2.4, [20]; Sect. 6, [18]; [19; 21–23]). Поэтому важное значение приобретают
условия, гарантирующие невырожденность принципа максимума (теоремы 6).

Следующий результат показывает, что в анормальном случае, т. е. при ψ0 = 0 условие 3)
теоремы 6 влечет условие (b) из (Theorem 1, [18]) на атомарную составляющую меры η. Это
позволяет получить достаточные условия невырожденности теоремы 6 аналогично случаю
задач с фазовыми ограничениями (см. [18]).
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Лемма 2. Пусть x∗(·) — допустимая траектория в задаче (P ), определенная на интер-

вале [0, T∗], T∗ > 0, и удовлетворяющая условиям 1)–5) теоремы 6 с сопряженными перемен-

ными ψ0 = 0, ψ(·) и мерой η. Тогда для любого τ ∈ [0, T∗] справедливо равенство

H

(
F (x∗(τ)), ψ(τ) +

τ∫

0

λ(x∗(s)) dη

)

= H

(
F (x∗(τ)), ψ(τ) +

τ∫

0

λ(x∗(s)) dη − λ(x∗(τ))η(τ)

)
.

(3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2 основано на том, что в случае ψ0 = 0 условие 3) теоре-
мы 6 принимает вид

H

(
F (x∗(t)), ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s)) dη

)
= H(F (x∗(0)), ψ(0))

в точке t = T∗ и в любой точке t ∈ [0, T∗), являющейся точкой правой аппроксимативной непре-
рывности функции δM (x∗(·)), и последующем использовании свойств непрерывности функ-

ции H(F (·), ·) и непрерывности справа функции t 7→ ψ(t) +

∫ t

0
λ(x∗(s)) dη. �

Следуя работе [18] будем называть допустимую траекторию x∗(·), заданную на интерва-
ле [0, T∗], управляемой в концевых точках x∗(0) и x∗(T∗) относительно множества G, если

H(F (x∗(0)),−g0) > 0 для любого g0 ∈ NG(x∗(0)) ∩
[
− N̂

M̃0

(x∗(0))
]
, g0 6= 0,

и

H(F (x∗(T∗)), g1) > 0 для любого g1 ∈ NG(x∗(T∗)) ∩
[
− N̂

M̃1

(x∗(T∗))
]
, g1 6= 0.

Следующие результаты аналогичны достаточным условиям невырожденности и поточеч-
ной нетривиальности, полученным в работе [18] для задачи оптимального управления с фа-
зовым ограничением. Их доказательства основаны на лемме 2 и последующем использовании
условия (3.1) на атомарную составляющую меры η (подробнее см. [16]).

Теорема 7. Пусть допустимая траектория x∗(·) управляема в концевых точках x∗(0) и

x∗(T∗) относительно множества G и удовлетворяет условиям теоремы 6 с сопряженными

переменными ψ0, ψ(·) и мерой η. Тогда выполняется следующее условие невырожденности:

ψ0 +meas

{
t ∈ [0, T∗] : ψ(t) +

t∫

0

λ(x∗(s))dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds 6= 0

}
> 0.

Теорема 8. Пусть допустимая траектория x∗(·) управляема в концевых точках x∗(0) и

x∗(T∗) относительно множества G и удовлетворяет условиям теоремы 6 с сопряженными

переменными ψ0, ψ(·) и мерой η. Более того, пусть выполняется условие

H(F (x∗(t)), (−1)ig) > 0 ∀g ∈ NG(x∗(t)), t ∈ (0, T∗), i = 1, 2. (3.2)

Тогда

ψ0 +

∥∥∥∥ψ(t) +
t∫

0

λ(x∗(s)) dη + ψ0

t∫

0

δM (x∗(s))
∂λ(x∗(s))

∂x
ds

∥∥∥∥ > 0, t ∈ (0, T∗). (3.3)
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4. Пример

Применим полученные результаты к следующей задаче (Pλ):

Jλ(T, x(·)) = T + λ

T∫

0

δM (x(t)) dt → min,

{
ẋ1(t) = u1(t),

ẋ2(t) = u2(t),
u(t) ∈ U = B

2 = {u ∈ R
2 : ‖u‖ ≤ 1}, (4.1)

x(0) = x0 = (−1, 0), x(T ) = x1 = (1, 0).

Здесь λ > 0, M = {x ∈ R
2 : ‖x‖ < 1}, T > 0 — свободное время окончания процесса управле-

ния.

Положим G = R
2 \M = {x ∈ R

2 : ‖x‖ ≥ 1} и рассмотрим также соответствующую зада-
чу (Q) с фазовым ограничением (см. разд. 1).

Согласно теореме 1 для любого λ > 0 существует оптимальная допустимая траекто-
рия xλ(·) в задаче (Pλ). Пусть Tλ > 0 — соответствующее оптимальное время. Тогда Tλ ≤ π.
Заметим, что в силу теоремы Филиппова (Theorem 9.2.i, [12]) в задаче (Q) также существует
оптимальная допустимая траектория.

Ввиду теоремы 6 существуют такие число ψ0
λ ≥ 0, абсолютно непрерывная функция

ψλ(·) = (ψ1
λ(·), ψ

2
λ(·)) и регулярная двумерная борелевская мера ηλ = (η1λ, η

2
λ) на [0, Tλ], что

выполняются условия 1)–5) теоремы 6.

Правая часть системы (4.1) не зависит от фазового вектора x и F (x) ≡ B
2. Значит, уси-

ленное включение Эйлера — Лагранжа (см. условие 2) в теореме 6) принимает вид

ψ̇λ(t) = 0, ψλ(t) + λ

t∫

0

dηλ ∈ NU (ẋλ(t)),

где NU (ẋλ(t)) — нормальный конус к множеству U в точке ẋλ(t) ∈ U в смысле выпуклого
анализа. Следовательно, для п.в. t ∈ [0, Tλ] имеем

ψ̇λ(t) = 0,

〈
ψλ(t) + λ

t∫

0

dηλ, ẋλ(t)

〉
=

∥∥∥∥ψλ(t) + λ

t∫

0

dηλ

∥∥∥∥. (4.2)

Далее, оптимальная траектория xλ(·) управляема в концевых точках x0 и x1 относительно
множества G и выполняется условие (3.2). Таким образом, для траектории xλ(·) соответствую-
щие ей согласно теореме 6 сопряженные переменные ψ0

λ, ψλ(·) (ψλ(t) ≡ ψλ, t ∈ [0, Tλ]) и мера ηλ
удовлетворяют поточечному условию нетривиальности (3.3):

ψ0
λ +

∥∥∥∥ψλ + λ

t∫

0

dηλ

∥∥∥∥ > 0, t ∈ (0, Tλ).

Нетрудно видеть, что в силу условий 3) и 4) теоремы 6 в этом случае выполняется более
сильное условие

ψ0
λ > 0 и

∥∥∥∥ψλ + λ

t∫

0

dηλ

∥∥∥∥ > 0, t ∈ [0, Tλ].
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Без ограничения общности будем считать, что ψ0
λ = 1. Тогда согласно условиям 3) и 4)

теоремы 6 при п.в. t ∈ [0, Tλ] имеем

∥∥∥∥ψλ + λ

t∫

0

dηλ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ψλ + λ

Tλ∫

0

dηλ

∥∥∥∥ = ‖ψλ‖ = ψ0
λ. (4.3)

Следовательно,
∥∥∥ψλ + λ

∫ t

0
dηλ

∥∥∥ ≡ 1, t ∈ [0, Tλ], и из второго условия в (4.2) получаем

ẋλ(t)
п.в.
= ψλ + λ

t∫

0

dηλ, ‖ẋλ(t)‖
п.в.
= 1. (4.4)

Таким образом, оптимальная траектория xλ(·) всегда движется с максимальной по модулю
(единичной) скоростью либо вдоль отрезков с вершинами, лежащими на границе множе-
ства M , либо вдоль его границы ∂M = S

2 = {x ∈ R
2 : ‖x‖ = 1}.

Множество Mλ = {t ∈ [0, Tλ] : xλ(t) ∈ S
2} компактно. Поэтому существует не более чем

счетное число непересекающихся открытых интервалов времени {(τ2i−1, τ2i)}
∞

i=1, (τ2i−1, τ2i) ⊂
[0, Tλ] таких, что ‖xλ(t2i−1)‖ = ‖xλ(t2i)‖ = 1, и траектория xλ(·) движется вдоль сегмента
[xλ(t2i−1), xλ(t2i)] с вершинами xλ(t2i−1) и xλ(t2i), принадлежащими S

2, на каждом интервале
[τ2i−1, τ2i] ⊂ [0, Tλ]. Положим

∆ = Tλ −

∞∑

i=1

(τ2i − τ2i−1) ≥ 0 и τ̃1 = 0, τ̃2 = (τ2 − τ1), τ̃2i−1 = τ̃2i−2,

τ̃2i = τ̃2i−1 + (τ2i − τ2i−1), i ≥ 2.

Определим траекторию x̃λ(·) системы (4.1) следующим образом. На первом интервале вре-
мени [τ̃1, τ̃2] = [0, τ2− τ1] траектория x̃λ(·) движется с единичной (по модулю) скоростью вдоль
сегмента [x̃λ(τ̃1), x̃λ(τ̃2)] из точки x̃λ(τ̃1) = x0 в точку x̃λ(τ̃2) ∈ S

2. Заметим, что точка x̃λ(τ̃2)
определяется единственным образом величиной τ̃2 − τ̃1. На каждом последующем интервале
времени [τ̃2i−1, τ̃2i], i ≥ 2, траектория x̃λ(·) определяется аналогично. Она движется с еди-
ничной скоростью вдоль сегмента [x̃λ(τ2i−1), x̃λ(τ2i)] с вершинами x̃λ(τ2i−1) ∈ S

2 и x̃λ(τ2i) ∈ S
2.

На конечном интервале времени [Tλ−∆, Tλ] траектория x̃λ(·) движется с единичной скоростью
вдоль окружности S

2 из точки x̃(Tλ −∆) = limi→∞ x̃(τ̃i) ∈ S
2 в конечную точку x̃(Tλ) = x1.

Нетрудно видеть, что траектория x̃λ(·) допустима в задаче (Pλ). Она переводит си-
стему (4.1) из точки x0 в точку x1 за то же самое время Tλ, что и траектория xλ(·).
Более того, время движения траектории x̃λ(·) в множестве M совпадает со временем Tλ −∆
движения в M траектории xλ(·). Отсюда следует оптимальность траектории x̃λ(·) в зада-
че (Pλ). В силу оптимальности траектории x̃λ(·) система интервалов {(τ̃2i−1, τ̃2i)}

∞

i=1 содержит
только один ненулевой интервал (τ̃1, τ̃2) движения в множестве M . Действительно, если тра-
ектория x̃λ(·) имеет два примыкающих ненулевых интервала (τ̃1, τ̃2) и (τ̃2, τ̃3), на которых
она движется в M , то, заменяя ее движение вдоль сегментов [x̃λ(τ̃1), x̃λ(τ̃2)] и [x̃λ(τ̃2), x̃λ(τ̃3)]
движением с единичной скоростью вдоль сегмента [x̃λ(τ̃1), x̃λ(τ̃3)], мы получим новую допу-
стимую траекторию x̂λ(·), которая переводит систему (4.1) из точки x0 в точку x1 за время
T̂λ < Tλ и для которой время движения ∆ по границе M то же самое, что и у траектории x̃λ(·).
Однако это противоречит оптимальности траектории x̃λ(·).

Рассмотрим оптимальную траекторию x̃λ(·) с интервалом [0, Tλ−∆], ∆ ∈ [0, π], движения с
единичной скоростью вдоль сегмента [x0, x̃(Tλ−∆)], x̃(Tλ −∆) ∈ S

2, и интервалом [Tλ−∆, Tλ]
движения с единичной скоростью вдоль окружности S

2 из точки x̃(Tλ − ∆) в точку x1.
Для определенности предположим, что траектория движется по часовой стрелке. Непосред-
ственные вычисления дают значение функционала как функции от параметра ∆ ∈ [0, π]:

Jλ(Tλ, x̃λ(·)) = J(∆) = ∆+ 2(1 + λ) cos
(∆
2

)
.
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G

M

0

1

1−1

−1

x0

xλ,3(·)

xλ,2(·)

xλ,1(·) x1x1

x2

Рис. 1. Оптимальные траектории в задаче (Pλ), λ = λ̂.

Поскольку для любого ∆ ∈ (0, π) имеем
d2

d∆2
J(∆) = −

(1 + λ)

2
sin

(∆
2

)
< 0, то функция J(·)

строго вогнута на [0, π]. Поэтому она может достигать своего минимального значения только
в граничных точках ∆ = 0 и ∆ = π. Значит, Jλ(Tλ, x̃λ(·)) = min{2(1 + λ), π}.

Следовательно, в случае 0 < λ <
π

2
− 1 имеем Jλ(Tλ, x̃λ(·)) = 2(1 + λ) < π. В этом случае

существует единственная оптимальная допустимая траектория xλ(t) = (−1 + t, 0), t ∈ [0, T 1
λ ],

T 1
λ = 2, совпадающая в обеих задачах (Pλ) и (Q).

В случае λ =
π

2
− 1 Jλ(Tλ, x̃λ(·)) = π и в задаче (Pλ) существуют три оптимальных траек-

тории: траектория xλ,1(t) = (−1 + t, 0), t ∈ [0, 2], траектория xλ,2(t) = (cos(π − t), sin(π − t)),
t ∈ [0, π], и траектория xλ,3(t) = (cos(π − t),− sin(π − t)), t ∈ [0, π], симметричная траектории
xλ,2(·) относительно оси x1 (см. рис. 1).

В случае λ >
π

2
− 1 имеем Jλ(Tλ, x̃λ(·)) = π и в задаче (Pλ) существуют две оптимальные

траектории (симметричные друг другу относительно оси x1): xλ,2(t) = (cos(π − t), sin(π − t)),

t ∈ [0, π], и xλ,3(t) = (cos(π − t),− sin(π − t)), t ∈ [0, π]. Таким образом, λ̂ =
π

2
− 1 — величина,

соответствующая утверждению теоремы 3.

Рассмотрим случай λ = λ̂ =
π

2
− 1 (см. рис. 1). Первая оптимальная траектория

xλ,1(t) = (−1 + t, 0), t ∈ [0, T 1
λ ], T

1
λ = 2, движется с единичной скоростью вдоль оси x1 из

точки x0 = (−1, 0) в точку x1 = (1, 0). Согласно (4.4) при п.в. t ∈ [0, T 1
λ ] имеем ‖ψλ‖ = 1

и ψλ + λ

∫ t

0
dηλ = (1, 0). Из условия 1) теоремы 6 получаем, что мера ηλ может прини-

мать ненулевые значения только в моменты времени t = 0 и t = Tλ. Непрерывность спра-

ва функции t 7→

∫ t

0
dηλ в точке 0 влечет равенство ψλ + ληλ(0) = (1, 0). Кроме того, из

условия 1) теоремы 6 получаем ηλ(0) = α0(1, 0), α0 ≥ 0. Значит, ψ2
λ = 0. В силу ра-

венств ψ1
λ +

(π
2
− 1

)
α0 = 1 и |ψ1

λ| = ‖ψλ‖ = 1 возможны только следующие два случая:

(i) ψλ = (1, 0), α0 = 0, и (ii) ψλ = (−1, 0), α0 =
4

π − 2
. Аналогично ввиду условия 1) тео-

ремы 6 получаем ηλ(T
1
λ ) = α1(−1, 0), α1 ≥ 0. Учитывая условие (4.3), в точке t = Tλ имеем



Задача с ослабленным фазовым ограничением 27

‖ψλ + ληλ(0) + ληλ(Tλ)‖ =
∣∣∣1−

(π
2
− 1

)
α1

∣∣∣ = 1. Следовательно, либо α1 = 0, либо α1 =
4

π − 2
независимо от того, какой случай (i) или (ii) реализовался в момент t = 0. Таким образом,
для первой оптимальной допустимой траектории xλ,1(·) теорема 6 допускает ненулевые атомы

ηλ(0) =
4

π − 2
(1, 0) в момент t = 0 и ηλ(Tλ) = −

4

π − 2
(1, 0) в конечный момент времени Tλ = 2

в этом случае. Однако, в силу каждой из теорем 7 и 8 вырождения принципа максимума
(теоремы 6) не происходит.

Рассмотрим теперь вторую оптимальную в случае λ =
π

2
− 1 траекторию xλ,2(t) = (cos(π−

t), sin(π − t)), t ∈ [0, T 2
λ ], T

2
λ = π. Траектория xλ,2(·) движется с единичной скоростью вдоль

единично окружности R
2 (границы множества M) по часовой стрелке из точки x0 = (−1, 0)

в точку x1 = (1, 0). Ввиду (4.4) при п.в. t ∈ [0, π] имеем ψλ+λ

∫ t

0
dηλ = (sin(π− t),− cos(π− t)).

В силу непрерывности справа функции t →

∫ t

0
dηλ в точке 0 имеем ψλ + ληλ(0) = (0,−1).

Из условия 1) теоремы 2 получаем, что ηλ(0) = α0(1, 0), α0 ≥ 0. Следовательно, ψ2
λ = −1. Вви-

ду (4.3) имеем ‖ψλ‖ = 1. Поэтому ψ1
λ = 0. Далее, из условия (4.3) вытекает равенство

∥∥∥ψλ +

π − 2

2
(α0, 0)

∥∥∥ =
∥∥∥
(π − 2

2
α0,−1

)∥∥∥ = 1. Значит, α0 = 0. Аналогично получаем ηλ(π) = α1(−1, 0),

α1 ≥ 0. Согласно (4.3) отсюда получаем
∥∥∥ψλ −

π − 2

2
(α1, 0)

∥∥∥ =
∥∥∥
(π − 2

2
α1, 1

)∥∥∥ = 1. Поэтому

α1 = 0. Таким образом, для второй оптимальной в случае λ =
π

2
− 1 траектории xλ,2(·) утвер-

ждение теоремы 6 выполняется с мерой ηλ содержащей только непрерывную составляющую.
В силу условия (4.4) эта мера ηλ абсолютно непрерывна относительно меры Лебега µ на [0, π]
и

dη1λ
dµ

= − cos(π − t),
η2λ
dµ

= sin(π − t), t ∈ [0, π],

где
dηiλ
dµ

— производная Радона — Никодима i-й компоненты ηiλ меры ηλ относительно меры Ле-

бега µ, i = 1, 2. Таким образом, для второй оптимальной в случае λ =
π

2
−1 траектории xλ,2(·)

теорема 6 выполняется с ненулевой мерой ηλ, абсолютно непрерывной относительно меры Ле-
бега µ.

Случай третьей оптимальной при λ =
π

2
−1 траектории xλ,3(·) рассматривается полностью

аналогично случаю траектории xλ,2(·).
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