
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 30 № 3 2024

УДК 517.97

СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ
В КПП-МОДЕЛИ ПРИ НЕЛОКАЛЬНОЙ КОНКУРЕНЦИИ

А. А.Давыдов, А. С.Платов, Д.В.Туницкий

Мы рассматриваем ресурс, распределенный на компактном замкнутом связном многообразии без края,

например, на двумерной сфере — поверхности Земли, с динамикой, доставляемой моделью типа Колмо-

горова — Петровского – Пискунова и Фишера с коэффициентами в члене реакции, зависящими от общего

объема ресурса, что делает уравнение модели нелокальным. При естественных предположениях о пара-

метрах модели показано, что существует не более одного нетривиального неотрицательного стационарного

распределения ресурса, а при наличии постоянного распределенного отбора ресурса есть стратегия отбора,

при которой такое состояние доставляет максимум среднего временного сбора ресурса на стационарных

состояниях.
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We consider a resource distributed on a compact closed connected manifold without edge, for example, on a

two-dimensional sphere representing the Earth surface. The dynamics of the resource is governed by a model of

the Fisher–Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov type with coefficients in the reaction term depending on the total

amount of the resource, which makes the model equation nonlocal. Under natural assumptions about the model

parameters, it is shown that there is at most one nontrivial nonnegative stationary distribution of the resource.

Moreover, in the case of constant distributed resource harvesting, there is a harvesting strategy under which

such a distribution maximizes the time-averaged resource harvesting over the stationary states.
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1. Введение

Качественный анализ моделей динамики распределенных возобновляемых ресурсов и опти-
мизация этой динамики по различным критериям качества (при наличии возможности управ-
лять ею) являются ключевыми при решении важнейших проблем прикладного характера,
таких как оптимизация эксплуатации промысловых популяций, задачи борьбы с эпидемиями,
проблемы рационального природопользования, сохранения окружающей среды и биоразно-
образия и другие вопросы, а потому находятся в фокусе исследований учeных в различных
направлениях науки. Изучению подобных моделей с помощью различных математических ин-
струментов посвящены публикации [1–5], работы [6–9] в контексте применения к задачам ра-
ционального природопользования и сохранения окружающей среды, а также исследования
[3; 4; 10–15], предпринятые с целью оптимизации эксплуатации возобновляемого ресурса на
бесконечном горизонте планирования.

Одной из активно используемых сегодня моделей динамики распределенного возобновля-
емого ресурса является модель Колмогорова — Петровского — Пискунова и Фишера [16; 17],
которая появилась в тридцатых годах прошлого века; она учитывает внутривидовую конку-
ренцию, что впервые была описана Ферхюльстом [9], и обычно присутствующую диффузию
ресурса, которая доставляется предложенным Фурье уравнением распространения тепла [18].
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В настоящей работе мы рассматриваем нелокальную модель такого типа на компактном за-
мкнутом связном многообразии без края M (например, на n-мерном торе, естественно появля-
ющемся при изучении распределенного ресурса в периодической среде [1], или на двумерной
сфере, которая является естественной моделью поверхности Земли [15;19]). В данной модели
коэффициенты члена реакции зависят от общего объема ресурса и, таким образом, уравнение
модели становится нелокальным и принимает вид

pt − Lp = ap− bp2, (1.1)

где p = p(x, t) — неотрицательная плотность изучаемого ресурса в точке x многообразия M его
распределения в момент времени t; L — равномерно эллиптический оператор, непрерывно за-
висящий от точки ареала (см. [20;21]), а ограниченные функции a и b характеризуют скорости
процессов возобновления ресурса и насыщения им среды соответственно, измеримо зависят
от точки этой области и непрерывно от показателя E объема имеющегося ресурса, например,
его суммарной массы (это и делает модель нелокальной, чего нет, например, в [19–21]). Таким
образом,

a = a(x,E), b = b(x,E),

где показатель E определяется строго монотонным непрерывным функционалом на конусе
неотрицательных плотностей распределения, имеющим нулевое значение в нуле, например
вида

E =

∫

M

f(x)p(x, t)αdx, (1.2)

с некоторым положительным измеримым весом f и положительной степенью α (при f = 1,
α = 1 здесь считается обычная масса распределенного ресурса). Как отмечено выше, нелиней-
ная зависимость тех или иных характеристик при изучении возобновляемых ресурсов встре-
чалась и ранее (см. например, [22–24]).

Предполагается, что функции a и b монотонно зависят от этого показателя, а именно при
его росте функция a не возрастает, а функция b не убывает, т. е.

a(., E1) ≥ a(., E2) и b(., E1) ≤ b(., E2), если E1 < E2. (1.3)

При этом мы считаем, что последняя функция отделена от нуля, т. е. существует такая кон-
станта b0, что

0 < b0 ≤ b(., 0). (1.4)

В частности, при достаточно больших значениях плотности ресурса правая часть уравне-
ния (1.1) отрицательна.

Учитывая, что функции a и b лишь измеримы по фазовой переменной, решение урав-
нения (1.1) или решение задачи Коши для него понимаем в слабом смысле (см., например,
[20; 25]).

В настоящей работе мы показываем, что в изучаемой модели не может существовать бо-
лее одного нетривиального неотрицательного ограниченного стационарного решения. Такое
решение существует и является положительным, если при нулевом значении показателя E
глобальный аттрактор нетривиальных неотрицательных решений положителен (см. [19; 21];
для тора необходимым и достаточным условием для этого является положительность инте-
грала от a(., 0) [1]).

Более того, в данном случае существует постоянный распределенный отбор ресурса, что
добавляет в правую часть уравнения (1.1) слагаемое −up; в простейшем случае (а при учете
эффектов сложности обнаружения и/или извлечения ресурса возможны и другие выражения,
см., например, [21;26]) — с некоторым неотрицательным ненулевым стационарным измеримым
управлением u, u = u(x), при котором соответствующее стационарное решение положитель-
но, и, таким образом, средний временной сбор ресурса также положителен. Таким образом,
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существует стратегия извлечения ресурса, при которой сбор положителен, а ресурс не исчер-
пывается.

Наконец, мы доказываем, что если измеримое управление удовлетворяет условию

U1 ≤ u ≤ U2 (1.5)

c некоторыми ограниченными измеримыми функциями U1 и U2 (такое управление называ-
ется допустимым) и при u = U1 есть стационарное положительное решение, то существует
допустимое управление, при котором средний временной сбор ресурса на соответствующем
ему стационарном состоянии не меньше, чем при других допустимых управлениях на соответ-
ствующих им стационарных состояниях ресурса. Иными словами — существует оптимальная
допустимая стратегии отбора ресурса по функционалу среднего временного сбора (на стацио-
нарных состояниях).

З а м е ч а н и е 1. Если при минимальном отборе у ресурса нет нетривиальных неотри-
цательных стационарных состояний (в частности, если при таком отборе и нулевом значении
показателя E все решения с ограниченными начальными данными стремятся к нулевому ре-
шению), то любая допустимая стратегия отбора ресурса дает нулевой средний временной сбор.
В этом случае актуальными становятся задачи оптимизации использования исчерпаемого ре-
сурса с бесконечным горизонтом планирования (см., например, работы [27;28] и библиографию
в них).

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что значения ограничений U1 и U2 не обязательно всюду
положительны. Допустим, для промысловых популяций отрицательность этих ограничений
может наблюдаться в областях воспроизводства, в которых отбор запрещен и, наоборот, раз-
витие популяций поддерживается подкормкой и другими мерами. Вводя разность a − U1 в
качестве новой функции a, нижнее ограничение U1 можно сделать нулевым. При этом огра-
ничение (1.5) на допустимые управления примет вид 0 ≤ u ≤ U2 − U1.

В работе мы сначала обсуждаем существование стационарных состояний ресурса, а затем
показываем, что среди них есть оптимальное по функционалу среднего временного сбора

lim
t→+∞

P (t)/t, (1.6)

где P (t) — объем ресурса, собранный от начала момента сбора ресурса до времени t. Для
вычисления этого объема или других показателей ресурса могут использоваться нелинейные
по плотности распределения формулы, предполагающие учет различных факторов, таких как
сложность обнаружения или извлечения ресурса при его сборе, нелинейное влияние имеющего-
ся ресурса на показатели его восстановление и др. (что уже отмечено выше, см. [11;22;23;29]).

2. Существование положительных стационарных состояний ресурса

Справедливо следующее утверждение (определения решений, суб- и суперрешений см.,
например, в § III.21 [5] и [21]).

Теорема 1. Уравнение (1.1) не может иметь более одного нетривиального неотрица-

тельного ограниченного стационарного решения, если оператор L является равномерно эл-

липтическим, а коэффициенты a и b ограничены, измеримы по пространственной перемен-

ной, непрерывны по показателю E и удовлетворяют условиям (1.3), (1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, допустим, что есть два таких решения, p и p̃,
с показателями E и Ẽ соответственно. При совпадении этих показателей и соответствующие
им нетривиальные неотрицательные ограниченные стационарные решения совпадают, если
они имеются, поскольку доставляют нетривиальные неотрицательные стационарные решение
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уравнения (1.1) при данном фиксированном показателе, а такое решение единственное (см. [19]
для двумерной сферы и [21] в общем случае).

При различии этих показателей пусть первый из них меньше второго, тогда в силу усло-
вия (1.3) имеем

a(x,E) ≥ a(x, Ẽ) и b0 ≤ b(x,E) ≤ b(x, Ẽ).

Отсюда для стационарного решения p уравнения (1.1) получаем

0 = Lp+ a(x,E)p − b(x,E)p2 ≥ Lp+ a(x, Ẽ)p− b(x, Ẽ)p2.

Следовательно, для скорости изменения плотности ресурса на его уровне p при фиксированном
показателе Ẽ имеем

pt = Lp+ a(x, Ẽ)p− b(x, Ẽ)p2 ≤ 0.

Таким образом, это решение — суперрешение для нашего уравнения при этом значении по-
казателя. Теперь, снова учитывая, что у уравнения (1.1) при таком фиксированном значении
показателя — не более одного нетривиального стационарного решения [21], получаем, что ре-
шение p̃ всюду не больше решения p. Но тогда и для показателей имеем неравенство E ≥ Ẽ в
силу неубывания функционала (1.2) объема ресурса по p.

Получаем противоречие со сделанным предположением E < Ẽ. Следовательно, это пред-
положение неверно и справедливо утверждение теоремы 1.

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 у уравнения (1.1) при нулевом значении пока-

зателя E есть нетривиальное неотрицательное ограниченное стационарное решение, то

такое решение есть у самого этого уравнения и это решение положительное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, согласно теореме 1 у уравнения (1.1) может
быть не более одного неотрицательного ненулевого стационарного ограниченного решения.
Если такое решение есть, то ему соответствует положительное значение показателя E и это
решение также является решением уравнения (1.1) при таком фиксированном значении этого
показателя. Но тогда это решение положительно (см. [19] для двумерной сферы и [21] в общем
случае).

Покажем теперь, что в условиях теоремы 2 положительное стационарное решение есть.

В силу существования неотрицательного ненулевого стационарного решения у уравне-
ния (1.1) при нулевом значении показателя E первое собственное число λ задачи на собствен-
ные значения −Lφ− a(x, 0)φ = λφ отрицательно (см. [1] для случая торов и [21] в общем слу-
чае). Для этого собственного числа есть ограниченная положительная собственная функция φ.
Она дифференцируема, и ее можно нормировать, например взяв с единичной L2-нормой.

Для распределения ресурса p = ǫφ показатель E(ǫ) непрерывно зависит от ǫ и монотонно
стремится к нулю при ǫ → 0, что нетрудно видеть. Отсюда и из условия (1.3) получаем,
что функция a(., E(ǫ)) не убывает, а функция b(., E(ǫ)), наоборот, не возрастает при ǫ → 0.
Следовательно, отсюда для положительных значений ǫ для скорости изменения плотности
ресурса на его уровне p имеем

pt = ǫ[Lφ+ a(x,E(ǫ))φ] − ǫ2b(x,E(ǫ))φ2

= ǫ
[

Lφ+ a(x, 0)φ −
(

a(x, 0) − a(x,E(ǫ))
)

φ− ǫb(x,E(ǫ))φ2
]

= ǫ
[

− λ+
(

a(x, 0) − a(x,E(ǫ))
)

− ǫb(x,E(ǫ))φ
]

φ.

Выражение в квадратных скобках в нижнем равенстве последней формулы положительно
при малых положительных значениях ǫ, поскольку −λ > 0, и при ǫ → 0 второе (выраже-
ние в круглой скобке) и третье слагаемые в этой квадратной скобке стремятся к нулю, вто-
рое — ввиду непрерывности функции a по показателю E, а третье — в силу ограниченности
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функций b и φ. Соответственно, вследствие положительности ǫ и φ сама эта правая часть по-
ложительна для достаточно малых положительных значений ǫ. Таким образом, на уровне p
скорость изменения плотности ресурса положительна.

Отсюда получаем, что при достаточно малых положительных значениях ǫ функция ǫφ
является субрешением для уравнения (1.1) при фиксированном значении показателя E(ǫ).
Следовательно, при таких значениях этого показателя соответствующее стационарное решение
не меньше ǫφ, и, значит, это решение положительное ввиду положительности ǫ и φ.

Далее, при увеличении этого (фиксированного!) показателя соответствующее стационарное
решение не возрастает, как и вычисленный по нему показатель E в силу условия (1.3). Следо-
вательно, при росте фиксированного показателя E в уравнении (1.1) от нуля до E0 (показателя
положительного стационарного ограниченного решения данного уравнения при нулевом зна-
чении этого показателя) есть ровно одно его значение, которому соответствует положительное
стационарное решение; вычисленный по нему показатель совпадает с указанным значением.

Таким образом, справедливо утверждение теоремы 2.

3. Существование оптимального стационарного состояния ресурса

Рассмотрим постоянный отбор плотности ресурса с допустимым управлением u, u = u(x),
что добавит в правую часть уравнения (1.1) слагаемое −up :

pt − Lp = ap− up− bp2. (3.1)

Собранный ресурс будем считать по самой простой формуле

P (t) =

t
∫

0

∫

M

u(x)p(x, t)dxdt.

З а м е ч а н и е 3. Следует отметить, что и утверждение теоремы ниже и наши рассуж-
дения при ее доказательстве будут справедливы и для ряда других функционалов, как это
уже было ранее, но не для произвольных.

Теорема 3. Если в условиях теоремы 1 при минимальном отборе, т. е. при u = U1,
уравнение (3.1) имеет положительное стационарное решение, то существует допустимое

управление, которое на соответствующем ему стационарном состоянии ресурса доставля-

ет максимальный средний временной сбор среди всех допустимых управлений и на соответ-

ствующих им стационарных состояниях.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы рассматриваем неотрицательные стационарные решения,
поэтому средний временной сбор на них будет вычисляться по формуле

∫

M

u(x)pu(x)dx, (3.2)

где pu — стационарное решение, соответствующее допустимому управлению u. Это решение
либо положительное, если таковое есть, либо нулевое. В обоих случаях это решение не пре-
восходит положительного стационарного решения pmax, которое соответствует минимальному
отбору u = U1 и существует по условиям теоремы. Следовательно,

∣

∣

∣

∣

∫

M

u(x)pu(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫

M

m(x)pmax(x)dx, где m(x) = max{|U1(x)|, |U2(x)|}.

Таким образом, рассматриваемый функционал среднего временного сбора ограничен и
поэтому существует точная верхняя грань B его значений, а также последовательность
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пар {uk, puk
} из допустимых управлений и соответствующих им стационарных решений, по

которой значения этого функционала стремятся к этой грани при k → ∞.
Далее, рассматриваемые неотрицательные стационарные решения ограничены, поскольку

не превосходят решения pmax, введенного только что выше. Следовательно, коэффициенты
правой части уравнения (1.1) также ограничены. Отсюда в силу их измеримости по фазо-
вой переменной, непрерывности оператора L и его равномерной эллиптичности получаем, что
рассматриваемые стационарные решения pk не только ограничены, но и имеют класс C1+α с
некоторым, одним и тем же, положительным α, см. [25]. Значит, эти решения и их производные
доставляют ограниченные равностепенно непрерывные последовательности функций.

По теореме Арцела — Асколи выберем из последовательности этих решений подпоследо-
вательность, которая равномерно сходится на многообразии вместе со своими производными.
Не нарушая общности, будем считать, что сама последовательность {puk

} была таковой. Обо-
значим через p∞ предел этой последовательности.

Далее, допустимые управления uk лежат в выпуклом ограниченном компакте в простран-
стве L2 :

{u |U1 ≤ u ≤ U2}.

Следовательно, из последовательности {uk} можно выбрать подпоследовательность, которая
слабо сходится в этом пространстве к допустимому управлению u∞. Нетрудно видеть, что
для последнего управления и предельного решения p∞ мы получаем максимально возможное
для него значение B изучаемого функционала (3.2), поскольку многоообразие компактно, p∞
является равномерным пределом последовательности {puk

}, а u∞ — слабым пределом после-
довательности {uk}.

Осталось показать, что p∞ есть решение нашего уравнения для управления u∞. Мы пони-
маем решение как слабое, поэтому нужно, чтобы соответствующее уравнение в интегральной
форме, выполненное для пар {uk, puk

} из допустимого управления и соответствующего ему
стационарного решения, было справедливо и для предельной пары {u∞, p∞}. Но коэффици-
енты уравнения непрерывны по показателю объема ресурса E, соответствующего решению,
сами решения и их производные сходятся равномерно на многообразии, а управления сходят-
ся слабо и входят в уравнение линейно, поэтому уравнение будет выполненным и для этой
предельной пары. Следовательно, p∞ является стационарным решением уравнения (1.1) при
наличии отбора с управлением u∞.

Теорема 3 доказана.
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