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Рассматривается нелинейное эволюционное уравнение второго порядка, которое в отечественной ли-
тературе именуется нелинейным (квазилинейным) уравнением теплопроводности с источником (стоком),
а в зарубежной — “the generalized porous medium equation”, в случае, когда размерность задачи произ-
вольная, но имеет место центральная (осевая) симметрия, т. е. искомая функция зависит от времени t и
расстояния ρ до некоторой точки (прямой). Изучаются нетривиальные решения, которые имеют нулевой
фронт и описывают возмущения, распространяющиеся по покоящемуся (абсолютно холодному) фону с
конечной скоростью. Доказывается новая теорема существования и единственности решения с искомыми
свойствами с построением его в виде специального ряда с рекуррентно вычисляемыми коэффициента-
ми, причем для раскрытия особенности в точке ρ = 0 применяется вырожденная замена независимых
переменных. Обосновано утверждение, являющееся аналогом примера С.В. Ковалевской в рассмотрен-
ном случае. Получены условия, при выполнении которых коэффициенты построенных рядов являются
константами, т. е. исходная задача редуцируется к интегрированию обыкновенного дифференциального
уравнения с особенностью перед старшей производной. Проводится исследование свойств последнего с ис-
пользованием методов мажорант и качественного анализа дифференциальных уравнений. Выполняется
интерпретация полученных результатов с точки зрения исходной задачи.
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Введение

Рассмотрим нелинейное эволюционное параболическое [1] уравнение второго порядка

Ut = ∆Ψ1(U) + Ψ2(U), (0.1)

1Исследования выполнены в рамках госзадания Минобрнауки России по проекту “Аналитические и
численные методы математической физики в задачах томографии, квантовой теории поля и механике
жидкости и газа” (№ гос. регистрации: 121041300058-1).
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где t — время, ∆ — лапласиан по пространственным переменным x1, x2, . . . , xN ; U(t, x1, . . . ,
xN ) — искомая функция. Известные функции Ψ1(U),Ψ2(U) предполагаются достаточно глад-
кими. Часто этот математический объект называют квазилинейным параболическим уравне-
нием теплопроводности с источником [2], и тогда используют несколько иное представление

Ut = div(K(U)∇U) +Q(U),

где K(U) = Ψ′
1(U), Q(U) = Ψ2(U). В зарубежной литературе такие математические объекты

иногда именуют “the generalized porous medium equation” [3].
Подобные уравнения впервые были рассмотрены в работах известного французского меха-

ника Ж.В.Буссинеска [4], и по сей день они сохраняют свое место среди важных и актуальных
задач современных теории уравнений с частными производными и математической физики.
Причина этого кроется в их связи с важными приложениями в физике [5], популяционной
биологии [6], гидрологии [7], экологии [8] и т. п. Близкие модели используются в мерзлото-
ведении [9], при изучении конвективных течений жидких сред [10] и др. Наиболее известной
разновидностью уравнения (0.1) является уравнение нелинейной теплопроводности [11] (the
porous medium equation [3]), которое соответствует случаю Ψ1(U) = Uσ, Ψ2(U) ≡ 0.

1. Постановка задачи

Уравнение (0.1) при условии достаточной гладкости и монотонности функ-
ции K(U) = Ψ′

1(U) можно после замены u = K(U) путем тривиальных преобразований
привести к виду

ut = u∆u+ F (u)(∇u)2 +Υ(u). (1.1)

Здесь F (u) = uφ′′(u)/φ′(u) + 1, Ψ(u) = Ψ2(φ(u))/φ
′(u), K(φ(u)) = u, т. е. φ(u) — обратная к

K(U) функция.
Уравнение (1.1) при наличии пространственных симметрий может быть записано в виде

ut = uuρρ + F (u)u2ρ +
νuuρ
ρ

+Ψ(u), (1.2)

где ρ = (
∑N

i=1 x
2
i )

1/2 — новая пространственная переменная, ν = N−1. Самыми естественными
случаями здесь являются ν = 0 (плоская симметрия), ν = 1 (цилиндрическая или круговая
симметрия) и ν = 2 (сферическая симметрия). В принципе можно рассматривать любое неот-
рицательное значение ν, однако физический смысл уравнения (1.2) при нецелых ν неочевиден.

Наиболее часто в литературе встречается случай степенной функции Ψ1(U), и тогда F (u) =
1/σ, σ > 0, — константа, и (1.2) можно переписать в виде

ut = uuρρ +
u2ρ
σ

+
νuuρ
ρ

+Ψ(u). (1.3)

Отметим, что в литературе рассматривается также случай σ < 0 [12], но мы его оставляем
за рамками исследования. Потребуем дополнительно, чтобы выполнялось условие Ψ(0) = 0,
и тогда при условии достаточной гладкости функции Ψ справедливо представление Ψ(u) =
uΥ(u), где Υ(u) — гладкая в нуле функция.

Содержанием настоящего исследования является поиск и изучение решений уравне-
ния (1.3). Наибольший интерес для нас представляют те из них, которые удовлетворяют усло-
вию

u|ρ=a(t) = 0. (1.4)

Здесь функция a(t) предполагается известной, хотя в литературе рассматриваются и другие
постановки [13]. Задача (1.3), (1.4), как легко видеть, имеет тривиальное решение u ≡ 0,
однако могут существовать и нетривиальные. Причиной нарушения единственности в данном
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случае является то, что при u = 0 уравнение (1.3) вырождается, поскольку обращается в нуль
множитель перед второй (старшей) производной.

Будем далее называть линию ρ = a(t), на которой искомая функция обращается в нуль, ну-

левым фронтом. Подобные решения нелинейных параболических уравнений можно рассмат-
ривать как составную часть тепловой (фильтрационной) волны [13], под которой понимают
кусочно-гладкую функцию, состоящую из двух состыкованных между собой сегментов: неот-
рицательной части упомянутого решения с нулевым фронтом и тривиального, непрерывно
(производные, как правило, при этом терпят разрыв). Появление решений с такими свойства-
ми, которые позволяют использовать их для описания возмущений, распространяющихся по
покоящемуся (абсолютно холодному) фону с конечной скоростью, у уравнения (1.1) связано
с тем, что при u = 0 обращается в нуль множитель перед лапласианом, вследствие чего, как
уже отмечалось, параболический тип этого уравнения вырождается [14].

Решения с подобными свойствами, как принято считать среди специалистов, впервые были
представлены в работе [15]. В дальнейшем они стали объектом активного изучения в научной
школе А.Ф. Сидорова [13;16;17]. В частности, были доказаны теоремы существования и един-
ственности тепловой волны в классе аналитических функций для (1.1) при различных значе-
ниях входных параметров и постановках краевых условий [18; 19]. Отдельным направлением
указанных исследований с 2010-х годов стало построение и изучение точных решений (1.3) [23]
с нулевым фронтом [24; 25], нахождение которых обычно сводится к интегрированию обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ); как правило, это уравнения Льенара [26].
Часть полученных результатов удалось распространить на случай систем [27].

Настоящая работа является продолжением исследований, выполненных автором и его кол-
легами в последние 5 лет. Наиболее релевантными здесь являются статьи [19; 28]. В разви-
тие результатов [19] доказана новая теорема существования и единственности решения зада-
чи (1.3), (1.4), отличительной чертой которой является то, что за счет вырожденной замены
переменных удалось раскрыть особенность при ρ = 0. Также продолжено исследование точ-
ных решений, начатое в [28]. Построен и исследован в более общем случае фазовый портрет
возникающей динамической системы и обосновано утверждение, являющееся в рассмотренном
случае аналогом классического примера С.В.Ковалевской [29] (см. также [30]). Наконец, для
задачи Коши для ОДУ с особенностью, к интегрированию которой сводится задача (1.3), (1.4)
в одном частном случае, получена оценка на радиус сходимости построенного решения в виде
ряда Тейлора, обобщающая результат из работы [31].

2. Основная теорема

Основным содержанием настоящего раздела является доказательство теоремы существова-
ния и единственности нетривиального аналитического решения с нулевым фронтом рассмат-
риваемой задачи, однако перед этим необходимо преобразовать последнюю к более удобному
для дальнейшего исследования виду.

2.1. Преобразование задачи

Выполним в уравнении (1.3) замену переменных

u(t, ρ) = ϕ(t)ψ(ρ)w(t, z), z = ln
ρ

a(t)
, (2.1)

где w — новая искомая функция; t, z — независимые переменные, а ϕ(t) и ψ(ρ) будут опреде-
лены позднее. Якобиан замены независимых переменных в данном случае определяется как

J =

∣

∣

∣

∣

zρ zt
tρ tt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1/ρ −a′(t)/a(t)
0 1

∣

∣

∣

∣

=
1

ρ
,
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т. е. она является вырожденной при ρ = 0. Использование вырожденных замен для раскры-
тия особенностей в задачах механики жидкости и газа — достаточно распространенный прием
(см. [33]). В принципе здесь можно было бы не использовать логарифм, однако выбранный
способ задания z позволяет существенно упростить итоговый вид уравнения для w. Похожая
(но отнюдь не тождественная) замена использовалась нами ранее [28] в контексте нахождения
точных решений, когда искомая функция зависит только от одной переменной. При доказа-
тельстве теорем существования и единственности решений задачи (1.3), (1.4), насколько нам
известно, попытки раскрыть особенность ранее не предпринимались, вследствие чего прихо-
дилось накладывать дополнительное ограничение a(0) ≥ r0 > 0 [18; 19].

В результате замены (2.1) производные преобразуются следующим образом:

ut = ϕ′(t)ψ(ρ)w(t, z) + ϕ(t)ψ(ρ)wt(t, z)−
ϕ(t)a′(t)ψ(ρ)

a(t)
wz(t, z),

uρ = ϕ(t)ψ′(ρ)w(t, z) +
ϕ(t)ψ(ρ)

ρ
wz(t, z),

uρρ = ϕ(t)ψ′′(ρ)w(t, z) +
2ϕ(t)ψ′(ρ)

ρ
wz(t, z) −

ϕ(t)ψ(ρ)

ρ2
wz(t, z) +

ϕ(t)ψ(ρ)

ρ2
wzz(t, z).

Подставим полученные формулы в уравнение (1.3). Приведя подобные слагаемые и умножив
на ρ2/[ϕ2(t)ψ2(ρ)], выводим следующее выражение:

wwzz +
w2
z

σ
+
[2ρψ′(ρ)

ψ(ρ)

(

2 +
2

σ

)

− 1 + ν
]

wwz +
[ρ2ψ′′(ρ)

ψ(ρ)
+
ρ2(ψ′(ρ))2

σψ2(ρ)
+
νρψ′(ρ)

ψ(ρ)

]

w2

+
a′(t)ρ2

ϕ(t)a(t)ψ(ρ)
wz −

ϕ′(t)ρ2

ϕ2(t)ψ(ρ)
w − ρ2

ϕ(t)ψ(ρ)
wt +

ρ2

ϕ2(t)ψ2(ρ)
Ψ(ϕ(t)ψ(ρ)w) = 0.

(2.2)

Определим теперь функции ψ(ρ) и ϕ(t). Пусть ψ(ρ) = ρ2, ϕ(t) = a′(t)/a(t), и тогда с учетом
представления Ψ(u) = uΥ(u) формула (2.2) принимает вид

wwzz +
w2
z

σ
+
(

3 +
4

σ
+ ν
)

wwz + wz −
a(t)

a′(t)
wt +

(

2 +
4

σ
+ 2ν

)

w2 +
( a(t)

a′(t)

)′

w

+
a(t)

a′(t)
wΥ
(

a(t)a′(t)e−2zw
)

= 0,

(2.3)

где ψ(ρ)ϕ(t) = a(t)a′(t)e−2z . Можно видеть, что уравнение (2.3) не имеет особенностей, если
функции a(t) и Υ(u) являются гладкими и a′(0) 6= 0.

Для упрощения записи введем новое обозначение. Пусть

Φ(t, z, w) = −
(

2 +
4

σ
+ 2ν

)

w − b′(t)− b(t)Υ
(

a(t)a′(t)e−2zw
)

,

где b(t) = a(t)/a′(t). Тогда (2.2) примет вид

wwzz +
w2
z

σ
+
(

3 +
4

σ
+ ν
)

wwz + wz −
a(t)

a′(t)
wt = wΦ(t, z, w). (2.4)

Для уравнения (2.4) согласно (1.4) и (2.1) имеем граничное условие

w|z=0 = 0. (2.5)

Задача (2.4), (2.5) отличается от постановок, которые рассматривались в научной школе
А.Ф.Сидорова ранее [18;19]. Можно без труда убедиться, что ей удовлетворяет функция w ≡ 0.
Однако, как явствует из нижеследующего утверждения, может существовать и нетривиальное
решение.
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2.2. Формулировка и доказательство теоремы

Под аналитической в окрестности точки функцией здесь и далее понимается функция,
совпадающая в указанной окрестности со своим тейлоровским разложением.

Теорема 1. Пусть функция a(t) является аналитической в некоторой окрестности

точки t = 0, a′(0) 6= 0; функция Φ(t, z, w) является аналитической в некоторой окрест-

ности точки (t = 0, z = 0, w = 0). Тогда у задачи (2.4), (2.5) в некоторой окрестности

точки (t = 0, z = 0) существует нетривиальное аналитическое решение, причем единствен-

ное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обоснование теоремы проводится в два этапа. На первом стро-
ится формальное решение в виде ряда Тейлора, а на втором доказывается его сходимость.

1. Будем строить решение задачи (2.4), (2.5) в виде

w(t, z) =

∞
∑

k=0

wk(t)z
k

k!
, wk =

∂kw

∂zk

∣

∣

∣

∣

z=0

. (2.6)

отметим, что представление решений в виде рядов часто применяется в научной школе
А.Ф.Сидорова при исследовании начально-краевых задач для нелинейных уравнений мате-
матической физики [20–22].

Из условия (2.5) имеем, что w0(t) = 0, w′
0(t) = 0. Подставив z = 0, w0 = w′

0 = 0 в урав-
нение (2.4), получим, что w2

1/σ + w1 = 0. Отсюда следует, что либо w1(t) = 0, и тогда имеем
решение w(t, z) ≡ 0, поскольку w1 = 0 = w2 = . . . ; либо w1(t) = −σ. При всех прочих способах
задания wz|z=0 задача Коши оказывается несовместной.

Пусть далее w1(t) = σ > 0. Для нахождения w2 продифференцируем уравнение (2.4) по z
и положим z = 0. С учетом ранее найденных значений w0 = 0 и w1 = −σ имеем, что

−σw2 −
2σw2

σ
+

(ν + 3)σ + 4

σ
σ2 + w2 = −σΦ(t, 0, 0).

Приведя подобные и выразив v2, получим, что

w2 =
σ

σ + 1
[(ν + 3)σ + 4 + Φ(t, 0, 0)] =

σ

σ + 1

[

(ν + 3)σ + 4− b′(t)− b(t)Υ(0)
]

.

И так далее. Пусть нам известны коэффициенты wi(t) при i от 0 до k включительно. Про-
дифференцировав уравнение (2.4) k раз по z, положив z = 0 и разрешив относительно wk+1,
получаем выражение

wk+1 =
1

1 + kσ

( k
∑

i=2

Ci
kwiwk+2−i +

1

σ

k−1
∑

i=1

Ci
kwi+1wk+1−i +

(ν + 3)σ + 4

σ

k
∑

i=1

Ci
kwiwk+1−i

− a(t)

a′(t)
w′

k(t)−
k
∑

i=1

Ci
kwiΦk−i

)

.

(2.7)

Здесь Φi(t) = ∂iΦ/∂iz|z=0, причем дифференцирование проводится с учетом того, что
Φ(t, z, w) — сложная функция, в которой w = w(t, z).

Можно видеть, что в правой части формулы (2.7) находится выражение, зависящее от
величин w1(t), w2(t), . . . , wk(t). Если они известны, то коэффициент wk+1(t) однозначно опре-
деляется: напомним, что σ > 0, a′(0) 6= 0, а функции a(t) и Φ(t, z, w) аналитические, т. е.
бесконечно дифференцируемые. Итак, в соответствии с принципом математической индукции
формальное решение в виде ряда (2.6) построено. Первый этап обоснования теоремы завершен.
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2. Доказательство сходимости ряда (2.6) проводится методом мажорант с использованием
теоремы Коши — Ковалевской [32]. Хотя, как уже отмечалось, задача (2.4), (2.5) отличает-
ся от ранее рассмотренных постановок, мажорантная задача имеет традиционную структуру
(см. [19]), поэтому будем кратки в рассуждениях.

Прежде всего, введем новую искомую функцию W :

w(t, z) = w0(t) + zw1(t) + z2W (t, z) = −σz + z2W (t, z). (2.8)

После подстановки (2.8) в (2.4) получаем, что

z(zW − σ)(2W + 4zWz + z2Wzz) +
1

σ
(2zW + z2Wz − σ)2

+
(

3 +
4

σ
+ ν
)

z(zW − σ)(2zW + z2Wz − σ)

+ zW − a(t)

a′(t)
z2Wt = z(zW − σ)Φ(t, z, z2W − σz).

(2.9)

В результате приведения подобных и деления на (−z) уравнение (2.9) примет вид

z2Wzz +
(

4 +
1

σ

)

zWz +
(

2 +
2

σ

)

W

= h0(t) + zh1(t, z,W,Wt) + z2h2(t, z,W,Wz) + z3h3(t, z,W,Wz ,Wzz).

(2.10)

Здесь hi, i = 0, . . . , 3, — аналитические функции своих переменных. Явные формулы здесь не
приводятся, поскольку они а) не имеют принципиального значения; б) довольно громоздкие.

Выполненные выше преобразования являются эквивалентными, поэтому, если (2.10) имеет
в окрестности z = 0 аналитическое решение, то из этого следует аналитическая разрешимость
исходной задачи. Формальное решение (2.10) строится в виде ряда по степеням z аналогично
тому, как был построен ряд (2.6). Мажоранту для решения (2.10) в окрестности z = 0 можно
найти по схеме из [19, теорема 1, уравнение (11)].

Итак, второй этап обоснования завершен.
Теорема доказана.

Поскольку w|z=0 = 0, wz|z=0 = −σ < 0, то w(t, z) > 0 при z < 0. Это означает, что
справедливо нижеследующее утверждение.

Следствие 1. Можно определить решение уравнения (1.3), имеющее вид тепловой вол-

ны, следующим образом:

u(t, ρ) =

{

0, ρ ≥ a(t),

w∗

(

t, ln ρ
a(t)

)

, ρ ≤ a(t),

где w∗(t, z) = a(t)a′(t)w(t, z)e2z .

В частности, можно рассматривать случай, когда нулевой фронт ρ = a(t) в начальный
момент времени t = 0 находится в точке ρ = 0, если принять, что вдоль него ρ/a(t) = 1 всегда,
в том числе при ρ = a(0) = 0 (по непрерывности), т. е. вырожденная замена (2.1) действительно
позволяет раскрыть особенность в задаче (1.3), (1.4).

3. Точные решения

Рассмотрим теперь вопрос о том, когда (2.3) превращается в обыкновенное дифференци-
альное уравнение (ОДУ). Пусть Ψ(u) = αuβ . При этом необходимо потребовать, чтобы выпол-
нялось одно из равенств α = 0 или β = 1. Для того чтобы отделить случаи, когда возможна
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редукция к ОДУ, от общей постановки, будем обозначать искомую функцию v(z). Поскольку
обоснование редукции проведено в работе [28], приведем только итоговые результаты.

1. Пусть β = 1. Тогда ϕ = const = C1, а a(t) = C2e
C1t. При это α может быть любым, в том

числе и нулем.

2. Пусть α = 0, ϕ 6= const. Тогда a(t) = (C3t+C4)
γ , а ϕ(t) = γ/(t+C∗). Здесь C∗ = C4/C3,

γ 6= 0 — действительное число.

Получающиеся ОДУ можно записать совместно в виде

vv′′ +
1

σ
(v′)2 +

(

3 +
4

σ
+ ν
)

vv′ + v′ +
(

2 +
4

σ
+ 2ν

)

v2 + µv = 0, v(0) = 0, (3.1)

где µ может принимать значения α или 1/γ. Дальнейшее содержание статьи посвящено иссле-
дованию задачи (3.1)

3.1. Переход в фазовую плоскость

Сделаем линейную замену переменных. Пусть z̃ = (3+4/σ+ ν)z, ṽ = (3+4/σ+ ν)v. Тогда
уравнение (3.1) примет вид

vv′′ +
1

σ
(v′)2 + vv′ + v′ + ηv2 + µv = 0. (3.2)

Здесь η = 2σ(σ+νσ+2)/(3σ+νσ+4)2 > 0, µ̃ = σµ/(3σ+νσ+4). Знак˜(тильда) в уравнении (3.2)
и далее опускается для упрощения обозначений.

Далее, пользуясь тем, что уравнение (3.2) является автономным, понизим его степень путем
перехода в фазовую плоскость. Будем считать p = v′(z) новой искомой функцией, а v —
независимой переменной. Получим следующее соотношение:

pv
dp

dv
+
p2

σ
+ pv + p+ ηv2 + µv = 0. (3.3)

Уравнение (3.3) ранее уже возникало в работе [28], однако его изучение осталось незавершен-
ным, поскольку мы там ограничились рассмотрением одного частного случая.

Начнем дальнейшие исследования с построения решений (3.3) в виде рядов. При этом наи-
больший интерес для нас представляют нетривиальные решения, удовлетворяющие условию
Коши

p(0) = p0, (3.4)

которое можно рассматривать как условие на фронте тепловой волны. Будем строить решение
задачи (3.3), (3.4) в виде ряда Тейлора по степеням v

p(v) =

∞
∑

k=0

pk
k!
vk, pk = p(k)(0). (3.5)

Коэффициенты ряда (3.5) традиционно определяются индукцией по k.

Подставляя v = 0, p = p0 в (3.3), получим, что p0 должно удовлетворять уравнению

p20
σ

+ p0 = 0,

т. е. p0 может принимать одно из двух значений 0 или −σ, для прочих значений p0 уравне-
ние (3.3) не имеет классического (непрерывно дифференцируемого) решения. Столь нетипич-
ное свойство задачи Коши вызвано тем, что при v = 0 в (3.3) обращается в нуль множитель
перед производной. Далее рассмотрим оба возможных случая последовательно.
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3.2. Нулевое начальное условие

Пусть p0 = 0. Последовательно дифференцируя уравнение (3.3) и полагая v = 0, получим,
что

p1 = −µ, p2 = 2
[

µ−
(

1 +
1

σ

)

µ2 − η
]

, . . . .

Таким образом, база индукции установлена. Пусть известны pi, i = 0, 1, . . . , k−1, k ≥ 3. Тогда
для нахождения pk имеем соотношение

pk = k
(

µk +
2µ

σ
− 1
)

pk−1 − k
k−2
∑

i=2

Ci
k−1pipk−i −

1

σ

k−2
∑

i=2

Ci
kpipk−i, (3.6)

где Ci
k = k!/[i!(k − i)!]. В силу предположения индукции правая часть (3.6) определяется од-

нозначно. Итак, ряд (3.5) в рассматриваемом случае построен. С учетом того, что в правой
части перед pk−1 множитель имеет по k вторую степень, очевидно, что сходимость ряда в
общем случае не гарантирована. Покажем это строго в “хорошем”, на первый взгляд, слу-
чае µ = 0 (множитель перед pk−1 имеет тогда первую степень). Напомним, что этот случай
соответствует квазилинейному уравнению теплопроводности без источника (стока).

Утверждение 1. Пусть η > 0, σ > 0, p0 = 0. Если µ = 0, то ряд (3.5) при v 6= 0
расходится; если µ 6= 0, η = µ− (1 + 1/σ)µ2, то ряд (3.5) обрывается и имеет вид p = −µv.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть µ = 0. Тогда имеем, что p1 = 0, p2 = −2η < 0, p3 = −3p2 =
6η. Предположим, что pi < 0, если i = 2j; pi > 0, если i = 2j + 1 для всех i = 2, 3, . . . , k − 1.
Тогда

pk = −kpk−1 − k

k−2
∑

i=2

Ci
k−1pipk−i −

1

σ

k−2
∑

i=2

Ci
kpipk−i. (3.7)

В силу предположения индукции имеем, что у всех произведений в правой части (3.7) одина-
ковый знак, причем они положительны при нечетных k и отрицательны при четных. Поэтому,
отбросив все слагаемые, кроме содержащих произведение p2pk−2, получаем неравенство

|pk| >
[

k(C2
k−1 + Ck−2

k−1) +
1

σ
(C2

k + Ck−2
k )

]

|p2||pk−2| = k(k − 1)
(

k +
2

σ

)

η|pk−2| > 0, k ≥ 4.

Отсюда следует, что

lim
k→∞

|pk|(k − 2)!

|pk−2|k!
> lim

k→∞

(k − 2)!

k!
k(k − 1)

(

k +
2

σ

)

η = lim
k→∞

(

k +
2

σ

)

η = +∞.

Таким образом, расходимость ряда (3.5) при v 6= 0 установлена.

Пусть теперь µ 6= 0, η = µ− (1 + 1/σ)µ2. Тогда имеем, что

p1 = −µ 6= 0, p2 = 0, p3 = 3
(

3µ +
2µ

σ
− 1
)

p2 = 0.

И так далее — индукцией по k, используя (3.7), несложно показать, что pk = 0, k ≥ 2.

Утверждение доказано.

З а м е ч а н и е 1. Утверждение является аналогом классического примера С.В.Кова-
левской [29] в рассмотренном случае. Подобное утверждение для частного случая η = 0 было
доказано в работе [36].
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3.3. Ненулевое начальное условие

Пусть теперь p0 = −σ. В этом случае существование единственного локально аналити-
ческого решения задачи (3.3), (3.4) следует из ранее доказанной нами в работе [31] теоре-
мы 1. Однако область сходимости степенного ряда там была исследована при дополнительных
предположениях, которым уравнение (3.3) не удовлетворяет. Проведем исследование радиуса
сходимости ряда (3.5) в рассматриваемом случае. Для этого конкретизируем формулы для
коэффициентов. Итак, имеем, что

p0 = −σ, p1 =
µ− σ

σ + 1
, p2 =

2

2σ + 1

[µ(µ− σ)

σ(σ + 1)
+ η
]

, p3 =
3p2

3σ + 1

[(3σ + 2)(µ − σ)

σ(σ + 1)
+ 1
]

,

pk =
1

σk + 1

[((kσ + 2)(µ − σ)

σ(σ + 1)
+ 1
)

kpk−1 +

k−2
∑

i=2

Ci
k

(

i+
1

σ

)

pipk−i

]

, k ≥ 4. (3.8)

Для удобства дальнейших выкладок преобразуем соотношение (3.8). Легко убедиться в спра-
ведливости равенства

k−2
∑

i=2

Ci
k

(

i+
1

σ

)

pipk−i =
k−2
∑

i=2

Ci
k

(

k − i+
1

σ

)

pipk−i.

C другой стороны,

k−2
∑

i=2

Ci
k

(

i+
1

σ

)

pipk−i +
k−2
∑

i=2

Ci
k

(

k − i+
1

σ

)

pipk−i =
(

k +
2

σ

)

k−2
∑

i=2

Ci
kpipk−i.

Следовательно,
k−2
∑

i=2

Ci
k

(

i+
1

σ

)

pipk−i =
(k

2
+

1

σ

)

k−2
∑

i=2

Ci
kpipk−i. (3.9)

Поставив (3.9) в (3.8), получаем, что

pk =
kσ + 2

kσ + 1

[( µ− σ

σ(σ + 1)
+

1

kσ + 2

)

kpk−1 +
1

2σ

k−2
∑

i=2

Ci
kpipk−i

]

, k ≥ 4. (3.10)

Для того чтобы построить оценку выражения в квадратных скобках (3.10), нам потребуется
два вспомогательных утверждения.

Лемма 1. Пусть k ∈ N, k ≥ 4, σ > 0. Тогда справедливо равенство

k−2
∑

i=2

1

i(k − i)(iσ + 1)(kσ − iσ + 1)
=

2

(kσ + 1)(kσ + 2)

k−2
∑

i=2

( σ

i(iσ + 1)
+

2

ki

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проводится путем разложения выражения под знаком
суммирования на элементарные дроби методом неопределенных коэффициентов при исполь-
зовании очевидных равенств

k−2
∑

i=2

1

i
=

k−2
∑

i=2

1

k − i
,

k−2
∑

i=2

1

iσ + 1
=

k−2
∑

i=2

1

(k − i)σ + 1
.

Технические детали вряд ли могут представлять интерес для читателя и поэтому опускаются.



Решения c нулевым фронтом для параболического уравнения теплопроводности 95

Лемма 2. Пусть k ∈ N, k ≥ 4, σ > 0. Тогда справедливо неравенство

k−2
∑

i=2

( σ

i(iσ + 1)
+

2

ki

)

<
π2

6
− 19

30
. (3.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим слагаемые в левой части (3.11) последовательно:

k−2
∑

i=2

σ

i(iσ + 1)
<

k−2
∑

i=2

1

i2
<

∞
∑

i=2

1

i2
=
π2

6
− 1,

где для получения оценки использована сумма ряда обратных квадратов [34]. Известно, что

lim
k→∞

2

k

k−2
∑

i=2

1

i
= 0,

при этом, как несложно убедиться, наибольшее значение, равное 11/30, данная сумма прини-
мает при k = 7.

Лемма доказана.

Перейдем теперь к финальному этапу построения оценки. Будем искать мажоранту в виде

|pi| <
M i−1(i− 1)!

iσ + 1
, i ≥ 2. (3.12)

Для p2 и p3 оценка (3.12) выполняется (см. (3.7)) с константами

M2 = 2
∣

∣

∣

µ(µ− σ)

σ(σ + 1)
+ η
∣

∣

∣
, M3 =

√

3

2σ + 1

∣

∣

∣

µ(µ− σ)

σ(σ + 1)
+ η
∣

∣

∣

∣

∣

∣

(3σ + 2)(µ − σ)

σ(σ + 1)
+ 1
∣

∣

∣
.

Пусть оценка (3.12) с некоторой константой M получена для i = 2, 3, . . . , k − 1, k ≥ 3. Тогда
из (3.10) имеем, что

|pk| <
kσ + 2

kσ + 1

[∣

∣

∣

µ− σ

σ(σ + 1)
+

1

kσ + 2

∣

∣

∣

kMk−2(k − 2)!

(k − 1)σ + 1
+

1

2σ

k−2
∑

i=2

Mk−2k!

i(k − i)(iσ + 1)(kσ − iσ + 1)

]

.

С учетом лемм 1 и 2 отсюда получаем, что

|pk| <
Mk−2(k − 1)!

kσ + 1

[
∣

∣

∣

µ− σ

σ(σ + 1)
+

1

kσ + 2

∣

∣

∣

k

(k − 1)

(kσ + 2)

[(k − 1)σ + 1]
+

k

σ(kσ + 2)

(π2

6
− 19

30

)]

.

Можно видеть, что величина в квадратных скобках ограничена по k, откуда следует суще-
ствование искомой константы M . Для наглядности получим ее грубую оценку, которая будет
справедлива при любых µ ∈ R, σ > 0 и k ≥ 4:

∣

∣

∣

µ− σ

σ(σ + 1)
+

1

kσ + 2

∣

∣

∣

k

(k − 1)

(kσ + 2)

[(k − 1)σ + 1]
+

k

σ(kσ + 2)

(π2

6
− 19

30

)

<
[ |µ − σ|
σ(σ + 1)

+
1

2(2σ + 1)

]

· 4
3
· 2(2σ + 1)

(3σ + 1)
+

1

σ2

(π2

6
− 19

30

)

=
8(2σ + 1)|µ − σ|
3σ(σ + 1)(3σ + 1)

+
4

3σ(3σ + 1)
+

1

σ2

(π2

6
− 19

30

)

=M∗.

Итак, установлена справедливость оценки (3.12) при выборе константы M из условия

M = max{M2,M3,M∗}. (3.13)

Из проведенных рассуждений следует справедливость следующего утверждения.

Утверждение 2. Пусть µ, η ∈ R, σ > 0, p0 = −σ. Тогда ряд (3.5) сходится при |v| <
1/M = R, где M определяется из условия (3.13).

Можно видеть, что при η = 0 с ростом σ значение R также возрастает, причем неограни-
ченно.
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4. Качественное исследование

Исследуем глобальные свойства решений уравнения (3.2). Для этого выполним анализ,
используя один из классических методов качественной теории дифференциальных уравне-
ний [35] (см. также [25;28; 36]).

4.1. Анализ особых точек

Уравнению (3.3) соответствует динамическая система

dv

dζ
= vp,

dp

dζ
= −p

2

σ
− pv − ηv2 − p− µv, (4.1)

где dz = v dζ. Рассмотрим теперь состояния равновесия (особые точки) системы (4.1). Имеется
три таких точки (0,−σ), (0, 0) и (−µ/η, 0). Если µ = 0, то вторая и третья точки совпадают.

В работе [28] изучены типы этих точек и показано, что точка (0,−σ) имеет топологиче-
ский тип “седло”, а точка (0, 0) является сложным состоянием равновесия, причем возможны
следующие случаи:

1. Если µ 6= 0, то точка (0, 0) имеет тип “седло-узел” с одним узловым сектором и двумя
седловыми. При этом, если µ < 0, то траектории узлового сектора стремятся к (0, 0) при
ζ → −∞ слева от оси Op, а если µ > 0, то траектории узлового сектора стремятся к (0, 0) при
ζ → +∞ справа от оси Op.

2. Если µ = 0, то состояние равновесия (0, 0) является устойчивым сложным узлом.

4.2. Исследование фазового портрета

Построение и исследование полного фазового портрета динамической системы (4.1) — это
отдельная и сложная задача. В частном случае, когда η = 0, она была рассмотрена в рабо-
те [36]. В случае µ = 0, ν = 1 — в работе [28].

Здесь положим µ = 0, ν > 0, тогда η = 2σ(σ + νσ+2)/(3σ + νσ+4)2 и имеется две особых
точки. Фазовые траектории меняют направление движения при переходе через ось Ov, а также
при пересечении квадрики p2/σ+p+pv+ηv2 = 0, на которой, в частности, лежат особые точки.

Определим вначале свойства этой кривой второго порядка, уравнение которой имеет вид

p2

σ
+ pv + ηv2 + p = 0.

Приведя его к каноническому виду, получим соотношение

σ − 4η

4

(

v +
σ

σ − 4η

)2
− 1

σ

(

p+
σv

2
+
σ

2

)2
=

ησ

σ − 4η
.

Подставив сюда выражение для η, окончательно приходим к уравнению

σ(9σ + 6νσ + ν2σ + 16)

4(3σ + νσ + 4)2

(

σv +
(3σ + νσ + 4)2

9σ + 6νσ + ν2σ + 16

)2
−
(

p+
σv

2
+
σ

2

)2
=

2σ(σ + νσ + 2)

9σ + 6νσ + ν2σ + 16
.

(4.2)
Можно убедиться, что это гипербола с асимптотами

p±(v) = −σ
2

(

1±
√

σ(9σ + 6νσ + ν2σ + 16)

3σ + νσ + 4

)

v ∓ (3σ + νσ + 4)
√
σ

2
√
9σ + 6νσ + ν2σ + 16

− σ

2
.

Расположение ветвей гиперболы следующее: левая ветвь целиком лежит во втором квадранте,
а правая — в третьем и четвертом квадрантах, проходя через особые точки.
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Фазовый портрет динамической системы представлен на рис. 1. Ключевым его элемен-
том является сепаратриса, которая проходит через особую точку (0,−σ), огибает особую точ-
ку (0, 0) и узловой сектор и изображена жирной линией. Можно видеть, что а) в правой по-
луплоскости вдоль сепаратрисы как v, так и p меняются немонотонно, для обеих переменных
имеются точки экстремума: для v существует максимум, который достигается на пересечении
с осью абсцисс, а для p — минимум, который достигается на пересечении с гиперболой (4.2)
(обозначена на рис. 1 пунктирной линией); б) в левой полуплоскости для переменной v суще-
ствует минимум, который также достигается на пересечении с осью абсцисс, а p монотонно
возрастает; в) lim

v→±0
p(v) = +∞.

Траектории, лежащие внутри сепаратрисы (в узловом секторе), стремятся в начало коор-
динат при ζ → +∞. Траектории, лежащие вне сепаратрисы, обладают свойством lim

ζ→+∞

v = 0,

lim
ζ→+∞

p = −∞. Причем для траекторий, пересекающих гиперболу (4.2), зависимость p(v) немо-

нотонная, вследствие чего возникают три изгиба (при пересечении ветвей гиперболы и оси
абсцисс). Траектории, не пересекающие гиперболу (4.2) (заметим, что все они расположены в
левой полуплоскости, причем область, в которой они локализованы, ограничена сепаратрисой,
осью ординат и траекторией, которая касается левой ветви гиперболы), имеют один изгиб.

Вернемся в плоскость переменных v, z. На основании проведенных рассуждений можем
утверждать, что найденная сепаратриса определяет при µ = 0 решение (3.2) v = v∗(z), удо-
влетворяющее условию v(0) = 0, v′(0) = −σ со следующими свойствами (см. рис. 2): при z < 0
функция v∗(z) вначале убывает вместе со своей первой производной, потом вторая производ-
ная меняет знак в точке z = z̄, далее в точке z = zmax < z̄ функция достигает максимума vmax

и v′(z) меняет знак, наконец, в точке z∗ < zmax вновь v(z∗) = 0, причем v′(z∗) = ∞.

С точки зрения исходной задачи (1.3), (1.4) это означает, что получено решение, которое
имеет два нулевых фронта, т. е. является функцией с финитным носителем и геометрически
представляет собой уединенную волну (солитон). При этом свойства построенного решения
отличаются от свойств солитонов, полученных ранее для плоскосимметричного случая [30;36].
В частности, первая производная для исследованного решения ОДУ является немонотонной.

Решение при z > 0 является отрицательным и не допускает очевидной физической интер-
претации, однако представляет интерес с математической точки зрения. Функция v(z) имеет
здесь положительную вторую производную, достигает минимума в точке z = zmin и обраща-
ется в нуль в точке z = z∗, причем v′(z∗) = ∞.

Заключение

Представленная работа является очередным этапом проводимых автором и его коллегами
систематических исследованиях решений типа тепловых (фильтрационных, диффузионных)
волн для нелинейных вырождающихся параболических уравнений второго порядка. Подобные
решения представляют собой интересный и содержательный математический объект, посколь-
ку описывают возмущения, которые распространяются по покоящемуся фону с конечной ско-
ростью, что позволяет использовать их для моделирования диффузионных и фильтрационных
процессов различной природы. Кроме того, они являются не вполне обычными для уравнений
параболического типа: как известно, конечная скорость движения волны — свойство, прису-
щее решениям гиперболических уравнений. Оно появляется в рассматриваемых задачах как
следствие их вырождения, связанного с тем, что обращается в нуль множитель перед старшей
(второй) производной.

Была рассмотрена, казалось бы, хорошо изученная постановка: размерность задачи про-
извольная, но имеет место центральная (осевая) симметрия, т. е. искомая функция зависит от
времени t и расстояния ρ до некоторой точки (прямой), для которой тем не менее удалось
получить содержательные научные результаты. Так, была доказана оригинальная теорема
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Рис. 1. Фазовый портрет.
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Рис. 2. Функция v = v∗(z).

существования решений искомого типа, отличие которой от ранее доказанных аналогичных
утверждений состоит в том, что за счет вырожденной замены независимых переменных уда-
лось раскрыть особенность в точке ρ = 0. Также было продолжено исследование точных
решений искомого вида, построение которых сводится к интегрированию ОДУ. Были улучше-
ны, дополнены и уточнены ранее полученные результаты. Особого внимания, на наш взгляд,
заслуживают полученные оценки радиусов сходимости степенных рядов, в виде которых пред-
ставлены точные решения. Интересными свойствами обладает построенный фазовый портрет
упомянутого ОДУ.

Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть связаны с разработкой вы-
числительных алгоритмов построения решений рассмотренных задач с учетом необходимости
раскрытия всех особенностей. Поскольку для вырождающихся нелинейных уравнений мате-
матической физики доказать сходимость численных методов удается только в единичных слу-
чаях, в качестве средства верификации расчетов могут быть использованы найденные здесь
точные решения, а также отрезки рядов, которые были построены при доказательстве теоре-
мы, причем полученные результаты позволяют проверить корректность вычислений вблизи
особой точки ρ = 0.
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