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Для заданного многозначного отображения F : X ⇒ Y и заданного элемента ỹ ∈ Y исследуется вопрос

о существовании и оценках решения x ∈ X включения F (x) ∋ ỹ. Множества X, Y наделяются векторными

метриками P
E+

X
и P

M+

Y
, имеющими значения в конусах E+,M+ банахова пространства E и линейного

топологического пространства M. Рассматриваемое включение сравнивается с “модельным” уравнением

f(t) = 0 с отображением f : E+ → M. Предполагается, что f можно записать в виде f(t) ≡ g(t, t), где

отображение g : E+ × E+ → M является упорядоченно накрывающим множество {0} ⊂ M по первому

аргументу, антитонным по второму аргументу и −g(0, 0) ∈ M+. Показано, что в этих условиях уравнение

f(t) = 0 имеет решение t∗ ∈ E+. А если еще для некоторого x0 выполнены предлагаемые в работе условия

связи между f(0) и F (x0), а также между приращениями значений f(t) при t ∈ [0, t∗] и приращениями

значений F (x) при всех x из шара с центром в x0 радиуса t∗, то в этом шаре рассматриваемое включение

имеет решение. Полученные в работе результаты об операторном включении применяются к исследованию

интегрального включения.
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векторное метрическое пространство.

E. S. Zhukovskiy, E. A.Panasenko. The method of comparison with a model equation in the

study of inclusions in vector metric spaces.

For a given multivalued mapping F : X ⇒ Y and a given element ỹ ∈ Y , the existence of a solution x ∈ X to

the inclusion F (x) ∋ ỹ and its estimates are studied. The sets X and Y are endowed with vector metrics P
E+

X

and P
M+

Y
, whose values belong to cones E+ and M+ of a Banach space E and a linear topological space M ,

respectively. The inclusion is compared with a “model” equation f(t) = 0, where f : E+ → M . It is assumed

that f can be written as f(t) ≡ g(t, t), where the mapping g : E+ × E+ → M orderly covers the set {0} ⊂ M

with respect to the first argument and is antitone with respect to the second argument and −g(0, 0) ∈ M+. It

is shown that in this case the equation f(t) = 0 has a solution t∗ ∈ E+. Further, conditions on the connection

between f(0) and F (x0) and between the increments of f(t) for t ∈ [0, t∗] and the increments of F (x) for all x in

the ball of radius t∗ centered at x0 for some x0 are formulated, and it is shown that the inclusion has a solution

in the ball under these conditions. The results on the operator inclusion obtained in the paper are applied to

studying an integral inclusion.
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Введение

В различных разделах математики, в том числе в теории интегральных и дифференци-
альных уравнений, теории управления наряду с “прямым” исследованием свойств изучаемых
объектов применяются методы и результаты, основанные на сравнении рассматриваемых объ-
ектов с модельными. Применительно к задаче устойчивости метод сравнения сформулирован
Н.Н.Красовским в [1, с. 14]: “Вместо данной системы уравнений строим упрощенную, прибли-
женную систему, для которой устанавливаем соответственно устойчивость, асимптотическую

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00272,
https://rscf.ru/project/24-21-00272/ .
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устойчивость или неустойчивость. Затем показываем, что соответствующее свойство сохраня-
ется при переходе к первоначальной исходной системе”. Для построения упрощенной модель-
ной системы часто используется линеаризация — замена нелинейных объектов линейными.
Существует много других подходов к построению модельных объектов. Отметим широко из-
вестную процедуру управления, использующую вместе с реальной эталонную невозмущенную
систему — “поводырь” ([2], § 57). Методы, использующие вспомогательную модельную управля-
емую систему, также эффективны для задач управления с неполной информацией о фазовых
состояниях [3–5].

В связи с актуальными приложениями (см. [6]) и теоретическими сложностями (см. [7])
в последнее время возрос интерес к исследованию задач управления процессами, динамика
которых задается неявными дифференциальными уравнениями. В частности, в [8] рассматри-
валась дифференциальная игра преследования, описываемая неявным уравнением. Арсенал
инструментов исследования таких управляемых систем не столь разнообразен, как для явных
систем. Авторы данной работы полагают, что к исследованию неявных систем могут эффек-
тивно применяться методы сравнения. В частности, может использоваться сравнение диффе-
ренциального или интегрального включения, соответствующего рассматриваемой управляе-
мой системе, с модельным уравнением.

Как известно, при исследовании множества допустимых траекторий удобно, используя лем-
му Филиппова об измеримом выборе, “подставить” в систему управления множество допусти-
мых управлений и таким образом записать ее в виде включения. В случае, когда динамика
системы управления описывается неявным дифференциальным уравнением, соответствующее
дифференциальное включение, конечно, также будет неявным. В статье рассматриваются ин-
тегральные включения, к которым сводятся краевые задачи для таких неявных включений.
Исследование основывается на доказываемой в первой части статьи теореме сравнения опе-
раторного включения в векторно метрических пространствах с модельным уравнением. Идея
определения модельного уравнения аналогична идее, использовавшейся в теореме Канторови-
ча о неподвижной точке (см. [9] или книгу ([10], гл. XVIII, п. 1.2, теорема 1)) и в ее распро-
странениях, полученных в [11–16]).

В теореме Канторовича рассматривается непрерывно дифференцируемое отображение S,
действующее в банаховом пространстве X. Для определения его неподвижной точки уравнение
x = S(x) сравнивается с уравнением t = ϕ(t), в котором функция ϕ : R+ → R возрастает,
дифференцируема и имеет неподвижную точку t∗ ≥ 0. Утверждается, что если, во-первых,
при некотором x0 ∈ X выполнено неравенство ‖S(x0) − x0‖ ≤ ϕ(0) и, во-вторых, при любом
t ∈ [0, t∗) и любом x ∈ X таком, что ‖x− x0‖ ≤ t, выполнено неравенство ‖S′(x)‖ ≤ ϕ′(t), то S
имеет неподвижную точку x∗, удовлетворяющую оценке ‖x∗ − x0‖ ≤ t∗.

Условия этой теоремы означают, что норма изменения значений отображения S не превос-
ходит соответствующих приращений функции ϕ, а поэтому величина ‖S(x) − x‖ ограничена
значением ϕ(t) − t при соответствующих значениях t (точнее, при t таких, что ‖x − x0‖ ≤ t).
При этом функция t 7→ ϕ(t)− t непрерывна на [0, t∗], положительна на [0, t∗) и обращается в 0
в точке t∗. Соответственно отображение x 7→ ‖S(x)−x‖ вынуждено обратиться в 0 в некоторой
точке x∗ такой, что ‖x∗ − x0‖ ≤ t∗.

Такая трактовка условий теоремы Канторовича позволяет получать аналогичные резуль-
таты для отображений метрических и обобщенно метрических пространств. С использовани-
ем близких идей в [12; 13] получены теоремы о неподвижной точке и более общие теоремы о
точках совпадения отображений (не только однозначных, но и многозначных) в метрических
пространствах, в [14] — теоремы об операторных уравнениях в метрических пространствах.
Аналогичные подходы применены в [15] и в [16] для исследования, соответственно, точек сов-
падения отображений и операторных уравнений в векторно метрических пространствах, при
этом модельные уравнения рассматривались уже не в R, а в частично упорядоченных банахо-
вых пространствах значений векторных метрик.

Ниже в разд. 1–3 излагаются результаты работы. В разд. 1 определяется векторная метрика
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со значениями в конусе линейного пространства. В разд. 2 доказана теорема существования
решения операторного включения в векторно метрическом пространстве — аналог теоремы
Канторовича о неподвижной точке. На основании этой теоремы в разд. 3 исследуется инте-
гральное включение относительно неизвестной измеримой функции.

1. Пространство с векторной метрикой

В этом разделе приведем основные определения и утверждения, связанные с понятия-
ми векторной метрики и векторного метрического пространства. В последние годы появилось
довольно много работ, посвященных исследованиям свойств отображений, действующих в век-
торных метрических пространствах, и связанных с ними операторных уравнений и включений.
Векторные метрические пространства представляют собой различного рода обобщения “клас-
сических” метрических пространств с функциями расстояния, принимающими значения в ли-
нейных (конечно- или бесконечномерных) пространствах. Изучение вопросов существования,
устойчивости и оценок неподвижных точек, точек совпадения отображений (как однознач-
ных, так и многозначных), действующих в векторных метрических пространствах, позволяет
существенно расширить области применения соответствующих утверждений в исследовании
функционально-дифференциальных уравнений и включений, имеющих, например, несумми-
руемые особенности или неразрешенных относительно производных (см. [16]). В дополнение
к уже упомянутым выше работам (посвященным аналогам теоремы Канторовича) отметим
еще несколько статей по этой тематике: теоремы о неподвижной точке в пространствах с
векторнозначной метрикой для однозначных отображений получены А.И.Перовым в [17]; в
статьях [18;19] получены утверждения о точках совпадения в векторных метрических про-
странствах с n-мерной метрикой, в [20] — о решениях операторных уравнений; операторные
включения в векторных метрических пространствах с метрикой, имеющей значения в кону-
се банахова пространства и принимающей возможно бесконечные значения, рассматривались
в [21]; метод поиска нулей функционалов, определенных на векторных метрических простран-
ствах, предложен в [22].

Пусть P — линейное пространство (над полем R действительных чисел), в котором задан
острый выпуклый конус P+. Конус P+ порождает в пространстве P “естественный” порядок
(который мы будем обозначать ≤), а именно: для элементов ν, µ ∈ P выполнено ν ≤ µ (или,
что то же самое, µ ≥ ν), если µ − ν ∈ P+. В случае, когда ν ≤ µ и ν 6= µ, будем писать
ν < µ (или, что то же самое, µ > ν). Для µ, µ ∈ M, µ ≤ µ, стандартно обозначим отрезок

[µ, µ]P :=
{

ν ∈ P : µ ≤ ν ≤ µ
}

(в случае µ := µ = µ полагаем [µ, µ]P = {µ}).
Далее, пусть задано множество X, содержащее не менее двух элементов, и определено

отображение расстояния P
P+

X : X × X → P+ такое, что для любых x, z, w ∈ X выполнены
соотношения

P
P+

X (x, z) = 0 ⇔ x = z; P
P+

X (x, z) = P
P+

X (z, x); P
P+

X (x,w) ≤ P
P+

X (x, z) + P
P+

X (z, w).

Тогда отображение P
P+

X называют (см., например, [17]) векторной метрикой или, сокращенно,

в-метрикой, а пару (X,P
P+

X ) — векторным метрическим (в-метрическим) пространством.
Очевидно, что если P — это пространство вещественных чисел R, а P+ = R+ = [0,∞), то
в-метрика превращается в “обычную” метрику.

Шаром в пространстве (X,P
P+

X ) с центром в точке x0 ∈ X радиуса e ∈ P+ называют

множество BX(x0, e) := {x ∈ X : P
P+

X (x, x0) ≤ e}.

Для определения понятия предела в (X,P
P+

X ) далее будем предполагать, что P является
линейным топологическим пространством. В этом случае будем говорить, что последователь-
ность {xi} ⊂ X сходится (при i → ∞) к x ∈ X, если P

E+

X (xi, x) → 0 в топологическом
пространстве P. Множество U ⊂ X будем называть (секвенциально) замкнутым, если для
любой сходящейся последовательности {xi} ⊂ U, xi → x, выполнено x ∈ U.
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Наиболее содержательной является ситуация, когда пространство P банахово и конус P+

замкнут. Приведем известные определения некоторых свойств острых выпуклых замкнутых
конусов в банаховых пространствах.

В силу замкнутости конуса P+ для любой возрастающей последовательности {ςi} ⊂ P (т. е.
ςi+1 ≥ ςi при всех i), в случае ее сходимости ςi → ς, при всех i имеет место неравенство ςi ≤ ς.
Далее, напомним, что конус P+ называется правильным (см. [23, c. 257]), если любая возраста-
ющая последовательность {ςi} ⊂ P сходится тогда и только тогда, когда она ограничена сверху.
В [24, Proposition 6] показано, что вследствие правильности конуса P+ для такой ограниченной
возрастающей последовательности {ςi} ⊂ P существует супремум и limi→∞ ςi = sup{ςi}. Более
того, из правильности конуса P+ следует, что для любой ограниченной сверху цепи S ⊂ P
существует возрастающая последовательность {ςi} ⊂ S, которая коинициальна цепи S, т. е.
для любого элемента цепи ς ∈ S существует такой элемент ςi этой последовательности, что
ςi ≥ σ. Поэтому такая цепь S имеет супремум, причем supS = sup{ςi} = limi→∞ ςi (см. [24],
Proposition 7). Отметим также, что вследствие правильности конуса P+ любой элемент произ-
вольного непустого ограниченного сверху замкнутого множества U ⊂ P подчинен некоторому
максимальному элементу этого множества, т. е. для любого ς ∈ U существует максимальный
(возможно, не единственный) элемент τ ∈ U, для которого τ ≥ ς (доказательство этого свой-
ства см. [15, с. 399, 400]). Очевидно, в рассматриваемом банаховом пространстве P, упорядочен-
ном замкнутым правильным конусом P+, аналогичными свойствами обладают ограниченные
снизу множества, цепи и убывающие последовательности.

Напомним (см. [23, с. 257]), что конус неотрицательных функций в пространстве Lp сум-
мируемых c любой степенью p ∈ [1,∞] функций является правильным, в отличие, например,
от конуса неотрицательных функций в пространстве C непрерывных функций (относительно
“стандартных” норм Lp и C).

Далее, остановимся на понятиях, связанных со сходимостью в в-метрическом пространстве
(X,P

P+

X ), если пространство P банахово. В этом случае сходимость xi → x к x (при i → ∞)

означает сходимость ‖P
P+

X (xi, x)‖P → 0, а предел x (если он существует), очевидно, является
единственным.

Последовательность {xi} ⊂ X называют фундаментальной, если для любого ε > 0 су-

ществует такой номер I, что для всех i, j > I имеет место неравенство ‖P
P+

X (xi, xj)‖P < ε.

В-метрическое пространство (X,P
P+

X ) называют полным, если любая фундаментальная после-
довательность сходится.

Отметим также (см. [16]), что в случае замкнутости и правильности конуса P+ банахова

пространства P отображение P
P+

X : X × X → P+ является непрерывным, т. е. при xi → x,

ui → u выполнено P
P+

X (xi, ui) → P
P+

X (x, u). Шар BX(x0, e) (с центром x0 ∈ X радиуса e ∈ P+)

в таком пространстве (X,P
P+

X ) является замкнутым множеством.

В заключение приведем примеры двух в-метрических пространств, которые будут исполь-
зоваться в разд. 3 при исследовании интегральных включений.

П р и м е р 1. Пусть T > 0. Обозначим через W n множество измеримых (по Лебегу)
функций [0, T ] → R

n. В случае n = 1 верхний индекс в обозначениях будем опускать. Множе-
ство W будем рассматривать как линейное пространство (относительно “обычных” операций
с функциями), наделим его топологией сходимости по мере на [0, T ]. Зададим в этом про-
странстве конус W+ скалярных измеримых неотрицательных функций, который, очевидно,
является острым и выпуклым (а также замкнутым в рассматриваемой топологии). Тогда в

W n можно определить векторную метрику P
W+

Wn : W n ×W n → W+ соотношением

∀y, z ∈ W n
(

P
W+

Wn (y, z)
)

(t) :=
∣

∣y(t)− z(t)
∣

∣

Rn , t ∈ [0, T ]. (1.1)

П р и м е р 2. Пусть задана измеримая функция e0 : [0, T ] → [1,∞). Определим линейное
весовое пространство Le0 измеримых функций [0, T ] → R, полагая, что ς ∈ Le0 тогда и только
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тогда, когда ς(·)/e0(·) ∈ L. Норму в этом пространстве зададим формулой

‖ς‖Le0
:=

T
∫

0

∣

∣ς(t)
∣

∣/e0(t)dt. (1.2)

Относительно этой нормы пространство Le0 является банаховым, а конус Le0+ ⊂ Le0 неот-
рицательных функций является замкнутым и правильным. Далее, определим множество, на
котором введем векторную метрику со значениями в Le0+. Пусть u0 : [0, T ] → R

n — некоторая
измеримая функция. Обозначим через Ln

u0 e0
множество измеримых функций u : [0, T ] → R

n

таких, что
∣

∣u(·)−u0(·)
∣

∣

Rn ∈ Le0+, и определим на нем в-метрику P
Le0+

Ln
u0 e0

: Ln
u0 e0

×Ln
u0 e0

→ Le0+

формулой

∀x, u ∈ Ln
u0 e0

(

P
Le0+

Ln
u0 e0

(x, u)
)

(t) :=
∣

∣x(t)− u(t)
∣

∣

Rn , t ∈ [0, T ]. (1.3)

2. Теорема сравнения включения в векторном метрическом пространстве

и модельного уравнения

Будем полагать заданными банахово пространство E, упорядоченное выпуклым, острым,
замкнутым и правильным конусом E+ ⊂ E, и линейное топологическое пространство M, упо-
рядоченное выпуклым, острым конусом M+ ⊂ M. Пусть определены в-метрические простран-

ства
(

X,P
E+

X

)

,
(

Y,P
M+

Y

)

. Будем предполагать, что пространство
(

X,P
E+

X

)

является полным.

Пусть заданы элемент ỹ ∈ Y и многозначное отображение G : X × X ⇒ Y, имеющее
непустые значения G(v, u) ⊂ Y при любых аргументах v, u ∈ X. Рассмотрим включение

G(x, x) ∋ ỹ (2.1)

относительно неизвестного x ∈ X.

Для включения (2.1) будем рассматривать модельное уравнение вида

g(ς, ς) = 0 (2.2)

относительно неизвестного ς ∈ E+ с отображением g : E+×E+ → M. Получим утверждение о
решениях модельного уравнения (2.2) и условия, при выполнении которых из существования
решения уравнения (2.2) следует существование решения включения (2.1).

Вначале приведем утверждения о решениях уравнения (2.2), которые будем использовать
при сравнении включения (2.1) с модельным уравнением (2.2). Нам потребуются определения
некоторых свойств отображений, действующих из E+ в M. Пусть заданы непустые множества
I ⊂ E+ и D ⊂ M.

О п р е д е л е н и е 1. Отображение f : E+ → M называют антитонным относительно

множеств I ⊂ E+ и D ⊂ M, если

∀e, e′ ∈ I e′ ≤ e и f(e) ∈ D =⇒ f(e) ≤ f(e′). (2.3)

Класс всех отображений f : E+ → M, удовлетворяющих соотношению (2.3), обозначим
символом Ant(I,D) и в случае, когда отображение f является антитонным относительно I,D,
будем писать f ∈ Ant(I,D).

О п р е д е л е н и е 2 (см. [24], определение 1; [16], определение 2). Отображение f :
E+ → M называют упорядоченно накрывающим относительно множеств I ⊂ E+ и D ⊂ M,
если

∀e ∈ I ∀m ∈ D f(e) ≤ m =⇒ ∃e′ ∈ I e′ ≥ e и f(e′) = m. (2.4)
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Класс всех отображений f : E+ → M, удовлетворяющих соотношению (2.4), обозначим
символом Cov(I,D) и будем писать f ∈ Cov(I,D) вместо “отображение f является упорядо-
ченно накрывающим относительно I,D”.

Очевидно имеют место соотношения

f ∈ Ant(I,D) ⇐⇒ ∀m ∈ D f ∈ Ant(I, {m}), f ∈ Cov(I,D) ⇐⇒ ∀m ∈ D f ∈ Cov(I, {m}).

О п р е д е л е н и е 3. Отображение g : E+ × E+ → M будем называть замкнутым

относительно множеств I и D, если для любых e ∈ I, m ∈ D и любых возрастающих
последовательностей {ei} ⊂ I, {e′i} ⊂ I, выполнено

({

g(e′i, ei)
}

⊂ D, e = lim
i→∞

ei = lim
i→∞

e′i и m = lim
i→∞

g(e′i, ei)
)

=⇒ g(e, e) = m.

Класс замкнутых относительно множеств I и D отображений будем обозначать Cl(I,D).

Сформулируем утверждения о существовании и свойствах решений уравнения (2.2). Бу-
дем обозначать через SolI(g) множество решений уравнения (2.2), принадлежащих множеству
I ⊂ E+.

Лемма 1. Пусть e ∈ E+, I = [0, e]E , D = {0} ⊂ M, отображение g : E+ × E+ → M
удовлетворяет следующим условиям: g(0, 0) ≤ 0, g ∈ Cl(I,D), g(·, ν) ∈ Cov(I,D) и g(ν, ·) ∈
Ant(I,D) при любом ν ∈ I. Тогда множество SolI(g) не пусто, замкнуто в E, любой его

элемент ς ∈ SolI(g) подчинен некоторому минимальному элементу ς∗ ∈ SolI(g), т. е. ς∗ ≤ ς.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем существование возрастающей последовательности {ςi},
удовлетворяющей соотношению

g(ςi, ςi−1) = 0, i ∈ N. (2.5)

Положим ς0 = 0. Из неравенства g(ς0, ς0) ≤ 0 в силу условия g(·, ς0) ∈ Cov(I, {0}) следует,
что существует ς1 ∈ [ς0, e]E такой, что g(ς1, ς0) = 0. Отсюда в силу условия g(ς1, ·) ∈ Ant(I, {0})
получаем неравенство g(ς1, ς1) ≤ 0.

На втором шаге аналогично определяем ς2 ∈ [ς1, e]E такой, что g(ς2, ς1) = 0, g(ς2, ς2) ≤ 0.
И так далее. В результате определим возрастающую последовательность, удовлетворяющую
рекуррентному соотношению (2.5).

Вследствие правильности конуса E+ и замкнутости множества I построенная возраста-
ющая последовательность сходится к некоторому ς ∈ I. А так как g ∈ Cl(I, {0}), из соот-
ношения (2.5) получаем, что ς является решением уравнения (2.2). Итак, SolI(g) 6= ∅. Из
предположения g ∈ Cl(I, {0}) также прямо следует, что множество SolI(g) замкнуто в E.

В силу правильности конуса E+, любой элемент непустого, замкнутого и ограниченного
(сверху и снизу) множества SolI(g) подчинен некоторому минимальному элементу
ς∗ ∈ SolI(g). �

Отметим, что операторное уравнение вида (2.2) рассматривалось в [25;26], его многознач-
ный аналог — в [27;28], и в этих работах получены близкие предположениям леммы 1 условия
существования решений.

Лемма 2 ([16], лемма 1). Пусть множество решений уравнения (2.2) не пусто и эле-

мент ς∗ ∈ E+ является минимальным в этом множестве. Положим I∗ = [0, ς∗]E , D =
{0} ⊂ M. Пусть для отображения g : E+ × E+ → M выполнено g(0, 0) ≤ 0, g ∈ Cl(I∗,D),
g(·, ν) ∈ Cov(I∗,D) и g(ν, ·) ∈ Ant(I∗,D) при любом ν ∈ I∗. Тогда существует возрастаю-

щая последовательность {ςi} ⊂ I∗ с начальным элементом ς0 = 0 такая, что выполнено

соотношение (2.5) и имеет место сходимость ςi → ς∗.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Как показано при доказательстве леммы 1, существует возрас-
тающая последовательность {ςi} ⊂ I∗, ς0 = 0, удовлетворяющая соотношению (2.5) и сходя-
щаяся к некоторому решению ς уравнения (2.2). Для этого решения выполнено ς ≤ ς∗. Но так
как ς∗ является минимальным во множестве решений, получаем ς = ς∗. �

Приведем несколько более общее утверждение, которое будем использовать в доказатель-
стве теоремы о разрешимости включения (2.1).

Лемма 3. Предположим, что множество решений уравнения (2.2) не пусто и элемент

ς∗ ∈ E+ является минимальным в этом множестве. Пусть g(0, 0) ≤ 0, µ0 ∈
[

0,−g(0, 0)
]

M
,

△µ∈
[

0,−g(0, 0) − µ0

]

M
, I∗ = [0, ς∗]E , D =

[

−(µ0+ △µ),−µ0

]

M
и выполнены соотношения g ∈

Cl(I∗,D), g(·, ν) ∈ Cov(I∗,D) и g(ν, ·) ∈ Ant(I∗,D) при любом ν ∈ I∗. Тогда для отображения

g : E+ × E+ → M

g(ν, e) = g(ν, e) + µ0, ν, e ∈ E+,

уравнение

g(ς, ς) = 0 (2.6)

имеет решение на множестве I∗, т. е. SolI∗(g) 6= ∅, и существует возрастающая последо-

вательность {ςi} ⊂ I∗ с начальным элементом ς0 = 0, которая удовлетворяет соотношению

g(ςi, ςi−1) + 2−i
△µ= 0, i ∈ N, (2.7)

и сходится к некоторому ς ∈ SolI∗(g).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим последовательность {ςi} ⊂ I∗, существование кото-
рой утверждается в лемме, следующим образом.

Положим ς0 = 0. Согласно принятым предположениям имеем g(ς0, ς0) ≤ −µ0− △µ . По-
скольку −µ0− △µ∈ D, в силу условия g(·, ς0) ∈ Cov(I∗,D) существует ς1 ∈ [ς0, ς

∗]E такой,
что g(ς1, ς0) = −µ0− △µ или, что то же самое, g(ς1, ς0)+△µ= 0. Вследствие условия g(ς1, ·) ∈
Ant(I∗,D) получаем

g(ς1, ς1) ≤ g(ς1, ς0) = −µ0− △µ≤ −µ0 − 2−1
△µ .

Теперь, так как −µ0 − 2−1 △µ∈ D, в силу предположения g(·, ς1) ∈ Cov(I∗,D) существует
ς2 ∈ [ς1, ς

∗]E такой, что g(ς2, ς1) = −µ0 − 2−1 △µ . Таким образом, g(ς2, ς1) + 2−1 △µ= 0. А так
как g(ς2, ·) ∈ Ant(I∗,D), имеем

g(ς2, ς2) ≤ g(ς2, ς1) = −µ0 − 2−1
△µ≤ −µ0 − 2−2

△µ .

Продолжая такие рассуждения, определим возрастающую последовательность, удовлетво-
ряющую рекуррентному соотношению (2.7).

Вследствие правильности конуса E+ построенная последовательность сходится, обозначим
ее предел через ς = limi→∞ ςi. Имеем ς ∈ I∗. В силу условия g ∈ Cl(I∗,D) из соотношения (2.5)
следует, что ς является решением уравнения (2.6). �

Теперь получим условия существования решения включения (2.1) в виде теоремы срав-
нения с модельным уравнением (2.2). Будем обозначать через SolB(G) множество решений
включения (2.1), принадлежащих некоторому заданному непустому множеству B ⊂ X.

Определение ниже является аналогом определения 3 (в случае одноэлементного множе-
ства D) для многозначного отображения.

О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что отображение G : X × X ⇒ Y является за-

мкнутым относительно множеств B и {ỹ} ⊂ Y , если для любых двух последовательностей
{xi}, {x

′
i} ⊂ B, сходящихся к одному и тому же пределу x = limi→∞ xi = limi→∞ x′i и таких,

что G(xi, x
′
i) ∋ ỹ ∀i ∈ N, для предела x этих последовательностей выполнено G(x, x) ∋ ỹ.
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Следующее определение распространяет на многозначные отображения введенное в ([16],
определение 4) для однозначных отображений в-метрических пространств понятие мажорант-
ного отображения.

О п р е д е л е н и е 5. Пусть заданы µ0 ∈ M+, x0 ∈ X, e ∈ E+. Будем говорить, что
отображение g : E+ ×E+ → M мажорирует (с параметром µ0) многозначное отображение

G : X × X ⇒ Y на шаре B := BX(x0, e), если G, g как отображения первого аргумента
удовлетворяют соотношению

∀e ∈ I := [0, e]E ∀x ∈ BX(x0, e) ∀∆ ∈ [0, e− e]E

∃y ∈ G(x, x) P
M+

Y

(

ỹ, y
)

≤ g(e +∆, e)− g(e, e) =⇒

∃u ∈ B G(u, x) ∋ ỹ, P
E+

X (u, x) ≤ ∆, (2.8)

а как отображения второго аргумента — соотношению

∀ε > 0 ∀e ∈ I ∀ς ∈ [0, e]E ∀x ∈ BX(x0, e) ∀u ∈ BX(x0, ς) P
E+

X (u, x) ≤ e− ς =⇒

∀y ∈ G(x, u) ∃z ∈ G(x, x) P
M+

Y

(

y, z
)

≤ g(e, ς) − g(e, e) + εµ0. (2.9)

Несложно заметить, что описываемое определением 5 свойство отображений g,G сохраня-
ется при “уменьшении” отрезка I, т. е. справедливо

Предложение 1. Если отображение g мажорирует отображение G на шаре BX(x0, e),
то при любом e′ ∈ [0, e]E отображение g мажорирует отображение G также и на шаре

BX(x0, e
′) (с тем же параметром µ0).

Теорема 1. Предположим, что множество SolE+
(g) решений уравнения (2.2) не пусто,

элемент ς∗ ∈ E+ является минимальным в этом множестве. Далее предположим, что

отображение G является замкнутым относительно множеств B∗ := BX(x0, ς
∗), {ỹ}, и для

некоторого элемента y0 ∈ G(x0, x0) имеет место неравенство

P
M+

Y (ỹ, y0) ≤ −g(0, 0). (2.10)

Положим µ := −g(0, 0)−P
M+

Y (ỹ, y0), D = [−µ, 0]M , I∗ = [0, ς∗]E. Пусть выполнены соотноше-

ния g ∈ Cl(I∗,D), g(·, ν) ∈ Cov(I∗,D) и g(ν, ·) ∈ Ant(I∗,D) при любом ν ∈ I∗. В приведенных

допущениях, если отображение g мажорирует отображение G на шаре B∗ с параметром µ,
то множество SolB∗(G) принадлежащих шару B∗ решений включения (2.1) не пусто, и для

любого δ ∈ (0, 1) существует x∗ ∈ SolB∗(G) такой, что P
E+

X (x0, x
∗) ≤ ςδ, где ςδ ∈ [0, ς∗] —

решение уравнения

gδ(ς, ς) = 0 (2.11)

с правой частью, определяемой отображением gδ(ν, e) = g(ν, e) + µ− δµ, ν, e ∈ E+.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим µ0 := µ − δµ, △µ := δµ. Согласно лемме 3 существует
возрастающая последовательность {ςi} ⊂ I∗, ς0 = 0, удовлетворяющая соотношению

gδ(ςi, ςi−1) + 2−i
△µ= 0, i ∈ N, (2.12)

и сходящаяся к некоторому решению ςδ уравнения (2.11).
Покажем, что существует последовательность {xi} ⊂ B∗, для которой при любом i выпол-

нено
G(xi+1, xi) ∋ ỹ,

∃yi ∈ G(xi, xi) P
M+

Y

(

ỹ, yi) ≤ g(ςi+1, ςi)− g(ςi, ςi),

P
E+

X (x0, xi) ≤ ςi, P
E+

X (xi, xi+1) ≤ ςi+1 − ςi.

(2.13)



76 Е.С.Жуковский, Е.А.Панасенко

Пусть сначала i = 0. Согласно (2.12) выполнено

0 = g(ς1, ς0) + (1− δ)µ + 2−1
△µ= g(ς1, ς0) + (1− δ)µ + 2−1δµ ≤ g(ς1, ς0) + µ.

Учитывая это соотношение, из предположения (2.10) получаем P
M+

Y (ỹ, y0) = −g(ς0, ς0) − µ ≤
g(ς1, ς0)− g(ς0, ς0). Отсюда в силу условия (2.8), полагая в котором x := x0, e := ς0, ∆:= ς1 − ς0,
получаем, что существует x1 ∈ B∗ такой, что

G(x1, x0) ∋ ỹ, P
E+

X (x1, x0) ≤ ς1 − ς0 = ς1.

Теперь пусть i = 1. Поскольку g мажорирует отображение G, из соотношения (2.9), если в
нем положить ε := 2−2, e := ς1, ς := ς0, x := x1, u := x0, установим существование y1 ∈ G(x1, x1)
такого, что

P
M+

Y (ỹ, y1) ≤ g(ς1, ς0)− g(ς1, ς1) + 2−2δµ. (2.14)

Согласно (2.12) имеем g(ς1, ς0) − g(ς2, ς1) = gδ(ς1, ς0) − gδ(ς2, ς1) = −2−1δµ + 2−2δµ = −2−2δµ.
В силу этого соотношения неравенство (2.14) запишем в виде

P
M+

Y (ỹ, y1) ≤ g(ς2, ς1)− g(ς1, ς1).

Поскольку ς1 ≥ P
E+

X (x0, x1), имеем x1 ∈ BX(x0, ς1). В силу условия (2.8), полагая в котором
x := x1, e := ς1, ∆:= ς2 − ς1, получаем, что существует x2 ∈ B такой, что

G(x2, x1) = ỹ, P
E+

X (x2, x1) ≤ ς2 − ς1, P
E+

X (x2, x0) ≤ ς2 − ς1 + ς1 − ς0 = ς2.

Таким образом, определены x1 и x2 так, что соотношения (2.13) выполнены при i = 0
и i = 1. Продолжая аналогичные рассуждения, по индукции определим последовательность
{xi} ∈ B∗ так, что соотношения (2.13) выполнены при всех i.

Из последнего неравенства в (2.13) имеем

∀i, n ∈ N P
E+

X (xi, xi+n) ≤

n−1
∑

l=0

P
E+

X (xi+l, xi+l+1) ≤

n−1
∑

l=0

(

ςi+l+1 − ςi+l

)

= ςi+n − ςi. (2.15)

Так как последовательность {ςi} ⊂ I∗ является фундаментальной, согласно (2.15) получаем,
что последовательность {xi} ⊂ B∗ также является фундаментальной и поэтому сходится в

полном пространстве (X,P
E+

X ) к некоторому элементу x∗ ∈ X. Поскольку шар B∗ является
замкнутым множеством, получаем x∗ ∈ B∗. А вследствие замкнутости отображения G отно-
сительно множеств B∗ и {ỹ} из первого соотношения в (2.13) получаем G(x∗, x∗) ∋ ỹ.

Для завершения доказательства остается заметить, что при любом i выполнены неравен-
ства P

E+

X (x0, xi) ≤ ςi ≤ ςδ, из которых следует, что P
E+

X (x0, x
∗) ≤ ςδ. �

3. Приложения к интегральным включениям

Пусть mes — мера Лебега на [0, T ], T > 0.
Рассмотрим интегральное включение вида

Φ

(

t,

T
∫

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)

)

∋ 0, t ∈ [0, T ], (3.1)

относительно неизвестной измеримой (по Лебегу) функции x : [0, T ] → R
n. Здесь функция

K : [0, T ] × [0, T ] → R
k×n измерима, а многозначная функция Φ : [0, T ] × R

k × R
n ⇒ R

m

имеет компактные значения и удовлетворяет условиям Каратеодори: измерима по первому
аргументу и непрерывна по совокупности остальных аргументов.
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Предлагаемое исследование разрешимости включения (3.1) основано на полученной выше
теореме 1 сравнения операторного включения с модельным уравнением. В качестве модельного
мы будем использовать уравнение

ϕ
(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ς(s)ds, ς(t)
)

= 0, t ∈ [0, T ], (3.2)

относительно измеримой функции ς : [0, T ] → R+. Будем предполагать, что выполнено следу-
ющее условие.

У с л о в и е 1:

• функция ϕ : [0, T ]× R+ × R+ → R удовлетворяет условиям Каратеодори (т. е. измерима
по первому аргументу и непрерывна по совокупности второго и третьего аргументов);

• при п.в. t ∈ [0, T ] и любом ς ∈ R+ функция ϕ(t, ·, ς) : R+ → R убывает (т. е. σ1 > σ2 =⇒
ϕ(t, σ1, ς) ≤ ϕ(t, σ2, ς));

• при п.в. t ∈ [0, T ] выполнено неравенство φ0(t) := ϕ(t, 0, 0) ≤ 0;

• функция κ : [0, T ]× [0, T ] → R+ измерима;

• существует такая измеримая функция e : [0, T ] → R+, что

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds < +∞, φ(t) := ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds, e(t)

)

≥ 0, t ∈ [0, T ].

Определим функцию e0 : [0, T ] → R+ формулой e0(t) := max
{

1, e(t)
}

, t ∈ [0, T ], и соответ-
ствующее весовое пространство Le0 измеримых функций ς ∈ Le0 для которых ς(·)/e0(·) ∈ L,
с нормой (1.2). Это пространство банахово, а конус Le0+ неотрицательных функций явля-
ется правильным (см. пример 2). Очевидно, выполнено e0 ∈ Le0 . Определим множество I :=
[0, e]Le0

. Элементами множества I являются всевозможные измеримые функции со значениями
в I(t) := [0, e(t)], t ∈ [0, T ].

Далее определим линейное пространство W скалярных вещественных измеримых на [0, T ]
функций с топологией сходимости по мере и естественной упорядоченностью, порожденной
конусом W+ неотрицательных измеримых функций (см. пример 1).

Для любого ς ∈ I при п.в. t ∈ [0, T ] функция κ(t, ·)ς(·) суммируема. Это позволяет опреде-
лить отображение g : Le0+ × Le0+ → W при (ν, ς) ∈ I× I соотношением

g(ν, ς)(t) := ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ς(s)ds, ν(t)

)

, t ∈ [0, T ]. (3.3)

Если же (ν, ς) /∈ I × I, то можем определить значение g(ν, ς) произвольно; будем полагать
g(ν, ς)(t) := 1 при п.в. t ∈ [0, T ].

Заметим, что множество тех решений уравнения (3.2), значения которых принадлежат
отрезку I(t) := [0, e(t)], t ∈ [0, T ], совпадает с множеством SolI(g) ⊂ Le0+ решений уравне-
ния (2.2), в котором отображение g на I×I определено соотношением (3.3). Следующее утвер-
ждение показывает, что определенное здесь отображение g удовлетворяет условиям лемм 1–3
и, более того, во множестве SolI(g) ⊂ Le0+ (соответственно, и во множестве решений уравне-
ния (3.2), принимающих значения только в отрезке [0, e(t)], t ∈ [0, T ]) существует наименьший
элемент (в лемме 1 лишь утверждалось, что среди решений есть минимальный элемент).

Положим D :=
[

φ0, φ
]

W
.

Лемма 4. Пусть выполнено условие 1. Тогда при определении отображения g : Le0+ ×
Le0+ → W на I× I формулой (3.3) имеем
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• справедливы соотношения g ∈ Cl(I,D), g(·, ν) ∈ Cov(I,D) и g(ν, ·) ∈ Ant(I,D) при

любом ν ∈ I;

• множество SolI(g) не пусто, замкнуто в Le0 и содержит наименьший элемент ς∗ ∈
SolI(g);

• при любых µ0 ∈
[

0,−g(0, 0)
]

W
, △µ∈

[

0,−g(0, 0) − µ0

]

W
, для отображения g : Le0+ ×

Le0+ → W, g(ν, e) = g(ν, e) + µ0, ν, e ∈ Le0+, уравнение g(ς, ς) = 0 имеет решение на

множестве I∗ := [0, ς∗]Le0
, т. е. SolI∗(g) 6= ∅, и, кроме того, существует возрастающая

последовательность {ςi} ⊂ I∗ с начальным элементом ς0 = 0, которая удовлетворяет

соотношению

g(ςi, ςi−1) + 2−i
△µ= 0, i ∈ N,

и сходится к некоторому ς ∈ SolI∗(g).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что g ∈ Cl(I,D). Пусть заданы две возрастающие
последовательности {ei} ⊂ I, {e′i} ⊂ I такие, что

{

g(e′i, ei)
}

⊂ D, e = limi→∞ ei = limi→∞ e′i и
m = limi→∞ g(e′i, ei). Из сходимости по норме пространства Le0 возрастающих последователь-
ностей следует их сходимость почти всюду, поэтому ei(t) → e(t), e′i(t) → e(t) при п.в. t ∈ [0, T ].

Так как

∫ T

0
κ(t, s)e(s)ds < +∞ и 0 ≤ κ(t, s)e′i(s) ≤ κ(t, s)e(s), в силу теоремы Лебега о предель-

ном переходе получаем

∫ T

0
κ(t, s)e′i(s)ds →

∫ T

0
κ(t, s)e(s)ds, t ∈ [0, T ]. А поскольку функция ϕ

непрерывна по совокупности второго и третьего аргументов, при п.в. t ∈ [0, T ] имеем

g(ei, e
′
i)(t) = ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)e′i(s)ds, ei(t)

)

→ ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds, e(t)

)

= g(e, e)(t).

Таким образом, доказано, что g ∈ Cl(I,D).
Докажем, что g(·, ν) ∈ Cov(I,D) при любом ν ∈ I. Пусть для некоторых e ∈ I, m ∈ D вы-

полнено неравенство g(e, ν) ≤ m, т. е. ϕ
(

t,

∫ T

0
κ(t, s)ν(s)ds, e(t)

)

≤ m(t), t ∈ [0, T ]. Вследствие

убывания функции ϕ по второму аргументу получаем

m(t) ≤ φ(t) = ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds, e(t)

)

≤ ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ν(s)ds, e(t)

)

, t ∈ [0, T ].

Из приведенных неравенств в силу непрерывности функции ϕ по третьему аргументу следует
включение

m(t) ∈ ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ν(s)ds, [e(t), e(t)]

)

, t ∈ [0, T ].

Согласно лемме Филиппова об измеримом выборе (см., например, лемму 1.5.15 из [29]) суще-
ствует измеримая функция e′ ∈ [e, e]Le0

такая, что

m(t) = ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ν(s)ds, e′(t)

)

, t ∈ [0, T ].

Итак, m = g(e′, ν), и, таким образом, доказано, что g(·, ν) ∈ Cov(I,D).
Включение g(ν, ·) ∈ Ant(I,D) при любом ν ∈ I прямо следует из убывания функции ϕ по

второму аргументу и неотрицательности функции κ.
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Для отображения g : Le0+×Le0+ → W, определенного на I×I формулой (3.3), выполнены
все предположения леммы 1. Согласно этой лемме множество SolI(g) не пусто, замкнуто в Le0 и
содержит минимальный элемент ς∗ ∈ SolI(g). Докажем, что элемент ς∗ является наименьшим
в SolI(g).

В предположении противного существует элемент ς ∈ SolI(g), не сравнимый с ς∗. Опреде-
лим множества T :=

{

t ∈ [0, T ] : ς∗(t) ≥ ς(t)
}

, T∗ :=
{

t ∈ [0, T ] : ς∗(t) ≤ ς(t)
}

и заметим, что
mesT > 0 и mesT∗ > 0, так как ς и ς∗ не сравнимы. Зададим функцию

η ∈ [0, ς ]Le0
, η(t) = inf

{

ς∗(t), ς(t)
}

=

{

ς(t), t ∈ T,
ς∗(t), t ∈ T∗.

Для этой функции выполнены неравенства η < ς∗, η < ς. При t ∈ T в силу убывания по
второму аргументу функции ϕ имеем

ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)η(s)ds, η(t)

)

= ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)η(s)ds, ς(t)

)

≥ ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ς(s)ds, ς(t)

)

= 0.

Аналогично, при t ∈ T∗ получаем

ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)η(s)ds, η(t)

)

= ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)η(s)ds, ς∗(t)

)

≥ ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ς∗(s)ds, ς∗(t)

)

= 0.

Доказано, что для функции η ∈ [0, ς ]Le0
при п.в. t ∈ [0, T ] выполнено неравенство

ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)η(s)ds, η(t)

)

≥ 0.

Поэтому условие 1 останется выполненным, если в нем заменить e на η. В силу доказанного
выше должно существовать решение ν ∈ [0, η]Le0

уравнения (3.2) такое, что ν ≤ η < ς∗.
Получено противоречие с минимальностью элемента ς∗ во множестве SolI(g).

Заключительное утверждение доказываемой леммы прямо следует из того, что для отоб-
ражения g : Le0+ × Le0+ → W, определенного формулой (3.3), выполнены все предположения
леммы 1. �

Теперь рассмотрим включение (3.1).

Пусть задана измеримая функция u0 : [0, T ] → R
n такая, что при п.в. t ∈ [0, T ] функ-

ция K(t, ·)u0(·)ds : [0, T ] → R
k суммируема. Определим множество Ln

u0 e0
(см. пример 2) c

в-метрикой P
Le0+

Ln

u0 e0

: Ln
u0 e0

× Ln
u0 e0

→ Le0+, заданной соотношением (1.3).

Обозначим B := BLn

u0 e0

(u0, e). Отметим, что для любого x ∈ B функция K(t, ·)x(·) : [0, T ] →

R
k суммируема при п.в. t ∈ [0, T ]. Соответственно, значения функции

∫ T

0
K(·, s)x(s)ds конечны

почти всюду на [0, T ]. Поэтому для любых x, u ∈ B многозначное отображение F : [0, T ] ⇒ R
m

F(t) := Φ

(

t,

T
∫

0

K(t, s)x(s)ds, u(t)

)

, t ∈ [0, T ],

измеримо (его значениями являются компактные множества из R
m).

Далее, рассмотрим пространство Wm измеримых функций y : [0, T ] → R
m (см. пример 1)

c в-метрикой P
W+

Wm : Wm × Wm → W+, заданной формулой (1.1). Определим многозначное
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отображение G : Ln
u0 e0

×Ln
u0 e0

⇒ Wm, полагая, что G(u, x) при (u, x) ∈ B×B — это множество
всех измеримых сечений многозначного отображения F , т. е.

G(u, x) :=

{

y ∈ Wm : y(t) ∈ Φ

(

t,

T
∫

0

K(t, s)x(s)ds, u(t)

)

, t ∈ [0, T ]

}

. (3.4)

Если же (u, x) /∈ B ×B, то можем определить значение G(u, x) произвольно; будем полагать
G(u, x)(t) := {1} при п.в. t ∈ [0, T ].

Множество решений включения (3.1), значения которых принадлежат шару B(t) :=
BRn

(

u0(t), e(t)
)

, t ∈ [0, T ], совпадает с множеством SolB(G) ⊂ Ln
u0 e0

решений включения (2.1),
в котором отображение G на B×B определено соотношением (3.4).

Сформулируем достаточные условия на функции ϕ,Φ, при выполнении которых отобра-
жение (3.3) мажорирует многозначное отображение (3.4) на шаре B ⊂ Ln

u0 e0
.

Определим функции z0 ∈ W k и r ∈ W+ соотношениями

z0(t) :=

T
∫

0

K(t, s)u0(s)ds, r(t) :=

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds, t ∈ [0, T ].

Следующее определение — аналог определения 5 из [16] для случая многозначного отоб-
ражения Φ.

О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что функция ϕ и многозначное отображение Φ
удовлетворяют условию M1[u0, e], если при почти всех t ∈ [0, T ] выполнено соотношение

∀ς ∈ [0, r(t)] ∀z ∈ BRk

(

z0(t), ς
)

∀e ∈ [0, e(t)] ∀u ∈ BRn

(

u0(t), e
)

∀∆ ∈
[

0, e(t)− e
]

∃y ∈ Φ(t, z, u) |y|Rm ≤ ϕ(t, ς, e +∆)− ϕ(t, ς, e)

=⇒ ∃v ∈ BRn

(

u0(t), e(t)
)

0 ∈ Φ(t, z, v), |u− v|Rn ≤ ∆,

и условию M2[u0, e] с параметром µ0 ∈ W+, если при почти всех t ∈ [0, T ] выполнено соотно-
шение

∀ε > 0 ∀e ∈ [0, e(t)] ∀u ∈ BRn

(

u0(t), e
)

∀ς ∈ [0, r(t)] ∀z ∈ BRk

(

z0(t), ς
)

∀ς ′ ∈ [0, ς] ∀z′ ∈ BRk

(

z0(t), ς
′
)

∣

∣z − z′
∣

∣

Rk ≤ ς − ς ′ =⇒ ∀y′ ∈ Φ(t, z′, u) ∃y ∈ Φ(t, z, u)
∣

∣y′ − y
∣

∣

Rm≤ ϕ(t, ς ′, e)− ϕ(t, ς, e) + εµ0.

Лемма 5. Предположим, что |K(t, s)|Rk×n ≤ κ(t, s) при п.в. (t, s) ∈ [0, T ] × [0, T ]. Если

функция ϕ и многозначное отображение Φ удовлетворяют условию M1[u0, e], то для отоб-

ражений g,G, определенных, соответственно, на I×I, B×B формулами (3.3) и (3.4), выпол-

нено соотношение (2.8). Если ϕ,Φ удовлетворяют условию M2[u0, e] с параметром µ0, то для

отображений g,G выполнено соотношение (2.9). А при выполнении двух условий M1[u0, e],
и M2[u0, e] с параметром µ0 отображение g мажорирует многозначное отображение G на

шаре B с параметром µ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале предположим, что выполнено условие M1[u0, e], и до-
кажем справедливость соотношения (2.8).

Пусть для e ∈ [0, e]Le0+
, u ∈ BLn

u0 e0

(u0, e), ∆ ∈ [0, e− e]L+
существует y ∈ G(u, u) такой, что

P
W+

Wm

(

0, y
)

≤ g(e+∆, e)− g(e, e), т. е.

∃y ∈ Wm y(t) ∈ Φ
(

t, z(t), u(t)
)

,
∣

∣y(t)
∣

∣

Rm ≤ ϕ
(

t, ς(t), e(t) + ∆(t)
)

− ϕ
(

t, ς(t), e(t)
)

, t ∈ [0, T ],
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где z(t) :=

∫ T

0
K(t, s)u(s)ds, ς(t) :=

∫ T

0
κ(t, s)e(s)ds. Заметим, что

∣

∣z(t)− z0(t)
∣

∣

Rk =

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

K(t, s)
(

u(s)− u0(s)
)

ds

∣

∣

∣

∣

Rk

≤

T
∫

0

κ(t, s)
∣

∣u(s)− u0(s)
∣

∣

Rnds

≤

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds = r(t), ς(t) =

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds ≤

T
∫

0

κ(t, s)e(s)ds = r(t).

Вследствие условия M1[u0, e] при почти каждом t ∈ [0, T ] существует такой v ∈ BRn

(

u0(t), e(t)
)

,
что 0 ∈ Φ(t, z(t), v) и |v − u(t)|Rn ≤ ∆(t). Отсюда следует включение

0 ∈ Φ

(

t,

T
∫

0

K(t, s)u(s)ds,BRn

(

u(t),∆(t)
)

)

, t ∈ [0, T ],

а из этого включения согласно лемме Филиппова об измеримом выборе получаем, что для
некоторой измеримой функции v ∈ BLn

u0 e0

(u,∆) выполнено

0 ∈ Φ

(

t,

T
∫

0

K(t, s)u(s)ds, v(t)

)

= G(v, u)(t), t ∈ [0, T ].

Итак, справедливость соотношения (2.8) установлена.

Проверку остальных утверждений леммы 5 мы опускаем вследствие их очевидности. �

Леммы 4, 5 позволяют применить теорему 1 для исследования включения (3.1) методом
сравнения с модельным уравнением (3.2). Таким образом получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть функция ϕ удовлетворяет условию 1 и для некоторой измеримой

функции y0 : [0, T ] → R
m такой, что y0(t) ∈ Φ

(

t,

∫ T

0
K(t, s)u0(s)ds, u0(t)

)

, t ∈ [0, T ], справед-

ливо неравенство

|y0(t)|Rm ≤ −ϕ(t, 0, 0), t ∈ [0, T ].

Положим µ(t) := −ϕ(t, 0, 0)−|y0(t)|Rm , t ∈ [0, T ]. Пусть функция ϕ и многозначное отображе-

ние Φ удовлетворяют условию M1[u0, e] и условию M2[u0, e] с параметром µ, а для функций K
и κ выполнено |K(t, s)|Rk×n ≤ κ(t, s) при п.в. (t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ]. Тогда

• множество решений уравнения (3.2) со значениями, принадлежащими отрезку I(t) =
[0, e(t)], не пусто, и в этом множестве есть наименьший элемент ς∗,

• при любом δ ∈ (0, 1) существует решение ςδ уравнения

ϕ

(

t,

T
∫

0

κ(t, s)ς(s)ds, ς(t)

)

+ (1− δ)µ(t) = 0, t ∈ [0, T ],

такое, что ςδ(t) ∈ [0, ς∗(t)], t ∈ [0, T ], и существует решение x∗ включения (3.1) такое,

что |x∗(t)− u0(t)|Rn ≤ ςδ(t).
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