
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 30 № 2 2024

УДК 517.977

О МОДЕЛИРОВАНИИ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМ
ЗАПАЗДЫВАНИЕМ С ПОМОЩЬЮ УПРАВЛЯЕМЫХ МОДЕЛЕЙ1

М.С.Близорукова, В.И.Максимов

Исследуется задача моделирования решения нелинейной системы дифференциальных уравнений с по-
стоянным запаздыванием при неточно известной правой части, а также неточно известном начальном
состоянии. Рассмотрен случай, когда правая часть системы является не гладкой (известно лишь, что она
измерима по Лебегу) и неограниченной (принадлежащей пространству функцией суммируемых с квадра-
том евклидовой нормы) функцией. Указывается устойчивый к информационным помехам и погрешностям
вычислений алгоритм решения рассматриваемой системы. Алгоритм основан на конструкциях теории
управления по принципу обратной связи. Установлена оценка скорости сходимости алгоритма. Отмече-
на возможность применения описанного в работе алгоритма для нахождения приближенного решения
системы обыкновенных дифференциальных уравнений.
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The problem of modeling a solution is studied for a nonlinear system of differential equations with constant
delay, inexactly known right-hand side, and inaccurately given initial state. The case is considered when the
right side of the system is a nonsmooth (it is only known that it is Lebesgue measurable) unbounded function
(belonging to the space of square integrable functions in the Euclidean norm). An algorithm for solving this
system that is stable to information noise and calculation errors is constructed. The algorithm is based on the
concepts of feedback control theory. An estimate of the convergence rate of the algorithm is established. The
possibility of using the algorithm to find an approximate solution to a system of ordinary differential equations
is mentioned.
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1. Введение. Постановка задачи

В работе [1] был предложен, а затем получил развитие в работах [2–5] алгоритм модели-
рования решения n-мерной системы дифференциальных уравнений

ẋ(t) = f(t, x(t)), t ∈ T = [t0, ϑ], x(t0) = x0. (1.1)

Здесь t0 < ϑ < +∞, x ∈ R
n, f(t, x) — некоторая функции, x — n-мерный вектор с ком-

понентами x(j), j ∈ [0 : n], т.е. x = {x(1), . . . , x(n)}. Алгоритм основан на известном в теории
гарантированного управления методе экстремального сдвига Н.Н.Красовского [6]. Указанный
алгоритм удовлетворял двум требованиям. Во-первых, он работает в режиме реального вре-
мени. Во-вторых, в каждый момент времени t ∈ T имеет на выходе некоторое приближение
решения системы (1.1) на всем прошлом отрезке времени: от t0 до t. Метод позволяет решать
задачу в случае, когда правая часть системы заранее неизвестна (или известна приближенно).
При этом дополнительная информация о правой части поступает в процессе решения. Априо-
ри предполагается известным следующее. Во-первых, функция f измерима (в смысле Лебега)

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации, соглаше-
ние № 075-02-2024-1377.
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по t и непрерывна по x. Во-вторых, решение системы (1.1) единственно и остается в некоторой
ограниченной области M ⊂ R

n. В-третьих, при всех x из некоторой γ-окрестности области M
выполняется неравенство

|f(t, x)|1 ≤ K для любого t ∈ T. (1.2)

Причем константы K и γ известны. Здесь и всюду ниже символ | · |1 означает норму в R
n,

векторы y = {y(1), . . . , y(n)}: |y|1 = maxj∈[1:n]{|y
(j)|}, а символ | · | — модуль числа.

Суть алгоритма из [1] следующая. Вводится вспомогательная n-мерная управляемая си-
стема вида

ẇ(t) = u(t), t ∈ T, (1.3)

с начальным состоянием w(t0) = x∗, |x0 − x∗|1 ≤ ε. На отрезке T взята сетка ∆ = {τi}
m
i=0 с

узлами τi, τi+1 = τi + δ, δ > 0, τ0 = t0, τm = ϑ. В моменты τi находятся вектора

ui = {u
(1)
i , . . . , u

(n)
i }, u

(j)
i = −Ksign{w(j)(τi)− ξ

(j)
i },

где ξi ∈ R
n,

∣

∣

∣
ξi − x0 −

τi
∫

t0

f(t, w(t)) dt
∣

∣

∣

1
≤ ε.

Здесь и всюду ниже ε ∈ (0, 1) — величина погрешности измерения. Таким образом, допол-
нительная информация о функции f , о которой мы упоминали выше, поступает опосредо-
вано через вектора ξi. После нахождения ui на вход системы (1.3) в течение полуинтервала
δi = [τi, τi+1) подается постоянное управление u(t) = ui, в результате действия которого на-
ходится решение системы (1.3) на отрезке [τi, τi+1]. В случае, когда функция f липшицева
по совокупности аргументов, в работе [2] приведена оценка скорости сходимости описанного
выше алгоритма:

max
t∈T

|x(t)− w(t)|1 ≤ C̃(ε+ δ).

Здесь C̃ зависит от |x0|1, K и не зависит от ε, δ.

Методика, изложенная в работах [1–5], оказалась полезной при конструировании алго-
ритма моделирования решения системы дифференциальных уравнений с запаздыванием ней-
трального типа [7], нахождении решений параболических вариационных неравенств [8] или
управления [9], а также доказательстве теорем существования и единственности решений диф-
ференциальных включений в гильбертовых пространствах, содержащих субдифференциалы
выпуклых функций [10]. Наиболее продуктивно метод позиционно управляемых моделей про-
явил себя при решении позиционных дифференциальных игр [6], а также задач моделирования
траекторий и динамического обращения [11].

В данной работе будет исследоваться задача, аналогичная описанной выше. При этом прин-
ципиальное отличие настоящей статьи от цитированных выше работ состоит в отказе от усло-
вия типа (1.2), являющегося базовым для обоснования результатов из [1–5]. Вследствие этого
алгоритм решения задачи моделирования решения будет являться новым не только для систем
с запаздыванием, которые мы будем рассматривать, но и для систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (1.1). Следует отметить, что проблемам решения систем с запаздыванием
посвящена обширная литература (см., например, [12–16]).

Итак, рассматривается система дифференциальных уравнений с постоянным запаздыва-
нием

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t − τ)), t ∈ T, (1.4)

с начальным состоянием x(t0 + s) = x0(s) при s ∈ [−τ, 0]. Здесь x ∈ R
n, τ = const > 0 — запаз-

дывание, функция x0(·) является элементом W ([−τ, 0];Rn) пространства дифференцируемых
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функций, производные которых принадлежат L∞([−τ, 0];Rn). Норма в этом пространстве за-
дается следующим образом:

|p(·)|W =
(

max
s∈[−τ,0]

|p(s)|2Rn + vrai max
s∈[−τ,0]

|ṗ(s)|2Rn

)1/2
,

где символ | · |Rn — евклидова норма в пространстве R
n. Функция f полагается измеримой

в смысле Лебега по первому аргументу, липшицевой (с постоянной Липшица L) по второму
и третьему и удовлетворяющей условию f(·, 0, 0) ∈ L2(T ;R

n). В дальнейшем полагаем эту
функцию, а также начальное состояние системы (1.4) известными неточно. Именно, полагаем
известной функцию xε(·) ∈ W ([−τ, 0];Rn) такую, что

|x0(·)− xε(·)|W ≤ ε, sup
ε∈(0,1)

|ẋε(·)|L∞([−τ,0];Rn) ≤ c1 < +∞. (1.5)

Кроме того, имеется возможность для каждой тройки {t, x, y} ∈ T×R
n×R

n вычислять вектора
f∗(t, x, y) ∈ R

n такие, что

|f(t, x, y)− f∗(t, x, y)|1 ≤ ε. (1.6)

Задача состоит в построении алгоритма нахождения приближенного решения системы (1.4)
по указанной выше информации о системе.

2. Алгоритм решения

Для решения задачи нахождения решения системы (1.4) введем две управляемые n-мерные
системы дифференциальных уравнений

ẏδ,ε(t) = uδ,ε(t), t ∈ T, (2.1)

żδ,ε(t) = vδ,ε(t) (2.2)

с начальными состояниями yδ,ε(t0) = zδ,ε(t0) = xε(0). Заметим, что метод, основанный на
введении вспомогательных управляемых систем, проявил свою эффективность при решении
динамических обратных задач (см., например, монографии [10;11]).

Работу алгоритма разобьем на m−1 однотипных шагов (m = mδ = [(ϑ− t0)/δ]+1, где [. . .]
означает целую часть числа). На первом шаге, осуществляемом на отрезке [t0, τ1], полагаем

u
(k)
δ,ε (t) = 0 (k ∈ [1 : n]).

В таком случае yδ,ε(t) = xε(0) при t ∈ [t0, τ1]. После этого, считая

v
(k)
δ,ε (t) = f∗(t, xε(0), xε(−τ)) при t ∈ [t0, τ1],

вычисляем zδ,ε(t), t ∈ [t0, τ1]. Пусть управления uδ,ε(·), vδ,ε(·), а также решения yδ,ε(·) и zδ,ε(·)
систем (2.1) и (2.2) определены при t ∈ [t0, τi], i ∈ [1 : m−1]. На отрезке [τi, τi+1] осуществляют-
ся следующие действия. В момент τi вычисляем вектор uδ,ε,i, после чего находим управление
в системе (2.1), воспользовавшись формулами

uδ,ε(t) = {u
(k)
δ,ε,i}

n
k=1 при t ∈ δi, (2.3)

u
(k)
δ,ε,i =











0, если w
(k)
δ,ε (τi) = y

(k)
δ,ε (τi)− z

(k)
δ,ε (τi−1) = 0,

−δ−1signw
(k)
δ,ε (τi)

∫ τi

τi−1

|f∗(k)(t, yδ,ε(τi), yδ,ε(τi − τ))| dt, если w
(k)
δ,ε (τi) 6= 0.

(2.4)



42 М.С.Близорукова, В.И.Максимов

При t ∈ [t0 − τ, t0] мы полагаем yδ,ε(t) = xε(t − t0). Затем определяем решение yδ,ε(·) систе-
мы (2.1) на отрезке [τi, τi+1]:

yδ,ε(t) = yδ,ε(τi) + (t− τi)uδ,ε,i.

После этого, зная yδ,ε(t), t ∈ [τi, τi+1], находим управление в системе (2.2) по формуле

v
(k)
δ,ε (t) = f∗(k)(t, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ)) (2.5)

и определяем решение zδ,ε(·) этой системы на промежутке [τi, τi+1]. Работу алгоритма закан-
чиваем в момент ϑ.

Как видно из описанного выше алгоритма, к каждому моменту τi определены решения
систем (2.1) и (2.2): yδ,ε(t), t ∈ [t0, τi], и zδ,ε(t), t ∈ [t0, τi].

Имеет место

Теорема 1. Можно указать такое число d > 0, что равномерно по всем ε ∈ (0, 1) и

δ ∈ (0, 1) выполняется неравенство

sup
t∈T

|x(t)− yδ,ε(t)|1 ≤ dφ(ε, δ),

где φ(ε, δ) = ε+ δ1/2, если f(·, 0, 0) ∈ L2(T ;R
n), φ(ε, δ) = ε+ δ, если f(·, 0, 0) ∈ L∞(T ;Rn).

Прежде, чем перейти к доказательству теоремы, приведем ряд вспомогательных утвер-
ждений.

Учитывая (2.3)–(2.5), легко видеть, что справедливы неравенства

|w
(k)
δ,ε (τi+1)| ≤ |w

(k)
δ,ε (τi)|+ 2

τi
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt. (2.6)

Лемма 1. Если

|w
(k)
δ,ε (τi)| >

τi
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt,

то

|w
(k)
δ,ε (τi+1)| ≤ |w

(k)
δ,ε (τi)|, i ∈ [1 : m− 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливо равенство

w
(k)
δ,ε (τi+1) = w

(k)
δ,ε (τi) +

τi+1
∫

τi

u
(k)
δ,ε,i dt−

τi
∫

τi−1

v
(k)
δ,ε (t) dt. (2.7)

В таком случае c учетом условий леммы заключаем

∣

∣

∣
w

(k)
δ,ε (τi)+

τi+1
∫

τi

u
(k)
i dt

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
w

(k)
δ,ε (τi)− signw

(k)
δ,ε (τi)

τi
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt

∣

∣

∣
= |w

(k)
δ,ε (τi)|−

τi
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt. (2.8)

Далее из (2.7) получаем

|w
(k)
δ,ε (τi+1)| ≤ |w

(k)
δ,ε (τi) + δu

(k)
δ,ε,i|+

τi+1
∫

τi

|v
(k)
δ,ε (t)| dt.

Справедливость леммы следует из (2.8) и последнего неравенства.
Лемма доказана.
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Лемма 2. Справедливы неравенства

|w
(k)
δ,ε (τi+1)| ≤ 3 max

j∈[1:i]

τj
∫

τj−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt, i ∈ [0 : m− 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем методом математической индукции. При i = 1

|w
(k)
δ,ε (τi)| = 0.

Пусть неравенство верно при i ∈ [1 : j]. Проверим его справедливость при i = j+1. Возможны
два случая. В первом случае полагаем, что

|w
(k)
δ,ε (τj)| ≤

τj
∫

τj−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt.

Тогда утверждение леммы следует из (2.6). Во втором случае полагаем, что

|w
(k)
δ,ε (τj)| >

τj
∫

τj−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt.

Тогда утверждение леммы следует из леммы 1 и предположения индукции.
Лемма доказана.

Лемма 3 [17, с. 955]. Пусть функция ε(t) ≥ 0 при t ∈ T и при всех i ∈ [0 : m − 1]
удовлетворяет неравенствам

ε(τi+1) ≤ ε(τi)(1 + βδ) +

τi+1
∫

τi

|ϕ(t)| dt,

где τi ∈ ∆, β = const > 0, ϕ(·) ∈ L(T ;R). Тогда справедливы неравенства

ε(τi) ≤
(

ε(t0) +

τi
∫

t0

|ϕ(t)| dt
)

exp(β(τi − t0)).

Лемма 4. Можно указать положительное число c2 такое, что

sup{|yδ,ε(τi)|1 : i ∈ [0 : m], δ ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1)} ≤ c2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду (2.3), (2.4) и (1.6) верны неравенства

|yδ,ε(τi+1)|1 ≤ |yδ,ε(τi)|1 + δε +

τi
∫

τi−1

|f∗(t, yδ,ε(τi), yδ,ε(τi − τ))| dt

≤ |yδ,ε(τi)|1 + δε+ Lδ|yδ,ε(τi)|1 + Lδ|yδ,ε(τi − τ)|1 +

τi
∫

τi−1

|f(t, 0, 0)|1 dt.

Таким образом,

|yδ,ε(τi+1)|1 ≤ (1 + Lδ)|yδ,ε(τi)|1 + δε+ Lδ|yδ,ε(τi − τ)|1 +

τi
∫

τi−1

|f(t, 0, 0)|1 dt.

Теперь осталось воспользоваться леммой 3, а также методом шагов, применяя эту лемму на
отрезках [t0, τ1], [τ1, τ2], . . . вплоть до момента ϑ.

Лемма доказана.
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Лемма 5. Имеет место неравенство

|x(t)− zδ,ε(t)|1 ≤ ε(1 + t− t0) + c3δ + L

t
∫

t0

|x(s)− yδ,ε(s)|1 ds, t ∈ T,

где c3 = const > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно видеть, что верно неравенство

|x(t)− zδ,ε(t)|1 ≤ |x0 − xε(0)|1 +

i(t)−1
∑

i=0

τi+1
∫

τi

Ii(s) ds +

t
∫

τi(t)

Ii(t)(s) ds, (2.9)

где i(t) — целая часть t,

Ii(s) = f(s, x(s), x(s− τ))− f∗(s, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ)).

Далее, при t ∈ [τi, τi+1] ввиду (1.6) имеет место неравенство

∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

Ii(s) ds
∣

∣

∣

1
≤ εδ + |I0i |1. (2.10)

Здесь

I0i =

τi+1
∫

τi

{f(s, x(s), x(s− τ))− f(s, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ))} ds.

Кроме того, учитывая липшицевость функции f , получаем

|I0i |1 ≤

τi+1
∫

τi

|f(s, x(s), x(s − τ))− f(s, yδ,ε(s), yδ,ε(s− τ))|1 ds+ Ji

≤ L

τi+1
∫

τi

{|x(s)− yδ,ε(s)|1 + |x(s− τ)− yδ,ε(s− τ)|1} ds + δJi,

(2.11)

где

Ji = L

τi+1
∫

τi

{|yδ,ε(s)− yδ,ε(τi+1)|1 + |yδ,ε(s− τ)− yδ,ε(τi+1 − τ)|1} ds.

При t ∈ [τi, τi+1] в силу леммы 4 верна цепочка неравенств

|yδ,ε(t)− yδ,ε(τi+1)|1 ≤

τi+1
∫

τi

|f∗(s, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ))|1 ds

≤ εδ +

τi+1
∫

τi

|f(s, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ))|1 ds

≤ εδ + δL|yδ,ε(τi+1)|1 + δL|yδ,ε(τi+1 − τ)|1 +

τi+1
∫

τi

|f(s, 0, 0)|1 ds.
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В таком случае

τi+1
∫

τi

|yδ,ε(s)− yδ,ε(τi+1)|1 ds ≤ (ε+ 2c1L)δ
2 + δ

τi+1
∫

τi

|f(s, 0, 0)|1 ds. (2.12)

Отсюда следует, что при всех t ∈ [τi, τi+1], τi ≥ t0 + τ , верны неравенства

τi+1
∫

τi

|yδ,ε(s− τ)− yδ,ε(τi+1 − τ)|1 ds ≤ (ε+ 2c1L)δ
2 + δ

τi+1
∫

τi

|f(s, 0, 0)|1 ds. (2.13)

В свою очередь, в силу (1.5) при t ∈ [τi, τi+1], τi+1 ≤ t0,

τi+1
∫

τi

|yδ,ε(s − τ)− yδ,ε(τi+1 − τ)|1 ds ≤ c4δ
2. (2.14)

Утверждение леммы следует из (2.9)–(2.14).
Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. При t ∈ [τi, τi+1] имеет место цепочка неравенств

|y
(k)
δ,ε (t)− z

(k)
δ,ε (t)| ≤ |y

(k)
δ,ε (τi+1)− z

(k)
δ,ε (τi)|+ |y

(k)
δ,ε (τi+1)− y

(k)
δ,ε (t)|

+ |z
(k)
δ,ε (τi)− z

(k)
δ,ε (t)| ≤ |w

(k)
δ,ε (τi+1)|+ δ|u

(k)
δ,ε,i|+

τi+1
∫

τi

|v
(k)
δ,ε (t)| dt.

(2.15)

По определению uδ,ε,i

δ|u
(k)
δ,ε,i| ≤

τi
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt. (2.16)

Из (2.15), учитывая (2.16) и лемму 2, получаем справедливое при всех t ∈ [τi, τi+1] неравенство

|y
(k)
δ,ε (t)− z

(k)
δ,ε (t)| ≤ 3 max

j∈[1:i]

τj
∫

τj−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt+

τi+1
∫

τi−1

|v
(k)
δ,ε (t)| dt. (2.17)

Воспользовавшись (1.5), получаем

sup
ε∈(0,1)

|x0(0)− xε(0)|1 ≤ 1,

sup
ε∈(0,1)

max
s∈[−τ,0]

|xε(s)|1 ≤ sup
ε∈(0,1)

max
s∈[−τ,0]

|x0(s)− xε(s)|1 + |x0(·)|W ≤ 1 + |x0(·)|W .

Поэтому

|yδ,ε(τi)|1 ≤ max
s∈[−τ,0]

|xε(s)|1 +

τi
∫

t0

|uδ,ε(t)|1 dt ≤ c5 +

τi
∫

t0

|uδ,ε(t)|1 dt, (2.18)

где c5 = 1 + |x0(·)|W . Аналогичная оценка верна и для |yδ,ε(τi − τ)|1. В силу (1.6), (2.18) при
п.в. t ∈ [τi−1, τi] верны неравенства

|vδ,ε(t)|1 ≤ ε+ |f(t, yδ,ε(τi), yδ,ε(τi − τ))|1

≤ ε+ |f(t, 0, 0)|1 + L|yδ,ε(τi)|1 + L|yδ,ε(τi − τ)|1

≤ ε+ |f(t, 0, 0)|1 + 2c5L+ 2L

τi
∫

t0

|uδ,ε(t)|1 dt.

(2.19)
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В свою очередь, учитывая (2.3)–(2.5), заключаем, что справедливо неравенство

τi
∫

t0

|uδ,ε(s)|1 ds ≤

τi−1
∫

t0

|vδ,ε(s)|1 ds ≤ lδ,ε(t) ≡

t
∫

t0

|vδ,ε(s)|1 ds, t ∈ [τi−1, τi]. (2.20)

Значит, из (2.19) и (2.20) вытекает оценка

lδ,ε(t) ≤ (ε+ 2c5L)(t− t0) +

t
∫

t0

|f(s, 0, 0)|1 ds+ 2L

t
∫

t0

lδ,ε(s) ds.

Воспользовавшись неравенством Гронуолла, отсюда выводим

lδ,ε(t) ≤ aε(t) ≡ {(ε+ 2c5L)(ϑ− t0) +

ϑ
∫

t0

|f(s, 0, 0)|1 ds} exp{2L(t− t0)}. (2.21)

Также из (2.19)–(2.21) следуют неравенства

τj
∫

τj−1

|vδ,ε(t)|1 dt ≤ (1 + 2c5L)δ +

τj
∫

τj−1

|f(t, 0, 0)|1 dt+ 2L

τj
∫

τj−1

aε(t) dt, (2.22)

τj+1
∫

τj−1

|vδ,ε(t)|1 dt ≤ 2(1 + 2c5L)δ +

τj+1
∫

τj−1

|f(t, 0, 0)|1 dt+ 2L

τj+1
∫

τj−1

aε(t) dt. (2.23)

Из (2.17) с учетом (2.22) и (2.23) получаем справедливую при всех t ∈ [τi, τi+1], i ∈ [1 : m− 1],
оценку

|yδ,ε(t)− zδ,ε(t)|1 ≤ 3(1 + 2c5L)δ + 3 max
j∈[1:i]

τj
∫

τj−1

{|f(t, 0, 0)|1 + Laε(t)} dt

+ 2(1 + 2c5L)δ +

τi+1
∫

τi−1

{|f(t, 0, 0)|1 + Laε(t)} dt

≤ 5(1 + 2c5L)δ +

τi+1
∫

τi−1

{|f(t, 0, 0)|1 + Laε(t)} dt+ 3 max
j∈[1:i]

τj
∫

τj−1

{|f(t, 0, 0)|1 + Laε(t)} dt.

(2.24)

Далее, при t ∈ [t0, τi]

|yδ,ε(t)− zδ,ε(t)|1 ≤

t
∫

t0

|f∗(s, xε(0), xε(−τ))|1 ds ≤ δε +

t
∫

t0

|f(s, xε(0), xε(−τ))|1 ds

≤ δ(1 + L|xε(0)|1 + L|xε(−τ)|1) +

t
∫

t0

|f(s, 0, 0)|1 ds ≤ (1 + 2c5L)δ +

t
∫

t0

|f(s, 0, 0)|1 ds.

(2.25)

Кроме того, если f(·, 0, 0) ∈ L2(T ;R
n), то из (2.21) следует существование такого числа c∗ ∈

(0,+∞), что равномерно по всем t ∈ T , ε ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1) верно неравенство aε(t) ≤ c6.
Учитывая последнее неравенство, из леммы 5, а также неравенств (2.24) и (2.25) имеем

|x(t)− yδ,ε(t)|1 ≤ 5(1 + 2c5L)δ + ε(1 + ϑ− t0) + c3δ +Φf (δ) + L

t
∫

t0

|x(s)− yδ,ε(s)|1 ds, (2.26)
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где

Φf (δ) = max
i∈[1:m−1]

{

3

τi
∫

τi−1

|f(s, 0, 0)|1 ds+

τi+1
∫

τi−1

|f(s, 0, 0)|1 ds+ 5Lc6δ

}

.

Если f(·, 0, 0) ∈ L2(T ;R
n), то Φf (δ) ≤ c6δ

1/2, если же f(·, 0, 0) ∈ L∞(T ;Rn), то Φf (δ) ≤ c7δ.
В таком случае справедливость утверждения теоремы следует из (2.26) и неравенства Грону-
олла.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Теорема также верна, если рассматривается система обыкновенных
дифференциальных уравнений (1.1). При этом неравенства (1.5) и (1.6) заменяются неравен-
ствами

|x0 − xε|1 ≤ ε, |f(t, x)− f∗(t, x)|1 ≤ ε,

управления uδ,ε(t) и vδ,ε(t) находятся по формулам (2.3)–(2.5), в которых f∗(k)(t, yδ,ε(τi),
yδ,ε(τi − τ)) и f∗(k)(t, yδ,ε(τi+1), yδ,ε(τi+1 − τ)) заменяются на f∗(k)(t, yδ,ε(τi)) и f (k)(t, yδ,ε(τi+1))
соответственно. В свою очередь, в формулировке теоремы вместо f(·, 0, 0) пишется f(·, 0).

З а м е ч а н и е 2. Если функция f является липшицевой по совокупности переменных,
то в (2.4), (2.5) вместо f∗(k)(t, ., .) можно писать f∗(k)(τi, ., .). В этом случае необходимость в
интегрировании отпадает, так как под интегралом будет стоять число.
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