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Введение

В последние десятилетия большой интерес исследователей привлекают задачи для уравне-
ний с различными дробными производными, которые, в свою очередь, все чаще используются
при моделировании различных явлений и процессов в физике, химии, биологии, в технических
и социально-гуманитарных науках (см. монографии [1–7] и библиографию в них). Помимо
дробных дифференциальных уравнений в последнее время большое количество работ посвя-
щено тесно связанным с ними эволюционным интегральным и интегро-дифференциальным
уравнениям [8–10], а также различным уравнениям, интегро-дифференциальные операторы в
которых также часто называют дробными производными (см. [11; 12] и др.).

Упрощенно говоря, большинство дробных производных можно отнести к одному из двух
типов: они представляют собой композицию свертки с интегральным ядром и производной

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 24-21-20015,
https://rscf.ru/project/24-21-20015/) и поддержана Правительством Челябинской области.
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целого порядка и представляют собой дробные производные типа Римана — Лиувилля, ли-
бо композицию производной целого порядка и свертки и являются дробными производными
типа Герасимова — Капуто. Ранее нами были исследованы уравнения в банаховых простран-
ствах с интегро-дифференциальными операторами типа Римана — Лиувилля или типа Гера-
симова, в которых абстрактная функция ядра свертки является операторнозначной, изучены
интегро-дифференциальные уравнения обоих типов для уравнений с ограниченным операто-
ром при искомой функции, в том числе уравнения с вырожденным оператором при интегро-
дифференциальном операторе (см. [13]). В работе [14] были рассмотрены разрешенные отно-
сительно интегро-дифференциального оператора уравнения типа Римана — Лиувилля с сек-
ториальным оператором при искомой функции, т. е. с неограниченным линейным оператором,
порождающим аналитическое в секторе разрешающее семейство операторов соответствующего
линейного однородного уравнения.

В настоящей работе мы исследуем задачу Коши z(0) = z0 для интегро-дифференциального
уравнения типа Герасимова

t∫

0

K(t− s)D1z(s)ds = Az(t) + f(t), t ∈ (0, T ], (0.1)

c линейным замкнутым оператором A в банаховом пространстве Z.
Здесь K ∈ L1(0, T ;Z), D1 — производная первого порядка, f ∈ C([0, T ];Z). В разд. 2 изуче-

ны свойства разрешающих семейств однородного уравнения (0.1), затем введен класс сектори-
альных операторов и показано, что секториальный оператор для уравнения (0.1) порядка более
первого является ограниченным, вследствие чего рассматривается только уравнение (0.1) пер-
вого порядка. Доказано, что секториальность является необходимым и достаточным условием
для существования аналитического в секторе разрешающего семейства операторов однород-
ного уравнения (0.1). В разд. 3 получена теорема о возмущении секториального оператора.
В разд. 4 доказаны два варианта теоремы об однозначной разрешимости неоднородного урав-
нения (0.1). Они использованы в разд. 5, 6 для исследования начально-краевых задач для
уравнения с производной Прабхакара по времени, а также для системы уравнений с несколь-
кими дробными производными Герасимова — Капуто различных порядков по времени.

1. Основные определения и предварительные сведения

Пусть Z — банахово пространство, L(Z) — банахова алгебра всех линейных ограниченных
операторов на Z, Cl(Z) — множество всех линейных замкнутых операторов, плотно опреде-
ленных в пространстве Z, область определения DA оператора A ∈ Cl(Z) снабжена нормой
графика ‖ · ‖DA

:= ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z , R+ = {a ∈ R : a > 0}, R+ := {0} ∪R+, K ∈ L1,loc(R+;L(Z)),
Dm — производная целого порядка m ∈ N. Определим оператор свертки

(JKz)(t) :=

t∫

0

K(t− s)z(s)ds

и интегро-дифференциальный оператор типа Герасимова

(DK,mz)(t) := (JKDmz)(t) :=

t∫

0

K(t− s)Dmz(s)ds.

З а м е ч а н и е 1. При K(t) =
tm−α−1

Γ(m− α)
I интегро-дифференциальный оператор типа Ге-

расимова DK,m является оператором дробного дифференцирования Герасимова — Капуто Dα

порядка α ∈ (m− 1,m], m ∈ N.
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Рассмотрим задачу Коши

z(0) = z0 (1.1)

для уравнения

(DK,1z)(t) = Az(t), t ∈ R+. (1.2)

Решением задачи (1.1), (1.2) называется функция z ∈ C(R+;Z) ∩C(R+;DA) ∩C
1(R+;Z), для

которой D1z ∈ L1,loc(R+;Z), выполняются условие (1.1) и равенство (1.2) при всех t ∈ R+.

Преобразование Лапласа для функции h : R+ → Z обозначим через ĥ или через L[h], если
выражение для h слишком громоздкое.

Следуя монографии [15], введем обозначение ω(f) := inf{ω ∈ R : sup
t≥0

e−ωt‖f(t)‖X <∞} для

f ∈ L1,loc(R+;X ), где X — банахово пространство. Для удобство будем иногда пользоваться
обозначением Lap(X ) := {f ∈ L1,loc(R+;X ) : ω(f) ∈ R}. Далее будем использовать следующее
условие.

(K̂0) Пусть K ∈ L1,loc(R+;L(Z)), ω(K) ∈ R, при некотором aK ≥ ω(K) для всех Reλ > aK
существует K̂(λ)−1 ∈ L(Z).

О п р е д е л е н и е 1. Множество {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} называется разрешающим се-
мейством операторов уравнения (1.2), если выполняются следующие условия:

(i) семейство операторов S(·) сильно непрерывно на R+, S(0) = I;

(ii) для всех t ∈ R+ S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Az0 = AS(t)z0 при любом z0 ∈ DA;

(iii) для любого z0 ∈ DA функция S(t)z0 является решением задачи (1.1), (1.2).

Лемма 1. Пусть K удовлетворяет условию (K̂0), существует разрешающее семейство

операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} уравнения (1.2), ω(S) ∈ R; существует такое a0 ≥
max{aK , ω(S)}, что при всех Reλ > a0 K̂(λ)Ŝ(λ) = Ŝ(λ)K̂(λ). Тогда при Reλ > a0 имеем

(λK̂(λ)−A)−1 ∈ L(Z),

Ŝ(λ) = (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ) (1.3)

и разрешающее семейство уравнения (1.2) единственно в классе Lap(L(Z)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойств преобразования Лапласа, пп. (ii), (iii) опреде-
ления 1 при любых z0 ∈ DA, Reλ > a0 K̂(λ)(λŜ(λ)z0 − z0) = AŜ(λ)z0 = Ŝ(λ)Az0. Отсюда
получим равенства K̂(λ)−1(λK̂(λ)−A)Ŝ(λ)z0 = ŜK̂(λ)−1(λK̂(λ)−A)z0 = z0; при этом исполь-
зовано коммутирование операторов K̂(λ)−1Ŝ(λ) = Ŝ(λ)K̂(λ)−1, выполняющееся при Reλ > a0.
Поэтому оператор K̂(λ)−1(λK̂(λ)−A) : DA → Z непрерывно обратим, тогда непрерывен опе-
ратор [K̂(λ)−1(λK̂(λ)−A)]−1K̂(λ)−1 = (λK̂(λ)−A)−1 и справедливо равенство (1.3). Из (1.3)
и единственности обратного преобразования Лапласа следует единственность разрешающего
семейства операторов уравнения (1.2) в классе Lap(L(Z)). �

Теорема 1. Пусть K удовлетворяет условию (K̂0); существует разрешающее семей-

ство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} уравнения (1.2), ω(S) ∈ R; существует такое

a0 ≥ max{aK , ω(S)}, что при всех Reλ > a0 K̂(λ)Ŝ(λ) = Ŝ(λ)K̂(λ). Если предел lim
t→0+

S(t) = I

существует в норме L(Z), то A ∈ L(Z). Обратное верно при дополнительном условии:

∃c > 0 ∃χ > −1 ∀Reλ > aK ‖K̂(λ)‖L(Z) ≥ c|λ|χ. (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 при Reλ > a0

∞∫

0

e−λt(S(t)− I)dt = (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)− λ−1I.
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Пусть функция η(t) := ‖S(t) − I‖L(Z) непрерывна на отрезке [0, 1] и η(0) = 0. Для ε > 0
возьмем такое δ > 0, что η(t) ≤ ε при всех t ∈ [0, δ], тогда

∥∥(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)− λ−1I
∥∥
L(Z)

≤

δ∫

0

e−λtη(t)dt+

∞∫

δ

e−λtη(t)dt ≤
ε

λ
+ o

( 1
λ

)

при Reλ→ +∞, так как ‖S(t)‖L(Z) ≤ Ceat при a > ω(S), и поэтому η(t) ≤ Ceat + 1 для t ≥ 0.

Следовательно, при достаточно больших Reλ ‖λ(λK̂(λ) − A)−1K̂(λ) − I‖L(Z) < 1 и оператор

(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ) непрерывно обратим. С учетом непрерывной обратимости оператора K̂(λ)
при достаточно большом Reλ получим, что λK̂(λ)−A ∈ L(Z), а значит, и A ∈ L(Z).

Пусть A ∈ L(Z), R > a0. При t > 0 имеем, применяя обратное преобразование Лапласа,

S(t) =
1

2πi

R+i∞∫

R−i∞

(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)eλtdλ = I +
1

2πi

R+i∞∫

R−i∞

λ−1(λK̂(λ)−A)−1Aeλtdλ

= I +
1

2πi

R+i∞∫

R−i∞

1

λ

∞∑

l=1

λ−l(K̂(λ)−1A)leλtdλ.

В силу условия (1.4) ‖K̂(λ)−1‖L(Z) ≤ c−1|λ|−χ при всех Reλ > aK . При малых t > 0 возьмем
R = 1/t и получим

‖S(t)− I‖L(Z) ≤ C1

∞∑

l=1

R+i∞∫

R−i∞

‖A‖lL(Z)‖K̂(λ)−1‖lL(Z)|dλ|

|λ|l+1
≤ C1

∞∑

l=1

R+i∞∫

R−i∞

(c−1‖A‖L(Z))
l|dλ|

|λ|(1+χ)l+1

≤ C2

∞∑

l=1

(c−1‖A‖L(Z))
l

R(1+χ)l
≤ C3t

1+χ‖A‖L(Z) → 0

при t→ 0+, так как 1 + χ > 0. �

З а м е ч а н и е 2. Результат, аналогичный теореме 1, хорошо известен для разрешаю-
щих полугрупп операторов уравнений 1-го порядка (см., например, [16]). Для разрешающих
семейств операторов уравнения с производной Герасимова — Капуто подобный результат был
доказан в работе [17], для других типов уравнений с дробными производными — в работах
[13; 18–20].

2. Аналитические разрешающие семейства

Теорема 2 (см. [9], теорема 0.1; [15], теорема 2.6.1). Пусть θ0 ∈ (π/2, π), a ∈ R, X — ба-

нахово пространство, задано отображение H : (a,∞) → X . Тогда следующие утверждения

эквивалентны.

(i) Существует аналитическая функция F : Σθ0−π/2 := {t ∈ C : | arg t| < θ0−π/2, t 6= 0} →
X , для которой при любом θ ∈ (π/2, θ0) существует такое c(θ) > 0, что при всех t ∈ Σθ−π/2
выполняется неравенство ‖F (t)‖X ≤ c(θ)eaRe t; F̂ (λ) = H(λ) при λ > a.

(ii) Отображение H аналитически продолжимо на Sθ0,a := {µ ∈ C : | arg(µ − a)| < θ0,
µ 6= a}; при каждом θ ∈ (π/2, θ0) существует такое C(θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a
‖H(λ)‖X ≤ C(θ)|λ− a|−1.

Разрешающее семейство операторов называется аналитическим, если оно имеет аналити-
ческое продолжение в сектор Σψ0

при некотором ψ0 ∈ (0, π/2]. Аналитическое разрешающее
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семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} имеет тип (ψ0, a0) при некоторых ψ0 ∈ (0, π/2],
a0 ∈ R, если для любого ψ ∈ (0, ψ0) существует такое c(ψ), что при всех t ∈ Σψ выполняется
неравенство ‖S(t)‖L(Z) ≤ c(ψ)ea0Re t.

Усилим условие на функцию K.

(K̂) Пусть при некоторых θK ∈ (π/2, π), aK ≥ 0 существует преобразование Лапласа для
K ∈ L1,loc(R+;L(Z)) — однозначная аналитическая функция K̂ : SθK ,aK → L(Z). При этом

для всех λ ∈ SθK ,aK существует K̂(λ)−1 ∈ L(Z) и

∃c > 0 ∃χ > −1 ∀λ ∈ SθK ,aK ‖K̂(λ)‖L(Z) ≥ c|λ|χ.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), θ0 ∈ (π/2, θK ], a0 ≥ aK ≥ 0.
Через AK(θ0, a0) обозначим класс операторов A ∈ Cl(Z), для которых выполняются следую-
щие условия:

(i) для любого λ ∈ Sθ0,a0 существует оператор (λK̂(λ)−A)−1 ∈ L(Z);
(ii) для любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдется такое C = C(θ, a) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a

‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)‖L(Z) ≤ C(θ, a)|λ− a|−1.

Обозначим
AK :=

⋃

θ0∈(π/2,π)
a0≥0

AK(θ0, a0).

З а м е ч а н и е 3. Рассмотрим уравнение (DK,mz)(t) = Az(t) при m ∈ N \ {1} и по
аналогии с определением 2 введем в рассмотрение класс операторов AK,m(θ0, a0), для которого

вместо условия (ii) потребуем, чтобы выполнялось неравенство ‖(λmK̂(λ)− A)−1K̂(λ)‖L(Z) ≤
C(θ, a)|λ− a|−1|λ|1−m при всех λ ∈ Sθ,a (в соответствии с видом преобразования Лапласа для
решения задачи Коши z(0) = z0, D

kz(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m − 1, для уравнения (1.2)). Тогда,
рассуждая, как при доказательстве теоремы 2.6 в [17], и, учитывая, что в силу условия (K̂)
(λmK̂(λ) − A)−1K̂(λ) = (λmI − K̂(λ)−1A)−1, получим ограниченность K̂(λ)−1A, а значит, и
оператора A, т. е. AK,m(θ0, a0) ⊂ L(Z). Задача Коши (1.1), (1.2) с ограниченным оператором A
исследована в работе [13].

З а м е ч а н и е 4. Пусть A ∈ L(Z), K удовлетворяет условию (K̂). Тогда A ∈ AK .
Действительно,

‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)‖L(Z) = ‖λ−1(I − λ−1K̂(λ)−1A)−1‖L(Z) ≤ 2|λ|−1

при достаточно больших |λ|, т. е. при выборе достаточно большого a0 > 0. Здесь используется
неравенство ‖λ−1K̂(λ)−1A‖L(Z) ≤ c−1‖A‖L(Z)|λ|

−1−χ.

Лемма 2. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK(θ0, a0), γ ∈ R,

Yγ(t) =
1

2πi

∫

Γ

λγ(λK̂(λ)−A)−1eλtdλ, t ∈ R+,

Zγ(t) =
1

2πi

∫

Γ

λγ(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)eλtdλ, t ∈ R+,

Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± = {λ ∈ C : λ = a + re±iθ, r ∈ [δ,∞)}, Γ0 = {λ ∈ C : λ = a + δeiϕ, ϕ ∈
(−θ, θ)} при некоторых δ > 0, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Тогда Yγ и Zγ допускают аналитическое

продолжение в сектор Σθ0−π/2 и при всех θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое Cγ =
Cγ(θ, a), что для всех t ∈ Σθ−π/2

‖Yγ(t)‖L(Z) ≤ Cγ(θ, a)e
aRet(|t|−1 + a)γ−χ, γ ≥ χ,
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‖Yγ(t)‖L(Z) ≤ Cγ(θ, a)e
aRet|t|χ−γ , γ < χ,

‖Zγ(t)‖L(Z) ≤ Cγ(θ, a)e
aRet(|t|−1 + a)γ , γ ≥ 0,

‖Zγ(t)‖L(Z) ≤ Cγ(θ, a)e
aRet|t|−γ , γ < 0.

При этом

DkYγ(t) = Yγ+k(t), DkZγ(t) = Zγ+k(t), k ∈ Z, t ∈ R+,

lim
t→0+

Yγ(t) = 0, γ < χ; lim
t→0+

Zγ(t) = 0, γ < 0.

Лемма доказывается так же, как лемма 1 в работе [21]. При этом используются неравенства

‖(λK̂(λ)−A)−1‖L(Z) = ‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)K̂(λ)−1‖L(Z) ≤ C1|λ|
−1−χ,

‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)‖L(Z) ≤ C1|λ|
−1.

Теорема 3. Пусть K удовлетворяет условию (K̂).
(i) Если A ∈ AK(θ0, a0), для x ∈ DA и почти всех t > 0 K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x, то

существует единственное в классе Lap(L(Z)) аналитическое типа (θ0−π/2, a0) разрешающее

семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} уравнения (1.2). При этом S(t) = Z0(t), t ∈ R+.

(ii) Если существует аналитическое разрешающее семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ∈
R+} типа (θ0 − π/2, a0) для уравнения (1.2), при всех Reλ > a0 K̂(λ)Ŝ(λ) = Ŝ(λ)K̂(λ), то

A ∈ AK(θ0, a0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A ∈ AK(θ0, a0), то нетрудно показать, что существует
преобразование Лапласа Ẑ0(λ) = (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ), поэтому в силу теоремы 2 при X = L(Z)
семейство операторов {Z0(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} аналитично и имеет тип (θ0 − π/2, a0).

Непосредственно проверяется, что выполняется условие (i) определения 1 для семейства
{Z0(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+}, для этого в силу леммы 2 остается проверить сильную непрерывность
в нуле семейства и выполнение равенства Z0(0) = I. Из коммутирования операторов K(t) и A
при всех t > 0 следует коммутирование K̂(λ) и A, а значит, и K̂(λ)−1 и A. Тогда для x ∈ DA

A(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)x = AK̂(λ)−1(λI −AK̂(λ)−1)−1K̂(λ)x = (λI −AK̂(λ)−1)−1Ax

= (λI − K̂(λ)−1A)−1Ax = (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)Ax.

Отсюда с учетом замкнутости оператора A получаем условие (ii) определения 1 для семейства
{Z0(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+}.

Для z0 ∈ DA имеем в силу леммы 2

D1Z0(t)z0 = Z1(t)z0 =
1

2πi

∫

Γ

(λK̂(λ)−A)−1(λK̂(λ)−A+A)z0e
λtdλ = Y0(t)Az0,

поэтому Z0(·)z0 ∈ C1(R+;Z) ∩ C(R+;DA), D
1Z0(·)z0 ∈ L1,loc(R+;Z). Кроме того,

Z0(t)z0 =
1

2πi

∫

Γ

λ−1(λK̂(λ)−A)−1(λK̂(λ)−A+A)z0e
λtdλ = z0 + Y−1(t)Az0 → z0

при t→ 0+ в силу леммы 2, и

L[JKD1Z0(t)z0] = K̂(λ)[λ(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)z0 − z0] = A(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)z0.

Применяя обратное преобразование Лапласа, получим при t > 0 JKD1Z0(t)z0 = AZ0(t)z0.
Таким образом, {Z0(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} — разрешающее семейство уравнения (1.2). При этом
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K̂(λ)Ẑ0(λ) = Ẑ0(λ)K̂(λ) для λ ∈ Sθ0,a0 , а значит, по лемме 1 разрешающее семейство операто-
ров единственно в классе Lap(L(Z)).

Утверждение (ii) сразу следует из леммы 1 и теоремы 2. �

З а м е ч а н и е 5. Аналогичные этой теореме результаты известны для уравнений перво-
го порядка (теорема о порождении аналитических полугрупп операторов) [16; 22], для эволю-
ционных интегральных уравнений [9], уравнений с дробной производной Герасимова — Капу-
то [17], с производной Джрбашяна — Нерсесяна [20], с распределенными производными [19],
для интегро-дифференциальных уравнений типа Римана — Лиувилля [13].

Следствие 1. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK(θ0, a0), для любых x ∈ DA

и почти всех t > 0 K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x. Тогда

(i) функция z(t) = Z0(t)z0 является единственным решением задачи (1.1), (1.2) в классе

Lap(Z); это решение аналитично в секторе Σθ0−π/2;

(ii) если при всех t > 0 существуют операторы

(∫ t

0
K(s)ds

)−1

∈ L(Z), то z(t) = Z0(t)z0

является единственным решением задачи (1.1), (1.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. После теоремы 3 остается доказать единственность решения.
Пусть существует два решения z1 и z2 задачи (1.1), (1.2) в классе Lap(Z). Тогда y = z1 − z2 —
решение уравнения (1.2) с начальным условием y(0) = 0. Подействуем на обе части уравнения
преобразованием Лапласа и получим равенство (λK̂(λ) − A)ŷ = 0. Так как A ∈ AK(θ0, a0),
действием обратного оператора (λK̂(λ) − A)−1 ∈ L(Z) получим ŷ ≡ 0 для всех λ ∈ Sθ0,a0 .
С помощью обратного преобразования Лапласа получим y ≡ 0. Аналитичность решения z(t) =
Z0(t)z0 следует из леммы 2.

Теперь не предполагаем принадлежность решения классу Lap(Z). Рассмотрим решение y
задачи Коши с начальным значением z0 ∈ DA для уравнения (1.2). Обозначим (f ∗ g)(t) :=∫ t

0
f(t − s)g(s)ds. Так как y ∈ C(R+;Z) ∩ C1(R+;Z) ∩ C(R+;DA), J

KD1y ∈ L1,loc(R+;Z), то

J1JKD1y = JKJ1D1y = JK(y − z0) = J1Ay,

z0 =

( t∫

0

K(s)ds

)−1

(JKy(t)− J1Ay(t)) =

( t∫

0

K(s)ds

)−1

(K ∗ y(t)− 1 ∗ Ay(t)).

Учитывая, что Z0(t)z0 — также решение этой задачи Коши, имеем

1 ∗ y = 1 ∗

( t∫

0

K(s)ds

)−1

(K ∗ Z0 − 1 ∗ AZ0)y =

( t∫

0

K(s)ds

)−1

(K ∗ Z0 −A ∗ Z0) ∗ y

= Z0 ∗

( t∫

0

K(s)ds

)−1

(K −A) ∗ y = Z0 ∗ z0 = 1 ∗ Z0z0.

После дифференцирования полученного равенства получим y(t) = Z0(t)z0.

3. Теорема о возмущении

Для класса операторов A ∈ AK(θ0, a0) докажем теорему об аддитивном возмущении. Обо-
значим через CA(θ, a) константу C(θ, a) из определения 2 для оператора A ∈ AK(θ0, a0).
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Теорема 4. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK(θ0, a0), B ∈ Cl(Z), для любых

x ∈ DA и почти всех t > 0 K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x, для любых x ∈ DB K(t)x ∈ DB,

K(t)Bx = BK(t)x, для всех x ∈ DA ⊂ DB

‖Bx‖Z ≤ β‖Ax‖Z + δ‖x‖Z , (3.1)

где β ∈ [0, 1), δ ≥ 0; для всех θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 β (1 + CA(θ, a)) < q при некотором q ∈ (0, 1).
Тогда A+B ∈ AK(θ0, a1) при достаточно большом a1 > a0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем l ≥ 1, λ ∈ Sθ,la ⊂ Sθ,a при θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, тогда
из (3.1) следует, что

‖B(λK̂(λ)−A)−1‖L(Z) ≤ β‖A(λK̂(λ)−A)−1‖L(Z) + δ‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)K̂(λ)−1‖L(Z)

≤ β
∥∥∥λK̂(λ)(λK̂(λ)−A)−1 − I

∥∥∥
L(Z)

+
δCA(θ, a)c

−1

|λ− a||λ|χ
≤ β

(
1 +

CA(θ, a)

|1− a/λ|

)
+
δCA(θ, a)c

−1

|λ− a||λ|χ

≤ β
(
1 +

CA(θ, a)

1− 1/l sin θ0

)
+

δCA(θ, a)c
−1

(l − 1)lχ(a0 sin θ0)1+χ
≤ q +

δCA(θ, a)c
−1

(l − 1)lχ(a0 sin θ0)1+χ
< 1

при достаточно большом l. Поэтому, учитывая, что K̂(λ) и K̂(λ)−1 коммутируют с операто-
рами A и B,

(λK̂(λ)−A−B)−1K̂(λ) = (λK̂(λ)−A)−1(I −B(λK̂(λ)−A)−1)−1K̂(λ)

= (λK̂(λ)−A)−1(K̂(λ)−1 −BK̂(λ)−1(λK̂(λ)−A)−1)−1

= (λK̂(λ)−A)−1(K̂(λ)−1 −B(λK̂(λ)2 −AK̂(λ))−1)−1

= (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)(I −B(λK̂(λ)−A)−1)−1 = (λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)
∞∑

k=0

[B(λK̂(λ)−A)−1]k,

‖(λK̂(λ)−A−B)−1K̂(λ)‖L(Z) ≤
CA(θ, a)

(
1− q −

δCA(θ, a)c
−1

(l − 1)lχ(a0 sin θ0)1+χ

)
|λ− a|

≤
CA(θ, a)

(
1 +

1

sin θ0

)

(
1− q −

δCA(θ)c
−1

(l − 1)lχ(a0 sin θ0)1+χ

)
|λ− la|

,

так как при λ ∈ Sθ,la
|λ− la|

|λ− a|
=

∣∣∣1− (l − 1)a

λ− a

∣∣∣ ≤ 1 +
1

sin θ0
.

Следовательно, A+B ∈ AK(θ0, a1) при a1 = la0. �

З а м е ч а н и е 6. Любой оператор B ∈ L(Z) удовлетворяет условию (3.1) при β = 0,
δ = ‖B‖L(Z).

З а м е ч а н и е 7. Теорема 4 обобщает теорему о возмущении инфинитезимальных ге-
нераторов аналитических полугрупп операторов [22]. Аналогичные результаты для уравне-
ний с распределенными производными получены в работах [19], для уравнений с производной
Джрбашяна — Нерсесяна — в [20], для интегро-дифференциальных уравнений типа Римана —
Лиувилля — в [13].
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4. Неоднородное уравнение

Рассмотрим уравнение

DK,1z(t) = Az(t) + f(t), t ∈ (0, T ], (4.1)

где f ∈ C([0, T ];Z). Функция z ∈ C([0, T ];Z)∩C((0, T ];DA)∩C
1((0, T ];Z) называется решением

задачи Коши
z(0) = z0 (4.2)

для уравнения (4.1), если D1z ∈ L1(0, T ;Z), равенство (4.1) справедливо при всех t ∈ (0, T ] и
выполняется условие (4.2).

Через C1
β([0, T ];Z), β ∈ R, обозначим пространство таких функций f ∈ C([0, T ];Z) ∩

C1((0, T ];Z), что tβD1f(t) ∈ C([0, T ];Z).

Теорема 5. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK , для любых x ∈ DA и почти

всех t > 0 K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x, f ∈ C([0, T ];DA) ∩ C
1
β([0, T ];Z), β < 1, z0 ∈ DA.

Тогда

z(t) = Z0(t)z0 +

t∫

0

Y0(t− s)f(s)ds (4.3)

является решением задачи (4.1), (4.2), единственным в классе Lap(Z). Если к тому же при

всех t > 0 существуют операторы

(∫ t

0
K(s)ds

)−1

∈ L(Z), то решение задачи (4.1), (4.2)

единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу следствия 1 достаточно доказать, что функция

zf (t) :=

t∫

0

Y0(t− s)f(s)ds

является решением задачи Коши z(0) = 0 для уравнения (4.1).
Из коммутирования операторов K(t) и A, а значит, и операторов (λK̂(λ) − A)−1 и A с

учетом замкнутости оператора A и условия f ∈ C([0, T ];DA) следует сходимость интеграла

t∫

0

AY0(t− s)f(s)ds =

t∫

0

Y0(t− s)Af(s)ds.

Действительно, в силу леммы 2 при t ∈ (0, T ] ‖Y0(t)‖L(Z) ≤ C0t
χ, поэтому

‖zf (t)‖Z ≤ C0‖f‖C([0,T ];DA)
t1+χ

1 + χ
→ 0

при t→ 0+, так как 1 + χ > 0,

∥∥∥∥

t∫

0

Y0(t− s)Af(s)ds

∥∥∥∥
Z

≤ C1‖f‖C([0,T ];DA)
t1+χ

1 + χ
, 1 + χ > 0.

Значит, zf (0) = 0, zf (t) ∈ DA и Azf (t) = zAf (t) при t > 0.
Далее,

D1zf (t) = D1

t∫

0

Y0(s)f(t− s)ds = Y0(t)f(0) +

t∫

0

Y0(s)D
1f(t− s)ds,
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поэтому ввиду леммы 2 при t ∈ (0, T ]

‖D1zf (t)‖Z =

∥∥∥∥Y0(t)f(0) +
t∫

0

Y0(s)D
1f(t− s)ds

∥∥∥∥
Z

≤ C1t
χ + C2

t∫

0

sχ(t− s)−βds ≤ C3t
χ,

так как f ∈ C1
β([0, T ];Z), β < 1. Таким образом, D1zf ∈ L1(0, T ;Z).

Теперь

D̂K,1zf = λK̂(λ)ẑf (λ) = λK̂(λ)(λK̂(λ)−A)−1f̂(λ) = f̂(λ) +A(λK̂(λ)−A)−1f̂(λ).

Отсюда с учетом замкнутости A получаем DK,1zf (t)− f(t) = Azf (t).
Единственность доказывается так же, как для однородного уравнения. �

Через Cγ([0, T ];Z) при γ ∈ (0, 1] обозначим множество функций, удовлетворяющих усло-
вию Гельдера

∃C > 0 ∀s, t ∈ [0, T ] ‖f(s)− f(t)‖Z ≤ C|s− t|γ .

Теорема 6. Пусть K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK , для любых x ∈ DA и по-

чти всех t > 0 K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x, f ∈ Cγ([0, T ];Z) ∩ C1
β([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1],

β < 1, z0 ∈ DA. Тогда функция (4.3) является решением задачи (4.1), (4.2), единственным

в классе Lap(Z). Если к тому же при всех t > 0 существуют операторы

(∫ t

0
K(s)ds

)−1

∈

L(Z), то решение задачи (4.1), (4.2) единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как оператор A замкнут, в силу леммы 2 при t > 0

AY0(t) =
1

2πi

∫

Γ

A(λK̂(λ)−A)−1eλtdλ =
1

2πi

∫

Γ

λK̂(λ)(λK̂(λ)−A)−1eλtdλ

=
1

2πi

∫

Γ

λ(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)eλtdλ = Z1(t) = D1Z0(t).

Поэтому ‖AY0(t)‖L(Z) = O(t−1) при t → 0+ и для s, t ∈ (0, T ]

‖AY0(t− s)(f(s)− f(t))‖Z ≤ C1|t− s|γ−1, (4.4)

t∫

0

AY0(t− s)f(s)ds =

t∫

0

AY0(t− s)(f(s)− f(t))ds +

t∫

0

D1Z0(t− s)f(t)ds. (4.5)

Предпоследний интеграл сходится в силу неравенства (4.4), а для последнего в силу непре-
рывности на [0, T ] и дифференцируемости на (0, T ] функции Z0(·)x при любом ε ∈ (0, t) имеем

t−ε∫

0

D1Z0(t− s)f(t)ds = (Z0(t)− Z0(ε))f(t). (4.6)

Как было показано при доказательстве теоремы 3, для любого x ∈ DA lim
ε→0+

Z0(ε)x = x, а в силу

леммы 2 ‖Z0(t)‖L(Z) ≤ C для всех t ∈ (0, T ], кроме того, DA плотно в Z. Поэтому по теореме
Банаха — Штейнгауза существует предел в сильной топологии s- lim

ε→0+
Z0(ε) := Z0(0) = I в

пространстве Z. Переходя к пределу при ε → 0+ в (4.6), получим существование последнего
интеграла в (4.5), а значит, и интеграла в левой части равенства (4.5). Таким образом, с учетом
замкнутости оператора A получаем, что zf (t) ∈ DA при t > 0.

Остальная часть доказательства такая же, как для теоремы 5. �
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5. Уравнение с производной Прабхакара

Обобщенная функция Миттаг — Леффлера Eρα,β и ядро Прабхакара eρα,β,ω имеют вид [23]

Eρα,β(t) =
∞∑

n=0

Γ(ρ+ n)tn

Γ(ρ)Γ(αn + β)n!
, eρα,β,ω(t) = tβ−1Eρα,β(ωt

α).

При β ∈ (0, 1), α, ρ, ω > 0 производная Прабхакара

Dρ
α,β,ωh(t) :=

t∫

0

(t− s)β−1Eρα,β(ω(t− s)α)D1h(s)ds

является интегро-дифференциальным оператором Герасимова с ядром K(s) = eρα,β,ω(s).

Пусть в ограниченной области Ω ⊂ Rd с гладкой границей ∂Ω заданы операторы

(Λu)(ξ) :=
∑

|q|≤2r

aq(ξ)
∂|q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Blu)(ξ) :=
∑

|q|≤rl

blq(ξ)
∂|q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd0, где N0 := N ∪ {0}, |q| := q1 + · · · + qd. Предположим, что пучок опе-
раторов Λ, B1, B2, . . . , Br регулярно эллиптичен (см. определение в [24]), и зададим оператор
Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения DΛ1

= H2r
{Bl}

(Ω) := {u ∈ H2r(Ω): Blu(ξ) = 0, l =

1, 2, . . . , r, ξ ∈ ∂Ω}, действующий по правилу Λ1u := Λu. Пусть оператор Λ1 самосопряжен,
тогда его спектр σ(Λ1) действителен, дискретен и конечнократен [24]. Предположим, кроме
того, что спектр σ(Λ1) отрицателен; обозначим через {ϕk : k ∈ N} ортонормированную в L2(Ω)
систему собственных функций оператора Λ1, занумерованную в порядке невозрастания соот-
ветствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратностей.

Рассмотрим начально-краевую задачу

v(ξ, 0) = v0(ξ), ξ ∈ Ω, (5.1)

Blv(ξ, t) = 0, l = 1, 2, . . . , r, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (5.2)

для уравнения с производной Прабхакара по времени

t∫

0

(t− s)β−1Eρα,β(ω(t− s)α)
∂v

∂s
(ξ, s)ds = Λv(ξ, t) + g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. (5.3)

Возьмем Z = L2(Ω), A = Λ1 ∈ Cl(Z), DA = DΛ1
.

Лемма 3. Пусть β ∈ (0, 1), α, ρ, ω > 0. Тогда eρα,β,ω удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK ;
для любых t > 0, x ∈ DA K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Коммутирование K(t) при t > 0 и A очевидно.
Известно [23], что K̂(λ) = L[eρα,β,ω](λ) = λ−β(1− ωλ−α)−ρ, поэтому условие (K̂) выполня-

ется при любом aK > |ω|1/α и таком θK , что круг {µ ∈ C : |µ| = |ω|1/α} лежит левее секто-
ра SθK ,aK . При этом можно взять χ = −β ∈ (−1, 0).

Теперь при λ ∈ SθK ,aK λK̂(λ) − A = λ1−β(1− ωλ−α)−ρ − Λ1. Поскольку при больших |λ|
λβ−1(1 − ωλ−α)ρ ∼ λβ−1, то выбрав достаточно большое a0 ≥ aK , получим для θ0 ∈ (π/2, θK ],
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θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, λ ∈ Sθ,a, k ∈ N включение λkλ
β−1(1−ωλ−α)ρ ∈ −Sθ,0, значит, |λkλ

β−1(1−
ωλ−α)ρ − 1| ≥ sin θ и существует обратный оператор

(λK̂(λ)−A)−1 =

∞∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk
λ1−β(1− ωλ−α)−ρ − λk

,

(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ) =

∞∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk
λ(1− λkλβ−1(1− ωλ−α)ρ)

,

‖(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ)z‖2L2(Ω) ≤
sin−2 θ

|λ|2
‖z‖2L2(Ω) ≤

(
1 +

1

sin θ0

)2 sin−2 θ0
|λ− a|2

‖z‖2L2(Ω)

для любого z ∈ L2(Ω). Следовательно, A ∈ AK(θ0, a0). �

Из леммы 3 и теорем 5, 6 сразу получим теорему о разрешимости.

Теорема 7. Пусть β ∈ (0, 1), α, ρ, ω > 0, v0 ∈ DA, g ∈ [C([0, T ];DΛ1
) ∪Cγ([0, T ];L2(Ω))] ∩

C1
δ ([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1], δ < 1. Тогда существует единственное решение задачи (5.1)–(5.3)

в классе Lap(L2(Ω)).

6. Система уравнений с дробными производными

Возьмем bij ∈ R, 0 < αij < 1, i, j = 1, 2,

K(s) :=




b11
s−α11

Γ(1− α11)
b12

s−α12

Γ(1− α12)

b21
s−α21

Γ(1− α21)
b22

s−α22

Γ(1− α22)


 . (6.1)

Тогда

DK,1 =
( b11D

α11 b12D
α12

b21D
α21 b22D

α22

)
,

где Dαij — оператор дробного дифференцирования Герасимова — Капуто порядка αij.

Положим Z = L2(Ω) × L2(Ω), A =
( Λ1 0

0 Λ1

)
∈ Cl(L2(Ω) × L2(Ω)), DA = DΛ1

×DΛ1
, где

Λ1 и DΛ1
определены в разд. 5, ядро K(s) задано формулой (6.1).

Лемма 4. Пусть в условиях данного раздела b11 > 0, b22 > 0, b12 = 0, α11, α21, α22 ∈ (0, 1],
α21 ≤ max{α11, α22}. Тогда K удовлетворяет условию (K̂), A ∈ AK ; для любых t > 0, x ∈ DA

K(t)x ∈ DA, K(t)Ax = AK(t)x; при всех t > 0 существуют операторы

(∫ t

0
K(s)ds

)−1

∈

L(Z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из диагонального вида оператора A и того факта, что A дей-
ствует на пространственные переменные ξ1, ξ2, . . . , ξd, следует коммутирование операторов A
и K(t) при всех t > 0. При этом для t > 0

( t∫

0

K(s)ds

)−1

=




Γ(2− α11)

b11
tα11−1 0

−
b21Γ(2− α11)Γ(2 − α22)

b11b22Γ(2− α21)
tα11+α22−α21−1 dΓ(2−α22)

b22
tα22−1


 ∈ L(Z).

Заметим, что

K̂(λ) :=

(
b11λ

α11−1 0
b21λ

α21−1 b22λ
α22−1

)
,
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поэтому выполняется условие (K̂) при любых θK ∈ (π/2, π), aK > 0. При этом можно взять
χ = max{α11, α21, α22} − 1. При λ ∈ SθK ,aK

λK̂(λ)−A =
( b11λ

α11 − Λ1 0
b21λ

α21 b22λ
α22 − Λ1

)
.

Обозначим Dk := (b11λ
α11 −λk)(b22λ

α22 −λk), тогда Dk ∼ b11b22λ
α11+α22 при |λ| → ∞. Поэтому

сразу для всех k ∈ N Dk 6= 0 при достаточно больших |λ|, в частности при λ ∈ Sθ0,a0 для
достаточно большого a0 > 0. Поэтому для таких λ ∈ Sθ0,a0 существует обратный оператор

(λK̂(λ)−A)−1 =

∞∑

k=1

1

Dk

( b22λ
α22 − λk 0

−b21λ
α21 b11λ

α11 − λk

)
〈·, ϕk〉ϕk,

тогда

(λK̂(λ)−A)−1K̂(λ) =

∞∑

k=1

Bk(λ)〈·, ϕk〉ϕk,

Bk(λ) =
1

Dk

(
(b22λ

α22 − λk)b11λ
α11−1 0

−λkb21λ
α21−1 (b11λ

α11 − λk)b22λ
α22−1

)
.

Возьмем θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, λ ∈ Sθ,a, k ∈ N и получим

|(b22λ
α22 − λk)b11λ

α11−1|

|Dk|
=

1

|λ|
∣∣∣1− λk

b11λα11

∣∣∣
≤

sin−1(α11θ)

|λ|

≤
∣∣∣1− a

λ

∣∣∣sin
−1 θ0

|λ− a|
≤

(
1 +

1

sin θ0

)sin−1 θ0
|λ− a|

,

|(b11λ
α11 − λk)b22λ

α22−1|

|Dk|
=

1

|λ|
∣∣∣1− λk

b22λα22

∣∣∣
≤

sin−1(α22θ)

|λ|
≤

(
1 +

1

sin θ0

)sin−1 θ0
|λ− a|

,

|λkb21λ
α21−1|

|Dk|
=

|b21λ
α21−α11 |

|λ|
∣∣(b11 − λ−α11λk)(b22λα22λ−1

k − 1)
∣∣ ≤

|b21| sin
−1(α11θ) sin

−1(α22θ)

|b11||λ|1−α21+α11

≤
(
1 +

1

sin θ0

) |b21| sin−2 θ0(a0 sin θ0)
α21−α11

|b11||λ− a|
≤

K

|λ− a|
,

если α21 ≤ α11; в противном же случае, т. е. при α11 < α21 ≤ α22

|λkb21λ
α21−1|

|Dk|
=

|b21λ
α21−α22 |

|λ|
∣∣(b11λα11λ−1

k − 1)(b22 − λ−α22λk)
∣∣ ≤

|b21| sin
−1(α11θ) sin

−1(α22θ)

|b22||λ|1−α21+α22

≤
(
1 +

1

sin θ0

) |b21| sin−2 θ0(a0 sin θ0)
α21−α22

|b22||λ− a|
≤

K

|λ− a|
.

При этом величина, например, |b11λ
α11λ−1

k −1| оценивается снизу как расстояние в комплексной
плоскости от числа 1 до сектора −Sα11θ,0, в котором ввиду отрицательности b11λ

−1
k лежат числа

b11λ
α11λ−1

k при λ ∈ Sθ,a. Таким образом, A ∈ AK(θ0, a0). �

Рассмотрим начально-краевую задачу

v(ξ, 0) = v0(ξ), w(ξ, 0) = w0(ξ), ξ ∈ Ω, (6.2)

Blv(ξ, t) = Blw(ξ, t) = 0, l = 1, 2, . . . , r, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (6.3)

b11D
α11

t v(ξ, t) = Λv(ξ, t) + g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (6.4)
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b21D
α21

t v(ξ, t) + b22D
α22

t w(ξ, t) = Λw(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (6.5)

где Dβ
t — производная Герасимова — Капуто по переменной t. Эта задача в пространстве

Z = L2(Ω)×L2(Ω) редуцируется к задаче (4.1), (4.2) c f(t) = (g(·, t), h(·, t)), z0 = (v0(·), w0(·)).
В силу леммы 4 и теорем 5, 6 сразу получим однозначную разрешимость исследуемой задачи.

Теорема 8. Пусть b11 > 0, b22 > 0, b12 = 0, α11, α21, α22 ∈ (0, 1), v0, w0 ∈ DΛ1
, g, h ∈

[C([0, T ];DΛ1
)∪Cγ([0, T ];L2(Ω))] ∩C

1
β([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1], β < 1. Тогда существует един-

ственное решение задачи (6.2)–(6.5).
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