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Задача идентификации входа гибридной системы дифференциальных уравнений рассматривается с

позиций подхода теории динамического обращения. Первое уравнение системы представляет собой ква-

зилинейное стохастическое уравнение Ито, второе — линейное обыкновенное уравнение, содержащее неиз-

вестное возмущение. Идентификация выполняется на основе дискретной информации о некотором коли-

честве реализаций случайного процесса, являющегося решением первого уравнения. Задача сводится к

обратной задаче для новой системы дифференциальных уравнений, включающей вместо стохастического

уравнения обыкновенное уравнение, описывающее динамику математического ожидания исходного про-

цесса. Разработан конечношаговый, программно-ориентированный разрешающий алгоритм, основанный

на методе вспомогательных управляемых моделей; доказана его сходимость. Приведен пример, иллюстри-

рующий работу процедуры калибровки модельных параметров.
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An input identification problem in a hybrid system of differential equations is considered from the viewpoint

of the approach of the theory of dynamic inversion. The first equation of the system is a quasi-linear stochastic

Ito equation, whereas the second one is a linear ordinary equation containing an unknown disturbance. The

identification should be performed from the discrete information on a number of realizations of the stochastic

process that solves the first equation. The problem is reduced to an inverse problem for a new system of

differential equations, which includes, instead of the stochastic equation, an ordinary equation describing the
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1. Введение

Динамическая идентификация неизвестных параметров управляемых систем по неполной
и/или неточной информации о фазовом состоянии вкладывается в проблематику обратных за-
дач динамики и требует применения специальных разрешающих процедур. Автор статьи сле-
дует подходу, разработанному А.В.Кряжимским, Ю.С.Осиповым и их коллегами (см. [1–4]
и библиографию в них) и получившему название метода динамического обращения. Базиру-
ясь на комбинации принципов теории позиционного управления [5] и теории некорректных
задач [6], метод сводит задачу идентификации к задаче управления по принципу обратной
связи вспомогательной динамической системой (моделью). Как правило, именно модельное
управление, адаптируясь к результатам текущих наблюдений, аппроксимирует неизвестный
вход.

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2024-1377).
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К настоящему времени метод динамического обращения реализован для множества задач,
описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ), дифференциально-
функциональными уравнениями, уравнениями и вариационными неравенствами с распреде-
ленными параметрами, уравнениями в дробных производных, а также стохастическими диф-
ференциальными уравнениями (СДУ), см., например, [1–4, 7–9].

Были созданы устойчивые алгоритмы, работающие для разных классов частично наблю-
даемых систем, как конечномерных, так и бесконечномерных. Отметим некоторые ключевые
моменты. В рамках упомянутого подхода первой задачей, рассмотренной в условиях дефицита
информации, стала реконструкция неизвестного возмущения, входящего в измеряемую компо-
ненту частично наблюдаемого ОДУ [10]. Разработанный алгоритм был основан на возможно-
сти формального разрешения наблюдаемой компоненты уравнения относительно возмущения
с последующей аппроксимацией неизмеряемой компоненты. Подход получил дальнейшее раз-
витие; в [4] приведен обзор рассмотренных обратных задач для частично наблюдаемых систем
ОДУ и соответствующих разрешающих алгоритмов. Аналогичные конструкции для линей-
ных/квазилинейных СДУ были предложены в [11].

Предмет исследования в настоящей статье — частично наблюдаемая система дифферен-
циальных уравнений специального вида, в которой доступны измерению некоторые характе-
ристики первой компоненты, представляющей собой СДУ, при этом неизвестное возмущение
входит во вторую компоненту, являющуюся ОДУ. Такую систему будем называть системой
гибридного типа. Новизна работы состоит в постановке и решении задачи динамической иден-
тификации входа для системы указанной структуры. Представляется возможным и перспек-
тивным расширение предложенного подхода на другие классы задач для гибридных систем.

2. Постановка задачи динамической идентификации входа

Простые стохастические модели могут быть полезны, например, при изучении процессов
развития биологической популяции в стохастической среде или при исследовании хаотической
динамики однотипных частиц. При этом обыкновенные дифференциальные уравнения могут
описывать некоторые детерминированные помехи, влияющие на различные характеристики
исследуемых явлений. В таком контексте мы рассматриваем линейную гибридную систему,
состоящую из СДУ и ОДУ:

dx(t, ω) = (Ax(t, ω) +By(t) + f0(t)) dt + Cx(t, ω) dξ(t, ω), x(0, ω) = x0, (2.1)

dy(t) = (Dy(t) + Em(t) + Fu(t) + f1(t)) dt, y(0) = y0. (2.2)

Здесь t ∈ T = [0, ϑ]; (x(·, ω), y(·)) — фазовая траектория, x(t, ω) ∈ R
n1 , y(t) ∈ R

n2 ; (x0, y0) —
известное неслучайное начальное состояние; ξ(t, ω) ∈ R — стандартный скалярный винеров-
ский процесс (т. е. выходящий из нуля с нулевым математическим ожиданием и дисперсией,
равной t); ω ∈ Ω, Ω — множество возможных исходов; m(t) = Mx(t, ω) — математическое
ожидание; u(·) — внешнее возмущение ограниченной вариации на T со значениями в данном
компакте Su ∈ R

m; A, B, C, D, E и F — постоянные числовые матрицы соответствующих
размерностей; f0(·) и f1(·) — векторные функции, суммируемые с квадратом на T .

Решение уравнения (2.1) определяется как случайный процесс, удовлетворяющий при лю-
бом t с вероятностью 1 соответствующему интегральному тождеству, содержащему в правой
части стохастический интеграл Ито. Как известно, при сделанных предположениях существу-
ет единственное решение x(t, ω), t ∈ T , являющееся нормальным марковским процессом с
непрерывными реализациями [12]. Решение уравнения (2.2) понимается в смысле Каратеодо-
ри, предполагается абсолютная непрерывность компоненты y(·).

Изучаемая задача состоит в следующем. Неизвестное возмущение u(t), действующее на
систему, входит только в уравнение (2.2), в то время как в дискретные, достаточно частые,
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моменты времени τi ∈ T , τi = iδ, δ = ϑ/l, i ∈ [0 : l], доступна информация о некотором
количестве N реализаций первой фазовой компоненты системы, случайного процесса x(τi).

Требуется построить алгоритм динамической реконструкции неизвестного возмуще-
ния u(t), причем вероятность сколь угодно малого отклонения приближения от искомого входа
в метрике пространства L2(T ;R

m) должна быть близка к 1 при достаточно большом N и специ-
альным образом согласованном с N шаге временной дискретизации δ = δ(N) = ϑ/l(N). Такая
постановка может быть полезна в ситуации, когда необходимо восстановить неизвестные ха-
рактеристики внешних шумов, влияющих на коллективное поведение однотипных особей или
частиц, на основе измерений траекторий их движения.

Отметим, что новизна работы определяется именно спецификой постановки обратной за-
дачи для динамической системы гибридного типа, в которой возмущение, подлежащее рекон-
струкции, стеснено геометрическими ограничениями и не входит в измеряемую компоненту,
являющуюся СДУ.

3. Переход к задаче для системы ОДУ. Алгоритм решения

Разрешающий алгоритм конструируется в рамках теории динамического обращения [1–4].
В условиях дефицита информации в соответствии с методами, предложенными ранее для ре-
шения таких обратных задач [4], вначале мы должны разработать блок динамической рекон-
струкции неизвестной координаты y(t) (Блок 1), который играет роль поставщика информации
о полном фазовом состоянии системы. Это информация оперативно подается на блок, фор-
мирующий по принципу обратной связи модельное управление, аппроксимирующее реальное
возмущение (Блок 2). Работа Блоков 1 и 2 должна быть синхронизирована по времени.

Перейдем к подзадаче из Блока 1 (именно, восстановление y(t)). Свойства СДУ (2.1) до-
пускают сведение посредством ставшего классическим метода моментов [13] задачи для си-
стемы (2.1), (2.2) к задаче для системы, состоящей из дополнительного ОДУ, описывающего
динамику математического ожидания m(t) исходного случайного процесса, и первоначально-
го ОДУ (2.2). В силу квазилинейности уравнения (2.1) и равенства нулю математического
ожидания интеграла Ито получаем соотношение

ṁ(t) = Am(t) +By(t) + f0(t), m(0) = x0, (3.1)

которое заменяет в исходной системе уравнение (2.1), тем самым формируя новую систему
ОДУ (3.1), (2.2). Далее организуем вспомогательную процедуру для реконструкции неизвест-
ной функции y(t) в правой части (3.1). Следуя [9, 11], сведем задачу для системы (2.1), (2.2) к
аналогичной задаче для новой системы (3.1), (2.2). Таким образом, подзадача для СДУ с из-
мерением его траекторий трансформируется в подзадачу для ОДУ с измерением его фазового
состояния.

Для получения измерений, подходящих для уравнения (3.1), потребуется

Лемма 1 [9, Lemma 1]. Стандартная оценка mN
i математического ожидания m(τi), по-

строенная по N реализациям случайной величины x(τi) по правилу

mN
i =

1

N

N
∑

r=1

xr(τi),

обеспечивает выполнение соотношения

P
(

∀i ∈ [0 : l(N)]
∥

∥mN
i −m(τi)

∥

∥ ≤ h(N)
)

= 1− g(N), (3.2)

где l(N) → ∞, h(N), g(N) → 0 при N → ∞.
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В [9] доказано, что величины, входящие в соотношение (3.2), имеют следующий вид:
l(N) = C1N

ǫ1 , h(N) = C2/N
1/2−ǫ2 , g(N) = C3/N

1−ǫ1 , 0 < ǫ1 < 1, 0 < ǫ2 < 1/2. Отметим,
что тогда δ(N) = C4/N

ǫ1 . Здесь и ниже Ci — некоторые положительные константы, которые
могут быть выписаны явно.

Используя неточные измерения mN
i фазового состояния уравнения (3.1), мы должны ре-

конструировать неизвестное возмущение u(t), действующее в (2.2).
Кратко опишем схему работы разрешающего алгоритма. Вместо системы (2.1), (2.2) ис-

пользуется система (3.1), (2.2); с последней связана специально построенная вспомогательная
управляемая система (модель M , состоящая из двух систем, M1 и M2). Модель имеет входы
(трактуемые как управления) vN (t) и uN (t) и выходы wN

m(t) и wN
y (t). Такая нотация подчер-

кивает зависимость всех входных/выходных параметров алгоритма от количества N доступ-
ных измерению траекторий уравнения (2.1). Поскольку измеряется только часть x(τi) (или
m(τi)) фазового состояния исходной гибридной системы, алгоритм должен включать два бло-
ка: Блок 1 (система M1 и ее контроллер V ), генерирующий информацию о текущем фазовом
состоянии y(t) уравнения (2.2), и Блок 2 (система M2 и ее контроллер U), формирующий на
основе данных, полученных от Блока 1, аппроксимацию неизвестного воздействия u(t). После
выбора позиционных законов управления (с учетом обратной связи) модельными системами
M1 и M2 организуется процесс синхронного функционирования исходной и модельных систем
на интервале T . Весь процесс разбивается на l(N)−1 однотипных шагов. На i-м шаге, который
выполняется на интервале [τi, τi+1), производятся следующие действия. Сначала, в момент τi,
в соответствии с выбранными правилами V и U вычисляются управляющие воздействия vN (t)
и uN (t), t ∈ [τi, τi+1). Затем они подаются на вход систем M1 и M2, после чего по текущим
измерениям mN

i и значениям модельных переменных wN
m(τi) и wN

y (τi) определяется состояние

модели wN
m(τi+1), w

N
y (τi+1) в следующий момент времени. Таким образом, процедура решения

задачи сводится к подходящему выбору модели M и законов управления V и U с получением в
конечном счете аппроксимации неизвестного воздействия u(t) модельным управлением uN (t).

Конкретизируем Блок 1, Блок 2 и модельные управления. Отметим, что алгоритм решения
существенно опирается на результаты, полученные в [14, 15], где подобная обратная задача
была рассмотрена для системы ОДУ.

Обозначим фундаментальные матрицы систем ṁ(t) = Am(t) и ẏ(t) = Dy(t) соответствен-
но символами M(t) = exp(At) и Y (t) = exp(Dt). Отметим, что в силу свойств матричной
экспоненты можно указать такие константы ω и ω̂, что

‖M(t)‖2n1
≤ exp(ωt), ‖Y (t)‖2n2

≤ exp(ω̂t).

Потребуем выполнения всюду ниже условия, стесняющего правые части систем.

У с л о в и е 1. Пусть m ≤ n2 ≤ n1 и существуют числа d1 > 0 и d2 > 0 такие, что
неравенства ‖By‖n1

≥ d1‖y‖n2
и ‖Fu‖n2

≥ d2‖u‖m имеют место соответственно для всех
y ∈ R

n2 и u ∈ R
m.

Условие справедливо, например, для квадратных невырожденных матриц B и F .
В начальный момент времени τ0 = 0 фиксируем число N ; затем в соответствии с леммой 1

определяем величины l(N), h(N) и g(N) и выполняем равномерное разбиение интервала T
с шагом δ(N) = ϑ/l(N): τi = iδ(N), i ∈ [0 : l(N)]. Отметим, что δ(N), h(N), g(N) → 0 при
N → ∞.

Введем дискретную систему-модель, которая состоит из двух блоков и имеет следующий
вид:

wN
m(τi+1) = wN

m(τi) + (AwN
m(τi) +BvN (τi) + f0(τi))δ(N), wN

m(t0) = x0,

wN
y (τi+1) = wN

y (τi) + (DwN
y (τi) + EwN

m(τi) + FuN (τi) + f1(τi))δ(N), wN
y (t0) = y0.

(3.3)

Здесь wN
m(τi) ∈ R

n1 , wN
y (τi) ∈ R

n2 — модельные переменные; vN (τi) ∈ R
n2 , uN (τi) ∈ R

m —
модельные управления. Выбираем функции-регуляризаторы α(N), α̂(N) : N → R

+ такие, что
α(N) → 0, α̂(N) → 0 при N → ∞.
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Процесс управления моделью организуем следующим образом. Работу алгоритма разобьем
на l(N) однотипных шагов. На i-м шаге, который выполняется на интервале [τi, τi+1), i ∈
[0 : (l(N) − 1)], исходными данными для вычислений служат оценка mN

i и сформированное
к моменту τi состояние модели wN

m(τi), w
N
y (τi). Выполняются следующие операции. Сначала

Блок 1 по величинам mN
i и wN

m(τi) вычисляет вектор

vNi = vNi (mN
i , wN

m(τi)) = argmin{Lv(τi, α, v) : v ∈ V (d)}, (3.4)

где
Lv(τi, α, v) = 2 exp(−ωτi+1)

(

(wN
m(τi)−mN

i ), Bv
)

n1

+ α(N)‖v‖2n2
, (3.5)

d = sup
{

‖y(t; t0, x0, y0, u(·))‖n2
: t ∈ T

}

,

V (d) = {v ∈ R
n2 : ‖v‖n2

≤ d}.

Здесь y(t; t0, x0, y0, u(·)) — пучок решений уравнения (2.2), стартующих из фиксированной на-
чальной точки при любом допустимом управлении u(·). Существование числа d очевидно.
Затем Блок 2, используя аппроксимацию vNi и величину wN

y (τi), находит вектор

uNi = uNi (vNi , wN
y (τi)) = argmin{Lu(τi, α̂, u) : u ∈ Su}, (3.6)

где
Lu(τi, α̂, u) = 2 exp(−ω̂τi+1)

(

(wN
y (τi)− vNi ), Fu

)

n2

+ α̂(N)‖u‖2m. (3.7)

После этого согласно формулам (3.3) модель переходит в состояние wN
m(τi+1) и wN

y (τi+1). На
следующем, (i+ 1)-м шаге выполняются аналогичные действия. Таким образом, два кусочно-
постоянных управления

vN (t) = vNi , uN (t) = uNi , t ∈ [τi, τi+1), (3.8)

формируются в результате работы описанной выше процедуры. Работа алгоритма заканчива-
ется в конечный момент времени t = ϑ.

Полагая ǫ = ǫ1 = 1/2 − ǫ2 (тогда 0 < ǫ < 1/2), запишем условия согласования параметров
алгоритма и количества измеряемых траекторий N :

l(N) = C1N
ǫ, h(N) = C2/N

ǫ, g(N) = C3/N
1−ǫ,

δ(N) = C4/N
ǫ, α(N) = C5/N

2ǫ/3, α̂(N) = C6/N
ǫ/9.

(3.9)

Сформулируем основной результат статьи.

Теорема 1. Пусть выполняются условия согласования (3.9). Тогда для управления uN (·),
формируемого согласно (3.3)–(3.8), справедлива оценка

P
(

‖uN (·)− u(·)‖2L2(T ;Rm) ≤ H(N)
)

= 1−G(N), (3.10)

где величины H(N), G(N) → 0 при N → ∞ и могут быть выписаны явно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следуя работе [15], рассмотрим функции

ρ(N) = C7(h(N) + δ(N) + α(N))1/2 + (h(N) + δ(N))α−1(N),

H(N) = C8((ρ(N))1/2 + α̂(N))1/2 + (ρ(N))1/2α̂−1(N).

Основной результат [15], полученный для обсуждаемого алгоритма в применении к системе
ОДУ (3.1), (2.2), приводит к оценке

‖uN (·)− u(·)‖2L2(T ;Rm) ≤ H(N).
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Используя оценку (3.2), которая справедлива для всех l(N) измерений, и ее вероятность,
заключаем, что процедура (3.3)–(3.8) обеспечивает справедливость оценки (3.10), при этом
G(N) = g(N). Остается проверить, что H(N) → 0 при выполнении условий (3.9). Прежде все-
го, мы должны получить ρ(N) → 0. В самом деле, поскольку h(N) и δ(N) имеют один и тот
же порядок малости относительно величины 1/N и можно считать α(N) = (h(N))2/3, то ρ(N)
имеет тот же порядок малости, что и (h(N))1/3, т.е. ρ(N) → 0. Возвращаясь к величине H(N)
и учитывая, что фактически α̂(N) = (h(N))1/9, получаем, что H(N) имеет тот же порядок
малости, что и (h(N))1/18, т.е. H(N) → 0. Таким образом, шаг по времени δ(N) имеет порядок
малости 1/N ǫ, вероятностная характеристика G(N) — 1/N1−ǫ (можно выбрать обе величины
асимптотически близкими к 1/N1/2), в то время как точность аппроксимации H(N) эквива-
лентна 1/N ǫ/18. Последнее соотношение является важным для доказательства оценки (3.10),
но его оптимальность по порядку не исследуется. Отметим, что полученная оценка позволяет
сделать вывод о единственности искомого возмущения.

4. Процедура настройки параметров алгоритма

Для тестирования алгоритма, описанного выше, используется эмпирическая процедура
настройки параметров, аналогичная предложенной в [16]; при этом варьируются ключевые
величины, а именно,

δ(N) = 1/N1/2, α(N) = K1/N
1/3, α̂(N) = K2/N

1/18,

где положительные константы K1 и K2 подлежат определению. Предполагается, что эти кон-
станты, зависящие от параметров исходной системы и от априорных ограничений на неизвест-
ные функции, могут быть найдены как решение следующей экстремальной задачи:

(K∗

1 , K
∗

2 ) = argmin

{

∑

N∈IN

βN‖uNK1,K2
(·)− u∗(·)‖L2(T ;Rm) : (K1, K2) ∈ SK

}

. (4.1)

Здесь обозначение uNK1,K2
(·) подчеркивает зависимость выхода алгоритма от констант K1 и

K2; I
N — множество выбранных значений N , βN — весовые коэффициенты,

∑

N∈IN βN = 1;
SK — некоторое множество допустимых значений пары (K1, K2). Задача (4.1) решается пол-
ным перебором на “разумной” сетке по K1, K2 для некоторого допустимого тестового возму-
щения u∗(·). Найденные значения K∗

1 , K∗

2 участвуют в реконструкции других возмущений,
удовлетворяющих заданным ограничениям.

При моделировании динамики уравнения (2.1) для получения измерений mN
i применяется

метод Эйлера с заменой винеровского процесса последовательностью случайных импульсов.
Среднеквадратический порядок точности этого метода для квазилинейного СДУ равен O(δs),
где δs — шаг моделирования, который, как правило, существенно меньше шага δN , с которым
поступает информация о реализациях случайного процесса и с которым соответственно вос-
станавливается функция u(t). Таким образом, две временные сетки задействованы в работе
процедуры настройки параметров алгоритма. Однако расчеты на более мелкой сетке носят
разовый характер, так как при решении реальной задачи входная информация поступает из
“внешнего мира”. Отметим, что вероятностный характер оценки (3.10) предполагает усредне-
ние выхода алгоритма в серии запусков для фиксированного набора параметров.

5. Модельный пример

Рассмотрим квазилинейное СДУ, описывающее случайный процесс, который можно трак-
товать как “испорченный” средне-возвратный процесс Орнштейна — Уленбека [12], и линейное
ОДУ:

dx1(t) = (−2x1(t) + 0.1x2(t) + y1(t) + y2(t) + 1) dt + x1(t) dξ(t),
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dx2(t) = (0.1x1(t)− x2(t) + 2y2(t) + 2) dt+ x2(t) dξ(t),

dy1(t) = (y1(t) + t(cos t− sin t) + u1(t)) dt, dy2(t) = (y2(t) + u2(t)) dt,

t ∈ T = [0, 1], x1(0) = 1, x2(0) = 1, y1(0) = 0, y2(0) = 0. (5.1)

Здесь u1(t) и u2(t) — неизвестные ограниченные возмущения, подлежащие реконструкции,
u1, u2 ∈ [−1, 3]. Выполнение условия 1 на размерности величин и правую часть системы легко
проверяется.

Уравнения типа (5.1) используются в некоторых простейших моделях, описывающих ди-
намику биологической популяции в стохастической среде. В этом случае x(t) = (x1(t), x2(t))
представляет текущую численность популяции, состоящей из взаимодействующих организмов
двух видов; структура детерминированной части уравнения определяет численность (напри-
мер, среднюю за некоторую предысторию), стремление вернуться к которой “подсознательно”
присутствует у популяции. Такому возврату может препятствовать влияние как соседей, так и
внешних факторов через функции y1(t) и y2(t), которые в свою очередь сами подвержены воз-
действию неизвестных возмущений u1(t) и u2(t). Измерению в дискретные моменты времени
доступны траектории x(t), соответствующие различным колониям организмов.

К тестовым возмущениям (их роль играли нулевые функции) применялась процедура (4.1)
с параметрами: IN = {104, 106}, SK = (0, 1] × (0, 1], ∆K1,2 = 0.1, βN1 = 0.4, βN2 = 0.6. Были
получены оптимальные значения коэффициентов: K1 = 0.9, K2 = 0.5, которые использова-
лись в вычислительном эксперименте, где в качестве неизвестных возмущений были выбраны
функции u1(t) = sin t и u2(t) = 2 − 2t. В этом случае y1(t) = t sin t и y2(t) = 2t. Результаты
представлены в табл. 1. Отметим, что они очевидным образом согласуются с оценкой (3.10):
чем больше количество измеряемых траекторий N , тем меньше величина погрешности восста-
новления.

Т а б л и ц а 1
Результаты вычислительного эксперимента

Параметры и погрешности N = 104 N = 106

δ(N) 0.01 0.001
α(N) 0.04 0.009
α̂(N) 0.3 0.023

‖yN (·)− y(·)‖L2(T ;R2) 0.422 0.089

‖uN (·)− u(·)‖L2(T ;R2) 1.134 0.177
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