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Рассматривается задача вычисления точек, а также величин разрывов управлений, действующих на

систему, описываемую нелинейным векторным обыкновенным дифференциальным уравнением. Подобная

задача хорошо известна в теории систем и относится к классу задач идентификации сбоев. В настоящей

работе указывается регуляризирующий алгоритм, позволяющий синхронно с развитием процесса функ-

ционирования управляемой системы решать указанную задачу. Алгоритм основан на одном из методов

управления по принципу обратной связи, который в литературе получил название “метод динамической

регуляризации” и ранее активно применялся для решения задач онлайн восстановления негладких неиз-

вестных возмущений. Описанный в данной работе алгоритм является устойчивым к информационным

помехам и погрешностям вычислений.
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The problem of calculating points and magnitudes of discontinuities in the controls acting on a system

described by a nonlinear vector ordinary differential equation is considered. A similar problem is well known

in systems theory and belongs to the class of failure identification problems. This paper specifies a regularizing

algorithm that solves the problem synchronously with the process of functioning of the control system. The

algorithm is based on a feedback control method called the dynamic regularization method in the literature; this

method was previously actively used in problems of online reconstruction of nonsmooth unknown disturbances.

The algorithm described in this work is stable to information interference and calculation errors.
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1. Введение

Рассматривается нелинейная динамическая система, описываемая векторным дифферен-
циальным уравнением

ẋ(t) = f(t, x(t)) +Bu(t), t ∈ T = [0, ϑ], x(0) = x0, (1.1)

где x ∈ R
n — фазовый вектор системы, f : R×R

n → R
n — нелинейная функция, B — (n× n)-

мерная матрица, ϑ = const ∈ (0,+∞). Начальное состояние системы x0 задано. Управление —
n-мерная входная вектор-функция u(t) — неизвестно. Предполагается, что эта функция имеет
конечное число точек разрыва, вне которых она непрерывно дифференцируема. Такова апри-
орная информация о действующем на систему (1.1) управляющем воздействии. Цель работы —
построение алгоритма вычисления точек разрывов, а также величин разрывов функции u(·).
Входными данными алгоритма являются результаты неточного измерения фазового состояния
системы x(t) в дискретные моменты времени.

1Работа первого автора выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математи-
ческом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации (номер соглашения 075-02-2024-1377).
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Предлагаемый в работе алгоритм характеризуется следующими особенностями: а) вычис-
ление точек разрывов (а также соответствующих величин разрывов) функции u(·), меньших
текущего значения t, осуществляется на основе результатов измерения состояния x(τ) в мо-
менты времени τ , предшествующие моменту t; б) только после вычисления точек и величин
разрывов функции u(·) на промежутке 0 ≤ τ ≤ t возможно использование новой информации
о фазовом состоянии для их вычисления в следующие моменты времени (при τ > t).

Обсуждаемая задача в последние годы активно исследовалась как математиками, так и
специалистами по теории систем. С точки зрения последних, задача вписывается в пробле-
матику теории обнаружения неисправностей (fault detection or fault diagnosis) или, как еще
говорят, идентификации сбоев систем, которая отражена, например, в работах [1–4] (см. так-
же приведенную там литературу). В свою очередь, с точки зрения математиков, задача отно-
сится к теории нелинейных некорректных задач [5–7]. Довольно часто ее называют задачей
локализации разрывов и для ее решения строят регуляризирующие алгоритмы (см., например,
[8; 9]).

В настоящей работе для решения описанной выше задачи привлекается метод, который
основан на сочетании методов теории гарантированного управления [10] и известного в теории
некорректных задач метода сглаживающего функционала [5], а именно, на методе локальной
регуляризации экстремального сдвига. Ранее этот подход использовался для решения задач
динамического восстановления входных воздействий и неизмеряемых координат управляемых
систем, функционирующих в условиях меняющейся информации [11–13], задач моделирования
движений [11;14], экстремальных задач с помощью методов управления абстрактными систе-
мами [15; 16], дифференциально-игровых задач с неполной информацией [11; 17; 18], а также
целого ряда других. В отличие от цитированных выше работ в настоящей статье указанный
подход будет использован для построения устойчивого к информационным помехам и погреш-
ностям вычислений алгоритма определения точек, а также величин разрывов управляющих
воздействий.

2. Постановка задачи. Метод решения

В дальнейшем полагаем, что функция f(t, x) непрерывна по аргументу t и липшицева по x,
т. е.

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖, L = const > 0, x1, x2 ∈ R
n. (2.1)

Символ ‖x‖ означает евклидову норму вектора x.

Рассматриваемая задача состоит в следующем. На промежутке времени T реализуется
некоторая траектория системы (1.1), т. е. решение x(·) = x(·;x0, u(·)) векторного дифферен-
циального уравнения (1.1), зависящее от изменяющегося во времени кусочно-непрерывного
управления u(·). Отрезок T разбит на конечное число полуинтервалов [τi, τi+1), i ∈ [0 :
m − 1], τi+1 = τi + δ, τ0 = 0, τm = ϑ. В моменты времени τi ∈ ∆ = {τi}mi=0 измеряются
(приближенно) состояния системы x(τi), т. е. находятся векторы ξhi ∈ R

n со свойствами

‖x(τi)− ξhi ‖ ≤ h. (2.2)

Здесь h ∈ (0, 1) — уровень информационной погрешности. Как само решение x(·) уравне-
ния (1.1), так и управление u(·) неизвестно. Задача состоит в построении алгоритма вычис-
ления (синхронно с функционированием управляемой системы) моментов, а также величин
разрывов управления u(·) на основе неточного измерения x(τi).

Для решения указанной задачи мы воспользуемся методом позиционного управления с
моделью, развитым в работах [11–13]. В соответствии с этим методом обсуждаемая задача
заменяется другой задачей, а именно, задачей позиционного управления некоторой вспомога-
тельной системой. Таким образом, вводится дополнительная управляемая система, назовем ее
моделью, которая описывается некоторым дифференциальным уравнением (его вид уточним



118 В.И. Максимов, Ю.С. Осипов

ниже). Решение этой системы зависит от управления uh(·) (подлежащего формированию).
Это решение в дальнейшем мы обозначим символом wh(·) = wh(·;wh(0), uh(·)). Начальное
состояние модели wh(0) выбирается равным результату измерения ξh0 . Формирование управ-
ления uh(·) (при фиксированном h ∈ (0, 1)) в модели на полуинтервале [τi, τi+1), τi+1 = τi + δ,
осуществляется по принципу обратной связи согласно заранее выбранному подходящим об-
разом правилу Uh, ставящему в соответствие каждой тройке {τi, ξhi , wh(τi)}, i ∈ [0 : m − 1],
функцию

uh(t) = uhi = Uh(τi, ξ
h
i , w

h(τi)) ∈ R
n при почти всех t ∈ [τi, τi+1). (2.3)

После того как дополнительная система (модель) и ее начальное состояние, а также пра-
вило формирования управления в модели Uh выбраны, работа алгоритма осуществляется по
следующей схеме.

1. До начального момента фиксируется погрешность h, а также разбиение ∆.

2. На i-м шаге алгоритма, осуществляемом на промежутке времени [τi, τi+1), выполняются
следующие операции.

• Сначала измеряется (с ошибкой) фазовое состояние x(τi) системы (1.1), т. е. нахо-
дится вектор ξhi ∈ R

n со свойством (2.2).

• Затем по выбранному правилу (2.3) определяется управление в модели.

• После этого вместо траектории wh(t), t ∈ [0, τi], формируется фазовая траектория
wh(t), t ∈ (τi, τi+1] (т. е. осуществляется корректировка памяти).

3. В моменты времени τi вычисляются некоторые величины λi, зависящие от предыстории
управления uh(·).

4. Если оказывается, что при каком-то i величина λi превосходит некоторое пороговое
значение, то указываются, во-первых, полуинтервал (величины δ), на котором находится
соответствующий момент разрыва, и, во-вторых, величина разрыва (приближенно). �

Будем рассматривать случай, когда размерности управления u и фазового вектора x совпа-
дают, а матрица B невырожденная. Также предположим, что вход u(·) — кусочно-непрерывная
функция. Именно, пусть {tk}rk=1 — моменты (неизвестные) разрывов функции u(·), упорядо-
ченные в порядке возрастания: tk+1 > tk. Считаем, что в этих точках функция u(·) непрерывна
справа: u(tk) = u(tk+), где u(tk+) = limt→tk ,t>tk u(t), u(tk−) = limt→tk,t<tk u(t). Символом bk
обозначим соответствующие величины разрывов, т. е. bk = ‖u(tk+)− u(tk−)‖. Пусть известны
три числа b > 0, d0 > 0 и d > 0 такие, что

b ≤ bk при всех k ∈ [1 : r], t1 > d0, tr < ϑ,

d0 ≤ tk+1 − tk при всех k ∈ [1 : r − 1], ‖u(t)‖ ≤ d при п.в. t ∈ T.

(Значение r может быть неизвестно.) Предположим также, что функция u(·) непрерывно диф-
ференцируема всюду, за исключением моментов разрыва {tk}rk=1, причем известно число f∗ > 0
такое, что

‖u̇(t)‖ ≤ f∗ (2.4)

во всех точках дифференцируемости функции u(·).

3. Вспомогательные утверждения

Пусть взято семейство разбиений отрезка T

∆h = {τh,i}mh

i=0, τh,0 = 0, τh,mh
= ϑ, τh,i+1 = τh,i + δ(h),
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а также функция α = α(h) : (0, 1) → (0, 1), α(h) → 0 при h → 0. Здесь δ(h) =
ϑ

mh
∈ (0, 1),

mh = M3
h , Mh ∈ N , N означает множество натуральных чисел.

Пусть известны числа M > 0, M1 > 0 и функция ω(·) такие, что

‖ẋ(t)‖ ≤ M, ‖f(t, x(t))‖ ≤ M1 при п.в. t ∈ T, (3.1)

‖f(t, x(t))− f(τi, ξ
h
i )‖ ≤ Lh+ LMδ + ω(δ) ≤ M∗(δ + h+ ω(δ)) при t ∈ δi = [τi, τi+1), (3.2)

где M∗ = max{L,LM, 1}, если f = f(t, x), M∗ = max{L,LM}, если f = f(x), M∗ = 1, если
f = f(t), τi = τh,i, ω(δ) — модуль непрерывности функции t → f(t, x(t)), t ∈ T , т. е.

ω(δ) = sup
{

‖f(t, x(t)) − f(t− δ, x(t − δ))‖ : t ∈ [δ, ϑ]
}

≤ ω(δ).

Неравенство (3.2) справедливо в силу липшицевости функции f (см. условие (2.1)).
Введем вспомогательную управляемую систему, описываемую линейным векторным диф-

ференциальным уравнением

ẇh(t) = f(τi, ξ
h
i ) +Buh(t) при п.в. t ∈ δi = [τi, τi+1),

i ∈ [0 : m− 1], m = mh, τi = τh,i,
(3.3)

с начальным условием
wh(0) = ξh0 . (3.4)

Управление в этой системе будем задавать по правилу (2.3), где положим

Uh(τi, ξ
h
i , w

h(τi)) = −α−1(h)B′[wh(τi)− ξhi ] при t ∈ δi. (3.5)

Здесь штрих означает транспонирование. В таком случае система (3.3) примет вид

ẇh(t) = f(τi, ξ
h
i )− α−1(h)B̃[wh(τi)− ξhi ] при п.в. t ∈ δi, (3.6)

где B̃ = BB′.
Обозначим K0 = ‖B̃‖, K1 = K0M2, K2 = K2

0 , M2 = M1 + 3M∗. В силу невырожденности
матрицы B матрица B̃ положительно определенная. Поэтому все характеристические числа
этой матрицы действительны и наименьшее из них (обозначим это число λ) положительно.
Следовательно, справедливо неравенство

t
∫

a

‖πα(t− s)‖ ds ≤ c

t
∫

a

e−λα−1(t−s) ds

= cαλ−1e−λα−1(t−s)
∣

∣

t

a
= cαλ−1(1− e−λα−1(t−a)) ≤ cλ−1α.

(3.7)

Здесь
πα(t) = exp(−α−1B̃t), α = α(h), a ∈ [0, ϑ), a ≤ t ≤ ϑ, c = const.

В дальнейшем Ξ(x(·), h) означает множество допустимых измерений, т. е. множество всех
кусочно-постоянных функций ξh(·) : T → R

n следующей структуры: ξh(t) = ξhi при t ∈
[τi, τi+1), τi = τh,i, i ∈ [0 : mh − 1], где векторы ξhi удовлетворяют неравенствам (2.2).

Пусть выполнены стандартные для метода динамической регуляризации условия согласо-
вания параметров

α(h) → 0, δ(h) → 0, (δ(h) + h)α−1(h) → 0 при h → 0.

Ввиду этого условия, не нарушая общности, можно считать: найдется число h∗ ∈ (0, 1) такое,
что при всех h ∈ (0, h∗) имеют место соотношения

(δ(h) + h)α−1(h) ≤ 1, ω(δ(h)) ≤ 1, δ(h)α−1(h) ≤ λ

2cK2
.
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Обозначим

µ(t) = max
0≤τ≤t

‖wh(τ)− x(τ)‖, τ̃i =

{

τi, τi ≥ a,

a, τi < a,

K3 =
c

λ
max

{

K0(1 +M) + 3M∗ + d‖B‖,K2
0 ,K1

}

,

C =
√
2
[

M2
2 + 2K2

0 + 5(4K0K3)
2
]1/2

.

Имеет место

Лемма 1. Пусть a ∈ T и µ(a) ≤ p, p ≥ 0. Тогда равномерно по всем h ∈ (0, h∗), ξ
h(·) ∈

Ξ(x(·), h), i ∈ [0 : mh − 1], τi+1 > a верны неравенства

(

τi+1
∫

τ̃i

‖ẇh(s)‖2 ds
)1/2

≤ Cδ1/2 + 4
√
2K0δ

1/2α−1p, (3.8)

µ(t) ≤ 2p + 5K3(α+ δ) при t ∈ [a, ϑ],

где δ = δ(h), τi = τh,i, α = α(h).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая (3.6), заключаем, что справедливы равенства

d

dt
[wh(t)− x(t)] = f(τi, ξ

h
i )− α−1B̃[wh(τi)− ξhi ]− f(t, x(t))−Bu(t)

= −α−1B̃[wh(t)− x(t)] + Φ
(1)
h (t) при п.в. t ∈ δi = [τi, τi+1).

Здесь

Φ
(1)
h (t) = Φh(t) + α−1B̃[wh(t)− wh(τi)],

Φh(t) = −α−1B̃[x(t)− ξhi ] + [f(τi, ξ
h
i )− f(t, x(t))] −Bu(t), t ∈ δi.

Ввиду соотношений (3.1), (3.2) семейство функций Φh(·), как нетрудно видеть, ограничено

‖Φh(t)‖ ≤ K0

α
(h+ δM) +M∗(δ + h+ ω(δ)) + ‖B‖d

≤ M (1) = K0(1 +M) + 3M∗ + d‖B‖ при п.в. t ∈ T

(3.9)

равномерно по всем h ∈ (0, h∗). Далее, воспользовавшись формулой Коши представления ре-
шения системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, заключаем, что при
t ∈ [a, ϑ] справедливо равенство

wh(t)− x(t) = wh(a)− x(a) +

t
∫

a

e−
1

α
B̃(t−s)Φ

(1)
h (s) ds. (3.10)

Обозначим fh(t) = f(τi, ξ
h
i ) при t ∈ δi. Легко видеть, что при t ∈ δi, i ∈ [0 : mh − 1], верна

оценка
‖fh(t)‖ ≤ ‖f(τi, ξhi )− f(τi, x(τi))‖+M1 ≤ M2. (3.11)

Кроме того, имеют место оценки

α−1‖B̃[wh(t)− wh(τi)]‖ ≤ K0α
−1

τi+1
∫

τi

‖fh(s)− α−1B̃[wh(τi)− ξhi ]‖ ds

≤ K1δα
−1 +K2δα

−2(µ(τi) + h) при t ∈ δi,

µ(τi) ≤ µ(τi+1), i ∈ [0 : mh − 1].

(3.12)
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Заметим, что

‖Φ(1)
h (t)‖ ≤ ‖Φh(t)‖+ α−1‖B̃[wh(t)− wh(τi)]‖ при t ∈ δi, i ∈ [0 : mh − 1]. (3.13)

В таком случае, учитывая соотношения (3.10)–(3.13), получаем

µ(t) ≤ p+
[

K1δα
−1 +K2(δα

−2µ(τi) + δhα−2)
]

t
∫

a

‖πα(t− s)‖ ds

+

t
∫

a

‖πα(t− s)‖‖Φh(s)‖ ds, t ∈ [τ̃i, τi+1], τi+1 > a.

(3.14)

Воспользовавшись (3.9), выводим

t
∫

a

‖πα(t− s)‖‖Φh(s)‖ ds ≤ M (1)

t
∫

a

‖πα(t− s)‖ ds. (3.15)

Таким образом, из (3.7), (3.15) следует неравенство

t
∫

a

‖πα(t− s)‖‖Φh(s)‖ ds ≤ M (1)c

λ
α, t ∈ [a, ϑ].

В свою очередь из (3.14), учитывая последнее неравенство, а также неравенство µ(τ) ≤ µ(τ̃i)
при τ ∈ [a, τ̃i], выводим справедливую при всех при t ∈ [τ̃i, τi+1] оценку

µ(t) ≤ p+
[

K1
δ

α
+K2

( δ

α2
µ(τ̃i) +

δh

α2

)] c

λ
α+ α

M (1)c

λ
. (3.16)

Отсюда, считая t = τ̃i, устанавливаем оценку

(

1− K2cδ

αλ

)

µ(τ̃i) ≤ p+K3

(

α+ δ + δhα−1
)

.

Поэтому при h ∈ (0, h∗) верно неравенство

µ(τ̃i) ≤ 2p + 2K3

(

α+ δ + δhα−1
)

≤ 2p+ 2K3(α+ 2δ), (3.17)

если hα−1 ≤ 1. Кроме того, в силу (3.16) при t ∈ [τ̃i, τi+1]

µ(t) ≤ p+ 3K3α+
cK2

λ

δ

α
µ(τ̃i).

Заметим, что при h ∈ (0, h∗) справедливо неравенство
cK2

λ

δ(h)

α(h)
≤ 0.5. В таком случае при

h ∈ (0, h∗), t ∈ [τ̃i, τi+1] в силу (3.17) верно соотношение

µ(t) ≤ p+ 3K3α+ 0.5µ(τ̃i) ≤ 2p + 5K3(α+ δ).

Учитывая (3.6), (3.11), (3.17), а также неравенства δh2α−2 ≤ δ, δα−1 ≤ 1, (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2,
получаем

τi+1
∫

τ̃i

‖ẇh(s)‖2 ds =
τi+1
∫

τ̃i

‖fh(s)−
1

α
B̃[wh(τi)− ξhi ]‖2 ds
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≤ 2

τi+1
∫

τ̃i

‖fh(s)‖2 ds+ 4
δ

α2
K2

0

(

µ2(τi) + h2
)

≤ 2M2
2 δ + 4K2

0

δ

α2

(

8p2 + 8K2
3 (α

2 + 4δ2) + h2
)

= 2M2
2 δ + 32K2

0

δ

α2
p2 + 2(4K0K3)

2
(

δ + 4
δ3

α2

)

+ 4K2
0

δ

α2
h2

=
(

2M2
2 + 2(4K0K3)

2
)

δ + 32K2
0

δ

α2
p2 + 4K2

0

δ

α2
h2 + 2(8K0K3)

2 δ
3

α2
.

Справедливость леммы вытекает из последних двух неравенств.
Лемма 1 доказана.

Символом W ([a, b];Rn) обозначим пространство абсолютно непрерывных n-мерных функ-
ций, производные которых принадлежат L∞([a, b];Rn).

Лемма 2. Если управление u(·) является элементом пространства W ([a, ϑ];Rn), a ∈
[0, ϑ), то при всех t ∈ [a, ϑ∗] имеет место неравенство

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ L(h, δ, α, t − a, p),

где

L(h, δ, α, t − a, p) ≡ cα

λ(t− a)
‖B‖d+ c̃1α(h) + c̃2ω(δ(h)) + c̃3(h+ δ(h))α−1(h) + c̃4δ(h)pα

−2(h),

c̃1 = f∗cλ
−1‖B‖, c̃2 = M∗ +K0(C +max{1,M}),

c̃3 = c̃2 + 2(K0 max{1,M} + C), c̃4 = 8
√
2K2

0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая (3.10), заключаем, что при t ∈ [a, ϑ] справедливо
равенство

α−1B̃[wh(t)− x(t)]− α−1B̃[wh(a)− x(a)] =

t
∫

a

d

ds
πα(t− s)Φ

(1)
h (s) ds (3.18)

= −
t

∫

a

d

ds
πα(t− s)Bu(s) ds+

3
∑

j=1

t
∫

a

d

ds
πα(t− s)ν

(j)
δ (s) ds,

где
ν
(1)
δ (s) = α−1B̃[wh(s)− wh(τi)], ν

(2)
δ (s) = −α−1B̃[x(s)− ξhi ],

ν
(3)
δ (s) = f(τi, ξ

h
i )− f(s, x(s)) при п.в. s ∈ δi = [τi, τi+1), a ≤ s.

В силу леммы 1 (см. (3.8)) имеем

‖ν(1)δ (t)‖ ≤ 1

α
K0

t
∫

τ̃i

‖ẇh(s)‖ds ≤ δ1/2

α
K0

(

τi+1
∫

τ̃i

‖ẇh(s)‖2ds
)1/2

≤ δ1/2

α
K0

(

Cδ1/2 + 4
√
2K0

δ1/2

α
p
)

≤ K0

(

C
δ

α
+ 4

√
2K0

δ

α2
p
)

≤ K0C
δ

α
+ 4

√
2K2

0

δ

α2
p, t ∈ [τ̃i, τi+1].

(3.19)

В свою очередь в силу (2.2) и (3.1) будем иметь

‖ν(2)δ (t)‖ ≤ C0(δ + h)α−1, t ∈ [a, ϑ], (3.20)
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где C0 = K0 max{1,M}. Кроме того (см. (3.2)),

‖γ(3)δ (t)‖ ≤ M∗(δ + h+ ω(δ)), t ∈ [a, ϑ]. (3.21)

В таком случае из (3.19)–(3.21), учитывая (3.7), выводим

∥

∥

∥

3
∑

j=1

t
∫

a

d

ds
πα(t− s)ν

(j)
δ (s) ds

∥

∥

∥
≤ ̺(h, α, δ) + C2

δ

α2
p, (3.22)

где

̺(h, α, δ) = C1

(

ω(δ) +
δ + h

α

)

, t ∈ [a, ϑ].

C1 = M∗+K0(C+max{1,M}), C2 = 4
√
2K2

0 . Интегрируя по частям первое слагаемое в правой
части равенства (3.18), получим

−
t

∫

a

( d

ds
πα(t− s)

)

Bu(s) ds = πα(t− a)Bu(a)−Bu(t) +

t
∫

a

πα(t− s)Bu̇(s) ds. (3.23)

Далее, учитывая (3.7), (3.22), (3.23), из (3.18) выводим

∥

∥

∥
− 1

α
B̃[wh(t)− x(t)] +

1

α
B̃[wh(a)− x(a)]−Bu(t)

∥

∥

∥
≤ C2

δ

α2
p

+ ̺(h, α, δ) + ‖πα(t− a)Bu(a)‖+ c

t
∫

a

e−
λ
α
(t−s)‖B‖‖u̇(s)‖ ds.

(3.24)

Заметим (см. (3.7)), что верна цепочка неравенств

‖πα(t− a)Bu(a)‖ ≤ ce−
λ
α
(t−a)‖Bu(a)‖ ≤ cα

λ(t− a)
‖Bu(a)‖, (3.25)

c

t
∫

a

e−
λ
α
(t−s)‖B‖‖u̇(s)‖ ds ≤ αc̃1.

Кроме того, из (3.1), (3.8) выводим при t ∈ [τ̃i, τi+1]

∥

∥α−1B̃{[wh(t)− x(t)]− [wh(τi)− ξhi ]}
∥

∥

≤ K0

α

(

t
∫

τi

‖ẇh(s)‖ ds + h+

t
∫

τi

‖ẋ(s)‖ ds
)

≤ C0(h+ δ)α−1 +K0δα
−1

(

C + 4
√
2K0

p

α

)

.
(3.26)

В силу ограниченности u̇(·) (‖u̇(t)‖ ≤ f∗ при п.в. t ∈ [a, ϑ] (см. (2.4)) из (3.24), (3.26), учитывая
(3.22), (3.23), (3.25), получаем при t ∈ δi неравенство

∥

∥

∥
− 1

α
B̃[wh(τi)− ξhi ] +

1

α
B̃[wh(a)− x(a)] −Bu(t)

∥

∥

∥
≤ c̃4

δ

α2
p

+ C0
h

α
+ ̺(h, δ, α) + (C0 +K0C)

δ

α
+ c̃1α+

cα

λ(t− a)
‖Bu(a)‖.

Справедливость леммы следует из последнего неравенства.

Лемма 2 доказана.
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4. Алгоритм решения

Перейдем к описанию алгоритма решения рассматриваемой задачи, воспользовавшись кон-
струкциями предыдущего раздела. Функцию α(·) зададим следующим образом:

α(h) = δ2/3(h),

где δ(h) — шаг разбиения ∆h, у которого δ(h) = ϑm−1
h , mh = M3

h , Mh =
[(ϑ

h

)1/3]

, символ [a]

означает целую часть числа a. Заметим, что при таком выборе величин α, δ верно неравенство
h ≤ δ(h). Положим также, что при h ∈ (0, h∗), h∗ < 1, верны неравенства δ(h)(1+M2

h ) < ϑ− tr,
β = ϑM−1

h < 0.5d0.
Введем три функции N(h) = M2

h , g1(·) и g(·). Последние две зададим следующим образом:

g1(α, δ, h) = f∗(δ + β) + L1 + L2,

где L1 = L(h, α, δ, d0 , h), L2 = L(h, α, δ, β, 2h + 5K3(α+ δ)),

g(α, δ, h) = f∗(δ + β) + L3 + L4,

где L3 = L(h, α, δ, d0/3, 2h + 5K3(α+ δ)), L4 = L(h, α, δ, β, 4h + 15K3(α+ δ)).
Очевидно, можно указать число h1 ∈ (0, h∗) такое, что при всех h ∈ (0, h1) верны неравен-

ства
δ(h) ≤ d0/4, g1(α(h), δ(h), h) ≤ b/2, g(α(h), δ(h), h) ≤ b/2.

Здесь число h∗ определено в предыдущем разделе.
Опишем алгоритм решения задачи. В качестве модели возьмем систему вида (3.3) с на-

чальным состоянием (3.4). Управление uh(·) в этой системе будем вычислять по правилу (3.5),
т. е. положим

Uh(τi, ξ
h
i , w

h(τi)) = −α−1B′[wh(τi)− ξhi ], α = α(h), τi = τh,i.

До начала работы алгоритма фиксируем величину h ∈ (0, h1), разбиение ∆h, а также число
α = α(h) и номер N = N(h). На первом этапе найдем полуинтервал, на котором находится
первая точка разрыва. Для этого в каждый момент τi ≥ d0 вычисляем величину

λi = ‖uh(τi−N−1)− uh(τi)‖.

Пусть при некотором i ∈ [1 : mh − 1], τi > d0 впервые выполняется неравенство

λi > b/2,

т. е. при всех j ≤ i− 1, d0 ≤ τj имеют место неравенства λj ≤ b/2.

Теорема 1. Первая точка разрыва t1 управления находится на полуинтервале γi =
(τi−N−1, τi−N ]. Причем величина разрыва b1 отличается от λi на g1, т.е.

|b1 − λi| ≤ g1(α, δ, h). (4.1)

Пусть вычислены k (1 ≤ k) полуинтервалов, которым принадлежат первые k точек раз-
рыва, т. е. tj ∈ (τij−1, τij ], j ∈ [1 : k], τij+1 < τij+1−1. Последнее неравенство следует из соот-
ношения δ(h) ≤ d0/4. В каждый момент τi ≥ τik + d0 вычисляем величину λi. Пусть впервые
выполняется неравенство

λi > b/2,

т. е. при всех j ≤ i− 1, τik−1 + d0 ≤ τj имеют место неравенства λj ≤ b/2.
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Теорема 2. (k+1) точка разрыва tk+1 управления находится на полуинтервале γi. При-

чем величина разрыва bk+1 отличается от λi на g, т. е.

|bk+1 − λi| ≤ g(α, δ, h).

Если известно количество r точек разрыва, то после вычисления величины tr, т. е. нахож-
дения полуинтервала γi такого, что tr ∈ γi, работа алгоритма заканчивается. Если число r
неизвестно, то работа алгоритма осуществляется до момента ϑ.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть первая точка разрыва управления t1 нахо-
дится на полуинтервале (τi1−1, τi1 ]. В таком случае u(·) ∈ W ([0, τi1−1];R

n). Воспользовавшись
леммой 2 и учитывая тот факт, что t1 > d0, заключаем, что справедливо неравенство

‖uh(τi1−1)− u(τi1−1)‖ ≤ L1. (4.2)

Ввиду ограниченности функции u̇(·) (‖u̇(t)‖ ≤ f∗ при п.в. t ∈ T ) имеют место неравенства

‖u(t1−)− u(τi1−1)‖ ≤ f∗(t1 − τi1−1), (4.3)

‖u(t1+)− u(τi1)‖ ≤ f∗(τi1 − t1). (4.4)

Объединив (4.3) и (4.4), получаем

∣

∣‖u(τi1)− u(τi1−1)‖ − b1
∣

∣ ≤ f∗δ, (4.5)

где b1 — величина разрыва управления в момент t1, т. е. b1 = ‖u(t1+) − u(t1−)‖. Применив
лемму 1 и учитывая неравенство ‖x(0) − wh(0)‖ ≤ h, устанавливаем справедливость неравен-
ства

µ(τi1) ≤ 2h+ 5K3(α+ δ). (4.6)

Так как β ≤ 0.5d0, то u(·) ∈ W ([τi1 , τi1+N ];Rn). Поэтому, снова воспользовавшись леммой 2, а
также неравенством (4.6), устанавливаем соотношение

‖uh(τi1+N )− u(τi1+N )‖ ≤ L2. (4.7)

Кроме того, в силу равенства N(h)δ(h) = β(h) справедлива оценка

‖u(τi1+N )− u(τi1)‖ ≤ f∗β. (4.8)

При выводе (4.8) мы воспользовались непрерывностью управления на отрезке [τi1 , τi1+N ]. По-
следнее является следствием неравенства 2β ≤ d0. Учитывая (4.7), (4.8), получаем

‖uh(τi1+N )− u(τi1)‖ ≤ L2. (4.9)

Далее, из (4.2), (4.5) следует неравенство

∣

∣‖uh(τi1−1)− u(τi1)‖ − b1
∣

∣ ≤ f∗δ + L1. (4.10)

Теперь, воспользовавшись (4.9) и (4.10), получаем

∣

∣‖uh(τi1+N )− uh(τi1−1)‖ − b1
∣

∣ ≤ g1(α, δ, h).

В таком случае при i = i1 +N имеем
∣

∣b1 − ‖uh(τi)− uh(τi−N−1)‖
∣

∣ ≤ g1(α, δ, h). Значит,

0.5b ≤ b1 − g1(α, δ, h) ≤ λi ≤ b1 + g1(α, δ, h).
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Неравенство (4.1) установлено. Обратим внимание на тот факт, что если бы управление было
непрерывным на полуинтервале (τi1−1, τi1 ], то учитывая (4.2), (4.7), а также непрерывность
управления справа в точках разрыва, можно сделать вывод, что верна цепочка неравенств

λi1+N ≡ ‖uh(τi1+N )− uh(τi1−1)‖ ≤ ‖uh(τi1+N )− u(τi1+N )‖
+ ‖u(τi1+N )− u(τi1)‖+ ‖u(τi1)− uh(τi1−1)‖
+ ‖uh(τi1−1)− u(τi1−1)‖ ≤ g1(α, δ, h) ≤ 0.5b,

(4.11)

так как τi1+N − τi1−1 < d0. Неравенства (4.11) также верны при замене i1 +N на любой номер
i ∈ [i∗1 : i1 +N − 1], где i∗1 = [d0/δ(h)] + 1. Поэтому при всех таких i λi ≤ 0.5b.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1. Предполо-
жим, что найдены k полуинтевалов, в которых расположены первые k точек разрыва управ-
ления: tj ∈ (τij−1, τij ], j ∈ [1 : k], τij+1 < τij+1

. В таком случае tk+1 ∈ (τik+1−1, τik+1
]. На отрезке

[τik+1, τik+1−1] управление является непрерывной функцией. Далее, имеет место неравенство

τik+1−1 − τik+1 ≥ 0.5d0

ввиду того, что 2δ(h) ≤ 0.5d0, tk+1 − tk ≥ d0. Значит, воспользовавшись леммами 1 и 2, уста-
навливаем неравенство

‖uh(τik+1−1)− u(τik+1−1)‖ ≤ L3, (4.12)

ибо τik+1−1 > tk + d0/3, а на отрезке [tk, tk+1− δ] управление является непрерывной функцией.
Далее, справедливы неравенства

‖u(tk+1−)− u(τik+1−1)‖ ≤ f∗(tk+1 − τik+1−1), (4.13)

‖u(tk+1+)− u(τik+1
)‖ ≤ f∗(τik+1

− tk+1). (4.14)

Учитывая неравенства (4.13) и (4.14), выводим

∣

∣‖u(τik+1
)− u(τik+1−1)‖ − bk+1

∣

∣ ≤ f∗δ. (4.15)

В силу леммы 1
µ(τik) ≤ 2h+ 5K3(α+ δ).

Следовательно,
µ(τik+1

) ≤ 2µ(τik) + 5K3(α+ δ) ≤ 4h+ 15K3(α+ δ). (4.16)

Положив в лемме 2 a = τik+1, p = 4h+ 15K3(α+ δ) и учитывая (4.16), получим

‖uh(τik+1+N )− u(τik+1+N )‖ ≤ L4. (4.17)

Заметим, что
‖u(τik+1+N )− u(τik+1

)‖ ≤ f∗β, (4.18)

ибо τik+1+N ≤ tk+2. Объединив (4.17) и (4.18), будем иметь

‖uh(τik+1+N )− u(τik+1
)‖ ≤ f∗β + L4. (4.19)

Далее, из (4.12), (4.15) следует неравенство

∣

∣‖uh(τik+1−1)− u(τik+1
)‖ − bk+1

∣

∣ ≤ f∗δ + L4. (4.20)

В свою очередь, из (4.19) и (4.20) выводим

∣

∣‖uh(τik+1+N )− uh(τik+1−1)‖ − bk+1

∣

∣ ≤ g(α, δ, h).
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Считая i = ik+1 +N , будем иметь

∣

∣bk+1 − ‖uh(τi)− uh(τi−N−1)‖
∣

∣ ≤ g(α, δ, h),

т. е.
0.5b ≤ bk+1 − g(α, δ, h) ≤ λi ≤ bk+1 + g(α, δ, h).

В заключение отметим, что если бы управление было непрерывным на полуинтервале
(τik+1−1, τik+1

], то, учитывая (4.12), (4.17), (4.18), можно сделать вывод, что верна цепочка
неравенств

λik+1+N ≡ ‖uh(τik+1+N )− uh(τik+1−1)‖ ≤ ‖uh(τik+1+N )− u(τik+1+N )‖
+ ‖u(τik+1+N )− u(τik+1

)‖+ ‖uh(τik+1−1)− u(τik+1
)‖

+‖uh(τik+1−1)− u(τik+1−1)‖ ≤ g(α, δ, h) ≤ 0.5b.

(4.21)

Неравенства (4.21) также верны при замене ik+1 + N на любое i ∈ [i∗k : ik+1 + N − 1], где
i∗k = ik + [d0/δ(h)]. Значит, при всех таких i λi ≤ 0.5b.

Теорема 2 доказана.
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