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Введение

Среди задач оптимального управления встречаются задачи, где процессом следует управ-
лять так, чтобы изменение управляемого процесса в течение всего времени управления про-
исходило по заданной траектории или мало отличалось от нее. На практике наиболее ве-
роятным является второй случай. В этом случае от функции управления требуется, чтобы
это отклонение в том или ином смысле было минимальным. В теории управления такие за-
дачи называются задачами слежения. В данной статье исследованы вопросы разрешимости
задачи слежения при нелинейной векторной оптимизации колебательных процессов, описы-
ваемых интегро-дифференциальными уравнениями в частных производных в случае, когда
скалярные функции внешнего и граничного воздействия нелинейно зависят от нескольких
управлений. Исследование проводилось с использованием принципа максимума для систем
с распределенными параметрами [1–4]. Условие оптимальности приводит к системе равных
отношений относительно компонентов распределенного векторного управления и граничного
векторного управления. В этом случае компоненты распределенного векторного оптимально-
го управления и граничного векторного оптимального управления определяются как решения
системы двух нелинейных интегральных уравнений, одно из которых рассматривается для
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внутренних точек области и содержит интеграл искомой функции, вычисленной вдоль грани-
цы области, а второе — для граничных точек области и содержит интеграл искомой функции,
вычисленной по области. Была разработана методика исследования однозначной разрешимо-
сти этой нестандартной системы. В частности, с введением новых функций, определенных
в замкнутой области, получено скалярное нелинейное интегральное уравнение, эквивалент-
ное нестандартной системе двух нелинейных интегральных уравнений. Однозначная разре-
шимость скалярного нелинейного интегрального уравнения исследована методом сжимающих
отображений. Далее, согласно системе равных отношений построены векторные распределен-
ное оптимальное и граничное оптимальное управления. Затем определяется оптимальный про-
цесс и вычисляется минимальное значение функционала. Таким образом, в случае векторных
распределенного и граничного управлений, разработана методика построения полного реше-
ния задачи слежения при нелинейной оптимизации колебательных процессов, описываемых
интегро-дифференциальными уравнениями в частных производных с интегральным операто-
ром Фредгольма.

1. Постановка задачи слежения при нелинейной оптимизации

Интегро-дифференциальными уравнениями в частных производных описываются многие
технологические процессы [2; 4–7]. В данной статье рассматривается задача оптимального
управления отклонением процесса V (t, x), описываемого интегро-дифференциальным уране-
нием в частных производных гиперболического типа с интегральным оператором Фредгольма,
от заданного желаемого состояния ξ(t, x), т. е. требуется минимизировать интегральный функ-
ционал

J [ū(t, x), v̄(t, x)] =

T
∫

0

∫

Q

[V (t, x)− ξ(t, x)]2 dx dt

+

T
∫

0

(

α

∫

Q

h[t, x, ū(t, x)] dx+ β

∫

γ

b[t, x, ϑ̄(t, x)] dx

)

dt, α, β > 0,

(1.1)

на множестве решений краевой задачи

Vtt −AV = λ

T
∫

0

K(t, τ)V (τ, x)dτ + f [t, x, ū(t, x)], x ∈ Q ⊂ R
n, 0 < t < T, (1.2)

V (0, x) = ψ1(x), Vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q, (1.3)

ΓV (t, x) ≡
n
∑

i,k=1

aik(x)Vxk
(t, x) cos(δ, xi)+a(x)V (t, x) = p[t, x, ϑ̄(t, x)], x ∈ γ, 0 < t < T, (1.4)

где h[t, x, ū(t, x)] и b[t, x, ϑ̄(t, x)] — заданные функции, строго выпуклые по векторным аргу-
ментам ū(t, x) и ϑ̄(t, x) соответственно.

Опишем входящие в (1.1)–(1.4) переменные.
Q — область n-мерного евклидового пространства R

n, ограниченная кусочно-гладкой гра-
ницей γ, A — эллиптический оператор,

AV (t, x) =

n
∑

i,j

(aij(x)Vxj
(t, x))xi

− c(x)V (t, x),

aij(x) = aji(x),
n
∑

i,j

aij(x)αiαj ≥ c0

n
∑

i=1

α2
i , c0 > 0,
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а a(x) ≥ 0, c(x) ≥ 0 — известные измеримые функции. Функция K(t, τ), которая является
ядром интегрального оператора Фредгольма, определена в области D = {0 ≤ t, τ ≤ T} и
удовлетворяет условию

T
∫

0

T
∫

0

K2(t, τ)dτdt = K0 <∞.

λ — параметр, функция ψ1(x) ∈ H1(Q) и характеризует состояние управляемого процесса в
начальный момент времени, ψ2(x) ∈ H(Q) и характеризует начальную скорость точек управ-
ляемого объекта, где H1(Q) — пространство Соболева первого порядка, H(Q) — гильбертово
пространство квадратично-суммируемых в области Q функций, δ — вектор нормали, выходя-
щий из точки x ∈ γ, T — фиксированный момент времени.

Скалярная функция f [t, x, ū(t, x)], описывающая действие внешнего источника, монотон-
на и нелинейна по каждому компоненту векторного распределенного управления ū(t, x) =
(u1(t, x), . . . , uk(t, x)), которое является элементом пространства Hk(QT ) = H(QT ) × . . . ×
H(QT ), и

||ū(t, x)||2
Hk(QT ) =

∫

QT

k
∑

i=1

u2i (t, x)dxdt =

k
∑

i=1

‖ui(t, x)‖2H(QT ).

Скалярная функция p[t, x, ϑ̄(t, x)], описывающая действие граничного источника, моно-
тонна и нелинейна по каждому компоненту векторного граничного управления ϑ̄(t, x) =
(ϑ1(t, x), . . . , ϑm(t, x)), которое является элементом пространства Hm(γT ) = H(γT ) × . . . ×
H(γT ), γT = γ × (0, T ), и

||γ̄(t, x)||2Hm(γT ) =

∫

γT

k
∑

i=1

ϑ2i (t, x) dx dt =
m
∑

i=1

‖ϑi(t, x)‖2H(γT ).

2. Обобщенное решение краевой задачи

Краевая задача (1.2)–(1.4) при заданных условиях, налагаемых на исходные функции, не
может иметь классического решения. Поэтому, следуя методике работы [8], будем пользоваться
следующим определением обобщенного решения краевой задачи (1.2)–(1.4).

О п р е д е л е н и е. Обобщенным решением краевой задачи (1.2)–(1.4) называется функ-
ция V (t, x) ∈ H(QT ), которая при любых t1, t2 (0 < t1 ≤ t ≤ t2 ≤ T ) и Φ(t, x) ∈ H1(QT )
удовлетворяет интегральному тождеству

∫

Q

(Vt(t, x)Φ(t, x))
t2
t1
dx =

t2
∫

t1

{
∫

Q

[

Vt(t, x)Φt(t, x)−
n
∑

i,k=1

aik(x)Vxk
(t, x)Φxi

(t, x)

− c(x)V (t, x)Φ(t, x) +

(

λ

T
∫

0

K(t, τ)V (τ, x)dτ + f [t, x, ū(t, x)]

)

Φ(t, x)

]

dx

+

∫

γ

(p[t, x, ϑ̄(t, x)] − a(x)V (t, x))Φ(t, x)dx

}

dt, 0 ≤ t1 < t < t2 ≤ T,

а также начальным условиям в слабом смысле, т. е. равенства

lim
t→t0

∫

Q

V (t, x)φ0(x)dx =

∫

Q

ψ1(x)φ0(x)dx, lim
t→t0

∫

Q

Vt(t, x)φ1(x)dx =

∫

Q

ψ2(x)φ1(x)dx,
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выполняются для любых функций φ0(x) ∈ H(Q) и φ1(x) ∈ H(Q). Следуя методике работы [8],
решение краевой задачи (1.2)–(1.4) найдем в виде

V (t, x) =

∞
∑

n=1

Vn(t)zn(x), Vn(t) =

∫

Q

V (t, x)zn(x) dx, (2.1)

где zn(x) являются обобщенными собственными функции краевой задачи

Dn(V (t, x), zm(x)) ≡
∫

Q

( n
∑

i,j=1

ai,j(x)Vxi
(t, x)zmxj

(x) + c(x)zm(x)

)

dx

+

∫

γ

a(x)zm(x)V (t, x)dx = λ2m

∫

Q

V (t, x)zm(x)dx,

Γzm(x) = 0, x ∈ γ, 0 < t < T, m = 1, 2, 3, . . . ,

(2.2)

и образуют полную ортонормированную систему zn(x) в гильбертовом пространстве H(Q̄), Q̄ =
Q ∪ γ , а соответствующие собственные значения λn удовлетворяют условиям λn ≤ λn+1, n =
1, 2, 3, . . . , limn→∞ λn = ∞.

Учитывая результаты работы [9] и формулу (2.1), нетрудно показать, что обобщенное ре-
шение краевой задачи (1.2)–(1.4) определяется по формуле

V (t, x) =
∞
∑

n=1

(

ψn(t, λ) +
1

λn

T
∫

0

En(t, η, λ)
(

fn[η, ū] + pn[η, ϑ̄]
)

dη

)

zn(x), (2.3)

где

fn[η, ū] =

∫

Q

f [t, x, ū(t, x)]zn(x) dx, pn[η, ϑ̄] =

∫

γ

p[t, x, ϑ̄(t, x)]zn(x) dx,

ψn(t, λ) = ψ1n

(

cos λnt+ λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ) cos λns ds

)

+
ψ2n

λn

(

sinλnt+ λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ) sin λns ds

)

,

En(t, η, λ) =



































sinλn(t− η) + λ

T
∫

η

Rn(t, s, λ) sin λn(s− η) ds, 0 ≤ η ≤ t,

λ

T
∫

η

Rn(t, s, λ) sin λn(s− η) ds, t ≤ η ≤ T.

Здесь Rn(t, s, λ) — известная резольвентная функция краевой задачи (1.2)–(1.4), удовлетворя-
ющая оценкам

T
∫

0

|Rn(t, s, λ)|2 ds ≤
K0T

(λn − |λ|T
√
K0)2

,

T
∫

0

|R′n(t, s, λ)|2 ds ≤ K0Tλ
2
n

(λn − λT
√
K0)2

. (2.4)

Решение V (t, x) и его обобщенная производная Vt(t, x) являются элементами гильбертова про-
странства H(QT ) для любых значений параметра λ, удовлетворяющих оценке

|λ| < λ1√
K0T 2

. (2.5)
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3. Условия оптимальности

Согласно принципу максимума [1–4] приращение функционала (1.1) можно представить в
виде

∆J [ū(t, x), ϑ̄(t, x)] = J [ū(t, x) + ∆ū(t, x), ϑ̄(t, x) + ∆ϑ̄(t, x)]− J [ū(t, x), ϑ̄(t, x)]

= −
T
∫

0

∆Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ū(t, x), ϑ̄(t, x)]dt +

T
∫

0

∫

Q

∆V 2(t, x)dxdt,

где функция типа Понтрягина имеет вид

Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ū(t, x), ϑ̄(t, x)] =

∫

Q

(

ω(t, x)f [t, x, ū(t, x)]− αh[t, x, ū(t, x)]
)

dx

+

∫

γ

(

ω(t, x)p[t, x, ϑ̄(t, x)]− βb[t, x, ϑ̄(t, x)]
)

dx,

а функция ω(t, x) является решением сопряженной краевой задачи

ωtt −Aω = λ

T
∫

0

K(τ, t)ω(τ, x)dτ + 2[V (t, x)− ξ(t, x)], x ∈ Q, 0 < t < T, (3.1)

ω(T, x) = 0, ωt(T, x) = 0, x ∈ Q, (3.2)

Γω(t, x) = 0, x ∈ γ, 0 < t < T. (3.3)

С учетом (2.3) она определяется по формуле

ω(t, x) =

∞
∑

n=1

ωn(t)zn(x) =

∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

(

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)(fn[τ, ū] + pn[τ, ϑ])dτ

+

T
∫

0

Wn(η, t, λ)[−ξn(η) + ψn(η, λ)]dη

)

zn(x),

(3.4)

где

Gn(t, τ, λ) =

T
∫

0

Wn(η, t, λ)ǫn(η, τ, λ)dη,

ǫn(t, τ, λ) =































(

1

λn
sinλn(t− τ) + λ

T
∫

τ

Rn(t, s, λ)
( 1

λn
sinλn(s− τ)

)

ds

)

, 0 ≤ τ ≤ t,

0 + λ

T
∫

τ

Rn(t, s, λ)
( 1

λn
sinλn(s− τ)

)

ds, t ≤ τ ≤ T.

Wn(η, t, λ) =































0 + λ

η
∫

0

R∗

n(s, t, λ) sin λn(η − s)ds, 0 ≤ η ≤ t,

sinλn(η − t) + λ

η
∫

0

R∗

n(s, t, λ) sin λn(η − s)ds, t ≤ τ ≤ T.
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Здесь R∗

n(s, t, λ) — резольвентная функция сопряженной краевой задачи (3.1)–(3.3).
Исследование функции Π[t, x, V (t, x), ω(t, x), ū(t, x), ϑ̄(t, x)] на максимум проводится для слу-
чая, когда области допустимых значений компонентов распределенного и граничного управ-
лений являются открытыми множествами. Тогда компоненты оптимальных векторных управ-
лений ū0(t, x) и ϑ̄0(t, x) удовлетворяют системе равенств

Πui
[t, x, V (t, x), ω(t, x), u1(t, x), . . . , uk(t, x), ϑ1(t, x), . . . , ϑm(t, x)]

= ω(t, x)fui
[t, x, u1(t, x), . . . , uk(t, x)] − αhui

[t, x, u1(t, x), . . . , uk(t, x)] = 0,

i = 1, 2, . . . , k, x ∈ Q,

Πϑi
[t, x, V (t, x), ω(t, x), u1(t, x), . . . , uk(t, x), ϑ1(t, x), . . . , ϑm(t, x)]

= ω(t, x)pϑi
[t, x, ϑ1(t, x), . . . , ϑm(t, x)]− βbϑi

[t, x, ϑ1(t, x), . . . , ϑm(t, x)] = 0,

i = 1, 2, . . . ,m, x ∈ γ,

(3.5)

и неравенств

∆j(α) = (−α)jΠj
i=1fuj

(.)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(hu1
(.)

fu1
(.)

)

u1

. . .
(hu1

(.)

fu1
(.)

)

uj

...
. . .

...
(huj

(.)

fuj
(.)

)

u1

. . .
(huj

(.)

fuj
(.)

)

uj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

> 0, j = 1, 2, 3, . . . , k, x ∈ Q,

∆j(β) = (−β)jΠj
i=1pϑj

(.)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

( bϑ1
(.)

pϑ1
(.)

)

ϑ1

. . .
( bϑ1

(.)

pϑ1
(.)

)

ϑj

...
. . .

...
( bϑj

(.)

pϑj
(.)

)

ϑ1

. . .
( bϑj

(.)

pϑj
(.)

)

ϑj

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

> 0, j = 1, 2, 3, . . . ,m, x ∈ γ,

(3.6)

где h(.) = h[t, x, ū(t, x)], b(.) = h[t, x, ϑ̄(t, x)], которые называются условиями оптимальности
для компонентов управлений ū(t, x), x ∈ Q, и ϑ̄(t, x), x ∈ γ. Заметим, что условия (3.5) и (3.6)
ограничивают класс функций f [t, x, ū(t, x)] и p[t, x, ϑ̄(t, x)], т. е. задача нелинейной оптимизации
может иметь решение только для таких пар функций f [t, x, ū(t, x)] и p[t, x, ϑ̄(t, x)], для которых
выполняется система равенств (3.5) и неравенств (3.6).

4. Система нелинейных интегральных уравнений оптимальных управлений

Рассматриваемая задача нелинейной оптимизации обладает специфическим свойством, т. е.
условия оптимальности, задаваемые равенствами (3.5), можно переписать в виде равных от-
ношений

ω(t, x) =
αhu1

[t, x, ū(t, x)]

fu1
[t, x, ū(t, x)]

= . . . =
αhuk

[t, x, ū(t, x)]

fuk
[t, x, ū(t, x)]

, x ∈ Q, (4.1)

ω(t, x) =
βbϑ1

[t, x, ϑ̄(t, x)]

pϑ1
[t, x, ϑ̄(t, x)]

= . . . =
βbϑm

[t, x, ϑ̄(t, x)]

pϑm
[t, x, ϑ̄(t, x)]

, x ∈ γ. (4.2)

Это обстоятельство существенно упрощает процедуру построения оптимальных управле-
ний ū0(t, x) и ϑ̄0(t, x) .

Следуя методике работы [9], в (4.1) введем обозначения

αhui
[t, x, ū(t, x)]

fui
[t, x, ū(t, x)]

= θ1(t, x), i = 1, 2, 3, . . . , k, x ∈ Q. (4.3)

Каждое из этих равенств в силу условий (3.6) и теоремы о неявных функциях [10] одно-
значно разрешается относительно управления ui(t, x) , т. е. имеют место соотношения

ui[t, x] = ϕi[t, x, θ1(t, x), α], i = 1, 2, 3, . . . , k, x ∈ Q, (4.4)



О разрешимости задачи слежения 109

где ϕi[t, x, θ1(t, x), α] — известные функции.

Аналогично для системы (4.2) введем обозначения

βbϑi
[t, x, ϑ̄(t, x)]

pϑm
[t, x, ϑ̄(t, x)]

= θ2(t, x), i = 1, 2, 3, . . . ,m, x ∈ γ, (4.5)

и получим систему соотношений

ϑi[t, x) = σi[t, x, θ2(t, x), β], i = 1, 2, 3, . . . ,m, x ∈ γ, (4.6)

где σi[t, x, θ2(t, x), β] — известные функции.

Как следует из системы равенств (4.4) и (4.6), для построения искомых оптимальных
управлений достаточно знать функции θ1(t, x), x ∈ Q, и θ2(t, x), x ∈ γ. Далее, согласно со-
отношениям (3.4), (4.1), (4.3), (4.4) в области Q имеем уравнение

θ1(t, x) =
∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

{

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

×
[
∫

Q

f
(

τ, ξ, ϕ1[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α], . . . , ϕk[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α]
)

zn(ξ) dξ

+

∫

γ

p
(

τ, ξ, σ1[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β], . . . , σm[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β]
)

zn(ξ)dξ

]

dτ

+

∫

Q

Wn(η, t, λ)[−ξn(η) + ψn(η, λ)] dη

}

zn(x), x ∈ Q.

(4.7)

Аналогично согласно соотношениям (3.4), (4.2), (4.5) и (4.6) имеем уравнение

θ2(t, x) =

∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

{

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

×
[
∫

Q

f
(

τ, ξ, ϕ1[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α], . . . , ϕk[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α]
)

zn(ξ) dξ

+

∫

γ

p
(

τ, ξ, σ1[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β], . . . , σm[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β]
)

zn(ξ)dξ

]

dτ

+

∫

Q

Wn(η, t, λ)[−ξn(η) + ψn(η, λ)]dη

}

zn(x), x ∈ γ.

(4.8)

Таким образом, функции, θ1(t, x), x ∈ Q, и θ2(t, x), x ∈ γ, определяются как решение си-
стемы нелинейных интегральных уравнений специфического вида, состоящей из уравнений
(4.7), (4.8).

Далее рассмотрим вопросы разрешимости этой системы. Введем функции

θ(t, x) =

{

θ1(t, x), x ∈ Q,
θ2(t, x), x ∈ γ,

F [t, x, θ(t, x)] =

{

f(t, x, ϕ̄[t, x, θ1(t, x), α]), x ∈ Q,

p(t, x, σ̄[t, x, θ2(t, x), β]), x ∈ γ,
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и систему уравнений (4.7) и (4.8) представим в виде одного уравнения

θ(t, x) =
∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

(

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

F [τ, ξ, θ(τ, ξ)]zn(ξ)dξdτ

+

T
∫

0

Wn(η, t, λ)
[

− ξn(η) + ψn(η, λ)
]

dη

)

zn(x), x ∈ Q̄ = Q ∪ γ,

которое перепишем в операторной форме

θ(t, x) = F0[θ(t, x)] +W (t, x, λ), x ∈ Q̄, (4.9)

где

F0[θ(t, x)] =

∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

F [τ, ξ, θ(τ, ξ)]zn(ξ)dξdτzn(x), x ∈ Q̄, (4.10)

W (t, x, λ) =
∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

T
∫

0

Wn(η, t, λ)[−ξn(η) + ψn(η, λ)]dηzn(x), x ∈ Q̄.

Теперь докажем несколько лемм.

Лемма 1. Функция W (t, x, λ) является элементом гильбертова пространства H(Q̄T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы 1 доказывается непосредственной провер-
кой соотношений

T
∫

0

∫

Q

W 2(t, x, λ)dxdt, x ∈ Q, и

T
∫

0

∫

γ

W 2(t, x, λ)dxdt, x ∈ γ, т. е. W (t, x, λ) ∈ H(Q̄T ).

Лемма 2. Оператор F0[θ(t, x)] отображает пространство H(QT )×H(γT ) в себя.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая формулу (4.10) и оценки (2.4), непосредственными
вычислениями получаем неравенство

T
∫

0

∫

Q̄

F 2
0 [θ(t, x)] dx dt =

T
∫

0

∫

Q̄

[ ∞
∑

n=1

(

− 2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

F [τ, ξ, θ(τ, ξ)]zn(ξ) dξ dτzn(x)

]2

dx dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

( 4

λ2n

)

T
∫

0

G2
n(t, τ, λ) dτ

T
∫

0

(
∫

Q̄

F [τ, ξ, θ(τ, ξ)]zn(ξ) dξ

)2

dτ dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

4

λ2n

4T 3

λ2n

(

1 + λ2
K0T

2

(λn − |λ|
√
K0T 2)2

)2
T
∫

0

∫

Q̄

F 2[τ, ξ, θ(τ, ξ)] dξ

∫

Q̄

z2n(ξ) dξ dτ dt

=

T
∫

0

∞
∑

n=1

4

λ2n

4T 3

λ2n

(

1 + λ2
K0T

2

(λn − |λ|
√
K0T 2)2

)2
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×
T
∫

0

(
∫

Q

f2
(

τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α]
)

dξ +

∫

γ

p2
(

τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β]
)

dξ

)

dτ dt

≤ 16T 4
(

1 + λ2
K0T

2

(λ1 − |λ|
√
K0T 2)2

)2(∥
∥f

(

τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ1(τ, ξ), α]
)
∥

∥

2

H(QT )

+
∥

∥p
(

τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ2(τ, ξ), β]
)∥

∥

2

H(γT )

)

∞
∑

n=1

1

λ4n
<∞,

из которого следует утверждение леммы 2, т. е. F0[θ(t, x)] ∈ H(QT ). �

Теперь находим условия, при выполнении которых оператор F0[θ(t, x)] является сжимаю-
щим. В пространстве H(QT )×H(γT ) введем метрику по формуле

ρ2
(

θ̂(t, x), θ̃(t, x)
)

=

T
∫

0

∫

Q̄

∣

∣θ̂(t, x)− θ̃(t, x)
∣

∣

2
dx dt

=

T
∫

0

(
∫

Q

∣

∣θ̂1(t, x) − θ̃1(t, x)|2 dx+

∫

γ

|θ̂2(t, x)− θ̃2(t, x)
∣

∣

2
dx

)

dt,

и норму элемента θ(t, x)

‖θ(t, x)‖2H(QT )×H(γT ) =

T
∫

0

∫

Q̄

|θ(t, x)|2 dx dt =
T
∫

0

(
∫

Q

θ1(t, x)|2 dx+

∫

γ

|θ2(t, x)|2 dx
)

dt

= ‖θ1(τ, ξ)‖2H(QT ) + ‖θ2(τ, ξ)‖2H(γT ).

Лемма 3. Пусть скалярные функции f [t, x, ū(t, x)] и p[t, x, ϑ̄(t, x)] по векторным аргумен-

там, а векторные функции ϕ̄[t, x, θ̂(t, x), α] и σ̄[t, x, θ̂(t, x), β] по функциональным аргументам

удовлетворяют условиям Липщица

‖f(t, x, ϕ̄[t, x, θ̂(t, x), α]) − f(t, x, ϕ̄[t, x, θ̃(t, x), α])‖H(QT ) ≤ f0ϕ0(α)k‖θ̂1(t, τ)− θ̃1(t, x)‖H(QT ),

‖p(t, x, σ̄[t, x, θ̂(t, x), β]) − p(t, x, σ̄[t, x, θ̃(t, x), β])‖H(QT ) ≤ p0σ0(β)m‖θ̂2(t, τ)− θ̃2(t, x)‖H(γT ),

и для параметров задачи выполняется условие

c(α, β) = 4T 2
(

1 +
λ2K0T

2

(λ1 − |λ|
√
K0T 2)2

)

√

f20ϕ
2
0(α)k

2 + p20σ
2
0(β)m

2

√

√

√

√

∞
∑

n=1

1

λ4n
< 1, (4.11)

где f0 > 0, ϕ0(α) > 0, p0 > 0, σ0(β) > 0 — коэффициенты Липщица соответствующих функ-

ций, тогда оператор F0[t, x, θ(t, x)], определяемый по формуле (4.10), является сжимающим

в пространстве H(QT )×H(γT ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственным вычислением находим, что

ρ2(F0[θ̂(t, x)], F0[θ̃(t, x)]) =

T
∫

0

∫

Q̄

|F0[θ̂(t, x)] − F0[θ̃(t, x)]|2 dx dt
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=

T
∫

0

∫

Q̄

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

(−2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

F [τ, ξ, θ̂(τ, ξ)]zn(ξ) dξ dτzn(x)

−
∞
∑

n=1

(−2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

F [τ, ξ, θ̃(τ, ξ)]zn(ξ) dξ dτzn(x)

∣

∣

∣

∣

2

dxdt

=

T
∫

0

∫

Q̄

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

(−2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

(

F [τ, ξ, θ̂(τ, ξ)] − F [τ, ξ, θ̃(τ, ξ)]
)

zn(ξ) dξ dτzn(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

[

(

− 2

λn

)

T
∫

0

Gn(t, τ, λ)

∫

Q̄

(

F [τ, ξ, θ̂(τ, ξ)]− F [τ, ξ, θ̃(τ, ξ)]
)

zn(ξ) dξ dτ

]2

dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

4

λ2n

T
∫

0

G2
n(t, τ, λ) dτ

T
∫

0

[
∫

Q̄

(

F [τ, ξ, θ̂(τ, ξ)]− F [τ, ξ, θ̃(τ, ξ)]
)

zn(ξ) dξ

]2

dτ dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

( 4

λ2n

)

T
∫

0

G2
n(t, τ, λ) dτ

T
∫

0

∫

Q̄

(

(

F [τ, ξ, θ̂(τ, ξ)]− F [τ, ξ, θ̃(τ, ξ)]
)

dξ
)2

∫

Q̄

z2n(ξ) dξ dτ dt

≤
T
∫

0

∞
∑

n=1

( 4

λ2n

)

T
∫

0

G2
n(t, τ, λ) dτ

T
∫

0

[
∫

Q

(

f
(

τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ̂1(τ, ξ), α]
)

− f
(

τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ̃1(τ, ξ), α]
)

)2
dξ

+

∫

γ

(

p
(

τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ̂2(τ, ξ), β]
)

− p
(

τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ̃2(τ, ξ), β]
)

)2
dξ

]

dτ dt

≤ 16T 4
(

1 + λ2
K0T

2

(λ1 − ‖λ‖
√
K0T 2)2

)2(∥
∥f(τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ̂1(τ, ξ), α]) − f(τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ̃1(τ, ξ), α])

∥

∥

2

H(QT )

+
∥

∥p(τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ̂2(τ, ξ), β]) − p(τ, ξ, σ̄[τ, ξ, θ̃2(τ, ξ), β])
∥

∥

2

H(γT )

)

∞
∑

n=1

1

λ4n
≤ c2(α, β)ρ2(θ̂(t, x), θ̃(t, x)).

Отсюда получим неравенство ρ(F0[θ̂(t, x)], F0[θ̃(t, x)]) < c(α, β)ρ(θ̂(t, x), θ̃(t, x)), из которого
следует, что при выполнения условия (4.11) оператор F0[θ(t, x)] является сжимающим. �

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия.

1. Скалярные функции многих переменных f [t, x, ū(t, x)], x ∈ Q, и p[t, x, ϑ̄(t, x)], x ∈ γ, нели-

нейны, монотонны и удовлетворяют условию Липщица по функциональным переменным.

2. Параметр λ изменяется в пределах

|λ| < λ1√
K0T 2

,

где λ1 — собственное значение краевой задачи (2.2).
3. Параметры задачи удовлетворяют условию (4.11).

Тогда операторное уравнение (4.9) при каждой паре управлений (ū(t, x), ϑ̄(t, x)) в про-

странстве H(QT )×H(γT ) имеет единственное решение

θ0(t, x) =
(

θ01(t, x), θ
0
2(t, x)

)

, θ01(t, x) ∈ H(QT ), θ02(t, x) ∈ H(γT ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Метрическое пространство H(QT )×H(γT ) по построению явля-
ется полным. Согласно леммам 1, 2 операторное уравнение (4.9) можно рассматривать в про-
странстве H(QT )×H(γT ). Ввиду леммы 3 при выполнении условия (4.11) оператор F0[θ(t, x)]
является сжимающим. Следовательно, согласно принципу сжимающих операторов [10] опера-
торное уравнение (4.9) имеет единственное решение, которое может быть найдено как предел

θ0(t, x) = lim
n→∞

[θ(n)(t, x)],

где последовательность θ(n)(t, x) определяется по формуле θ(n)(t, x) = F0[θ(n−1)(t, x)] +
W (t, x, λ), n = 1, 2, 3, . . . , а θ(0) — произвольный элемент пространства H(QT )×H(γT ) .

При этом имеет место оценка [10]

‖θ0(t, x)− θ(n)(t, x)‖H(QT )×H(γT )

≤ cn(α, β)

1− c(α, β)

∥

∥F0[θ(0)(t, x)] +W (t, x, λ)− θ(0)(t, x)
∥

∥

H(QT )×H(γT )
. �

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и скалярные функции многих пере-

менных h[t, x, ū(t, x)] и b[t, x, ϑ̄(t, x)] — строго выпуклые функции по функциональным пе-

ременным. Тогда задача слежения (1.1)—(1.4) имеет единственное решение в виде тройки
(

(ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)), V 0(t, x), J [ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)]
)

, где ū0(t, x) — распределенное векторное опти-

мальное управление, ϑ̄0(t, x) — граничное векторное оптимальное управление, V 0(t, x) — оп-

тимальный процесс, J [ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)] — минимальное значение функционала.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 функции θ01(t, x), x ∈ Q, и θ02(t, x), x ∈ γ,

определяются однозначно. Для построения распределенных оптимальных управлений най-
денное θ01(t, x) подставим в (4.4), и компоненты распределенного векторного оптимального
управления ū0(t, x) находим по формулам u0i (t, x) = ϕi[t, x, θ

0
1(t, x), α], i = 1, 2, 3, . . . , k.

Аналогично, подставляя θ02(t, x) в (4.6) компоненты граничного векторного оптимального
управления ϑ̄0(t, x), находим по формулам ϑ0i (t, x) = σi[t, x, θ

0
2(t, x), β], i = 1, 2, 3, . . . ,m.

Поскольку функции h[t, x, ū(t, x) и b[t, x, ϑ̄(t, x)] — строго выпуклые функции, то можно
показать, что функционал (1.1.) также является строго выпуклым и достигает своего мини-
мального значения на единственной паре управлений (ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)). Далее согласно (2.3)
оптимальный процесс V 0(t, x) определяется как

V 0(t, x) =

∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ)a
0
n(s)ds + a0n(t)

)

zn(x),

где

a0n(t) = ψ1n cos λnt+
ψ2n

λn
sinλnt

+
( 1

λn

)

T
∫

0

sinλn(t− τ)

(
∫

Q

f [t, x, ū0(t, x)]zn(x)dx+

∫

γ

p[t, x, ϑ̄0(t, x)]zn(x)dx

)

dτ.

Согласно (1.1) минимальное значение функционала вычисляется как

J [ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)] =

T
∫

0

∫

Q

[V 0(t, x)− ξ(t, x)]2 dx dt

+

T
∫

0

(

α

∫

Q

h[t, x, ū0(t, x)] dx + β

∫

γ

b[t, x, ϑ̄0(t, x)] dx

)

dt.

Найденная тройка
(

(ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)), V 0(t, x), J [ū0(t, x), ϑ̄0(t, x)]
)

является полным реше-
нием задачи слежения при векторной нелинейной оптимизации колебательного процесса. �
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Заключение

Отметим, что задача слежения при нелинейной оптимизации, когда скалярные функции
внешних источников нелинейны относительно компонентов векторных управлений имеет спе-
цифические особенности, в частности:

— в сопряженной краевой задаче интегро-дифференциальное уравнение является неод-
нородным, что является следствием наличия разности V (t, x) − ξ(t, x) в критерии качества
управления;

— компоненты векторных оптимальных управлений удовлетворяют системе равных отно-
шений, что существенно упрощает процедуру построения искомых оптимальных управлений.

Методика решения задачи слежения в случае нелинейной оптимизации колебательных про-
цессов, описываемых интегро-дифференциальными уравнениями с интегральными оператора-
ми, может быть полезной при разработках новых методов качественного исследования и кон-
структивных методов решения задач нелинейной теории оптимального управления системами
с распределенными параметрами.
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