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Рассматривается вырожденная задача стабилизации линейной автономной системы дифференциаль-

ных уравнений с последействием и импульсными управлениями. Для ее регуляризации используется невы-

рожденный критерий качества переходных процессов, близкий к вырожденному. Применяется преобразо-

вание регуляризованной задачи стабилизации для импульсных управлений к вспомогательной невырож-

денной задаче оптимальной стабилизации для неимпульсных управлений, содержащих последействие.

При решении вспомогательной задачи используется принцип динамического программирования Беллма-

на. При нахождении определяющей системы уравнений для коэффициентов квадратичного функционала

Беллмана применяется постановка задачи оптимальной стабилизации в функциональных пространствах

состояний и управлений. Получено представление для импульса оптимального стабилизирующего управ-

ления. Сложная задача нахождения решения определяющей системы уравнений для функционала Белл-

мана заменяется задачей нахождения решения определяющей системы уравнений для коэффициентов

представления оптимального стабилизирующего управления. Последняя задача имеет меньшую размер-

ность. Найдена асимптотическая зависимость оптимального стабилизирующего управления от параметра

регуляризации, когда размерность вектора управления совпадает с размерностью вектора состояний.
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Введение

Объект управления описывается автономной линейной системой дифференциальных урав-
нений с последействием

dx(t)

dt
=

0∫

−τ

[dη(ϑ)]x(t + ϑ) +Bu, (0.1)

где t ∈ R
+ = (0,+∞), x : [−τ,+∞) → R

n, τ > 0, элементы матричной функции η являются
функциями с ограниченными вариациями на отрезке [−τ, 0], η(0) = 0n×n, B — постоянная
матрица размерности (n× r), u — импульсное управление.
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Для оптимальной неимпульсной стабилизации процедура формирования допустимых уп-
равлений описана в работах Н.Н.Красовского (см. [1; 2]). В настоящей работе предствалена
специальная процедура формирования управлений для оптимальной импульсной стабилиза-
ции, при которой обобщенные решения управляемой системы дифференциальных уравнений
с последействием являются регулярными функциями. При ее описании приняты обозначения
Н.Н.Красовского (см. [1;2]). На пространстве V([−τ, 0],Rn) функций с ограниченными вариа-
циями рассматривается однопараметрическое семейство линейных непрерывных отображений
v(t, ·) : V([−τ, 0],Rn) → R

n, t ∈ R
+, v(0,x(·)) = 0r, x(·) ∈ V([−τ, 0],Rn). Требуется, чтобы для

любой функции x : [−τ,+∞) → R
n с ограниченными вариациями на любом конечном отрезке

функция, заданная как v[t] = v(t,xt(·)), xt(ϑ) = x(t+ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], t ≥ 0, имела ограниченные
вариации на любом конечном отрезке положительной полуоси. Тогда импульсные управления

находятся по формулам u[t] =
dv[t]

dt
, t ≥ 0. Здесь производная понимается в обобщенном

смысле. Введенные импульсные управления будем называть допустимыми. Для допустимых
управлений в системе дифференциальных уравнений с последействием (0.1), используя фор-
мулу Коши (см. [3; 4, с. 23]), определяем обобщенные решения

x[t, ϕ] = V (t)ϕ(0) +

0∫

−τ

(V (t)η(ϑ) − η(ϑ− t))ϕ(ϑ) dϑ

−

0∫

−τ

ϑ∫

ϑ−t

dV (t− ϑ+ β)

dt
η(β) dβ ϕ(ϑ) dϑ +Bv[t] +

t∫

0

dV (t− s)

dt
Bv[s] ds, 0 < t < τ ;

x[t, ϕ] = V (t)ϕ(0) +

0∫

−τ

(V (t)η(ϑ)− V (t− τ)η(ϑ − τ))ϕ(ϑ) dϑ

−

0∫

−τ

ϑ∫

ϑ−τ

dV (t− ϑ+ β)

dt
η(β) dβ ϕ(ϑ) dϑ +Bv[t] +

t∫

0

dV (t− s)

dt
Bv[s] ds, τ ≤ t < +∞.

Здесь V (·) — матричная функция Коши, ϕ(·) — начальная функция, η(β) = η(−τ),
−2τ ≤ β ≤ −τ .

Изучается задача оптимальной импульсной стабилизации управляемой системы диффе-
ренциальных уравнений (0.1) с последействием и критерием качества переходных процессов

J [v, ϕ, α] =

+∞∫

0

(
x⊤[t, ϕ]Cx[t, ϕ] + α2v⊤[t] v[t]

)
dt, (0.2)

где C — постоянная положительно определенная матрица, α — постоянный неотрицательный
параметр.

Задача оптимальной неимпульсной стабилизации в случае невырожденного критерия ка-
чества достаточно хорошо изучена для автономных линейных систем дифференциальных
уравнений с последействием запаздывающего (см. [1; 5–10]) и нейтрального типов [11–13].
При ее решении используется принцип динамического программирования Беллмана (см. [14,
с. 32]), а также конечномерные аппроксимации дифференциальных уравнений с последей-
ствием [15–18]. Задачам оптимальной импульсной стабилизации для автономных линейных
систем с последействием посвящены работы [19–21]. При α = 0 критерий качества (0.2) вы-
рождается, и уравнение Риккати в теории оптимальной стабилизации не имеет положительно
определенного решения. Возникает некорректная задача. Ее регуляризация достигается спе-
циальным изменением критерия качества, в который вводится регуляризирующий параметр.
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Некорректные задачи оптимальной стабилизации с вырожденным критерием качества пере-
ходных процессов для систем обыкновенных дифференциальных уравнений рассматривались
в [22].

В данной статье исследуется регуляризованная задача оптимальной импульсной стаби-
лизации для автономной линейной системы дифференциальных уравнений с последействием
общего вида (0.1), (0.2). Для автономной линейной системы дифференциальных уравнений с
сосредоточенным запаздыванием аналогичная задача изучалась в работе [23].

1. Вспомогательная задача оптимальной стабилизации

для системы с последействием

При исследовании задачи импульсной стабилизации в работе [20] использовалось ее сведе-
ние к вспомогательной задаче неимпульсной стабилизации для автономной линейной системы
с запаздыванием, которое входит также в управления. В настоящей работе указанное сведение
применяется для регуляризованной задачи оптимальной импульсной стабилизации (0.1), (0.2).
Непосредственная замена

y[t, ψ] = x[t, ϕ]−Bv[t], t ≥ −τ, v[t] = 0, t ∈ [−τ, 0] (1.1)

в (0.1) приводит к следующей системе дифференциальных уравнений с последействием:

dy[t, ψ]

dt
=

0∫

−τ

[dη (ϑ)] (y[t+ ϑ, ψ] +Bv[t+ ϑ]) , t ∈ R
+. (1.2)

Для корректности замены необходимо изменить процедуру формирования новых не импульс-
ных управлений v для системы дифференциальных уравнений (1.2). На пространстве непре-
рывных функций C([−τ, 0],Rn) рассматривается однопараметрическое семейство линейных
непрерывных отображений v(t, ·) : C([−τ, 0],Rn) → R

n, t ∈ R
+, v(0,y(·)) = 0r, y(·) ∈ C([−τ, 0],

R
n). Требуется, чтобы для любой непрерывной функции y : [−τ,+∞) → R

n функция, задан-
ная формулами v[t] = v(t,yt(·)), yt(ϑ) = y(t + ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], t ≥ 0, была непрерывной на
положительной полуоси. Введенные управления будем называть допустимыми. Для допусти-
мых управлений в системе дифференциальных уравнений с последействием (1.2), используя
формулу Коши (см. [4, с. 23]), определяем обобщенные решения

y[t, ψ] = V (t)ψ(0) +

0∫

−τ

(V (t)η(ϑ) − η(ϑ − t))ψ(ϑ) dϑ

−

0∫

−τ

ϑ∫

ϑ−t

dV (t− ϑ+ β)

dt
η(β) dβ ψ(ϑ) dϑ −

0∫

−t

η(ϑ)Bv[t+ ϑ] dϑ

−

t∫

0

0∫

−s

dV (t− s)

dt
η(ϑ)Bv[ϑ + s] dϑ ds, 0 < t < τ ;

y[t, ψ] = V (t)ψ(0) +

0∫

−τ

(V (t)η(ϑ) − V (t− τ)η(ϑ − τ))ψ(ϑ) dϑ

−

0∫

−τ

ϑ∫

ϑ−τ

dV (t− ϑ+ β)

dt
η(β) dβ ψ(ϑ) dϑ −

t∫

τ

V (t− s)η(−τ)Bv[s − τ ] ds
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−

0∫

−τ

η(ϑ)Bv[t+ ϑ] dϑ−

0∫

−τ

t∫

−ϑ

dV (t− s)

dt
η(ϑ)Bv[s + ϑ] ds dϑ, τ ≤ t < +∞.

Из полученнх формул следует, что допустимые управления v[·] и обобщенные решения y[·, ψ]
допускают расширения на полуоси [−τ,+∞) до функций с ограниченными вариациями на
любом конечном отрезке.

Для системы дифференциальных уравнений (1.2) критерий качества переходных процессов
имеет вид

Ĵ(v, ψ, α) =

+∞∫

0

(
y⊤[t, ψ]C1y[t, ψ] + 2y⊤[t, ψ]C2v[t] + v⊤[t]C3(α)v[t]

)
dt, (1.3)

где C1 = C, C2 = CB, C3(α) = B⊤CB + α2Ir. Управления вспомогательной задачи v[·] совпа-
дают с импульсами обобщенных управлений регуляризованной задачи оптимальной стабили-
зации (0.1), (0.2).

Опираясь на трактовку Н.Н.Красовского дифференциального уравнения с последействи-
ем, используем описание постановки задачи оптимальной стабилизации (1.2), (1.3) в функцио-
нальных пространствах состояний H и управлений. Элементы функциональных пространств
состояний и управлений определяются как yt(ϑ, ψ) = y[t + ϑ, ψ], ϑ ∈ [−τ, 0], t ≥ 0,
vt(ϑ) = v[t + ϑ], ϑ ∈ [−τ, 0], t ≥ 0. Рассмотрим гильбертово пространство состояний H =
L2([−τ, 0),R

n)×R
n со скалярным произведением, заданным формулой 〈ϕ,ψ〉H = ψ⊤(0)ϕ(0) +∫ 0

−τ

ψ⊤(ϑ)ϕ(ϑ) dϑ, ϕ, ψ ∈ H, и гильбертово пространство управлений E = L2

(
[−τ, 0), Rr

)
× R

r

со скалярным произведением, определяемым как

〈v,u〉E = u⊤(0)v(0) +

0∫

−τ

u⊤(ϑ)v(ϑ) dϑ, v, u ∈ E.

Введенные допустимые управления v[·] и обобщенные решения y[·, ψ] допускают расширения
на полуоси [−τ,+∞) до функций, для которых соответствующие им элементы функциональ-
ных пространств состояний и управлений принадлежат введенным выше пространствам H и E.

Системе (1.2) ставится в соответствие дифференциальное уравнение

dyt

dt
= Ayt +Bvt, t ∈ R

+. (1.4)

Здесь неограниченный оператор A : H → H с областью определения D(A) =
{
y ∈ H : y ∈

W
1
2([−τ, 0],R

n)
}

задается формулами

(Ay)(ϑ) =
dy(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈ [−τ, 0), (Ay)(0) =

0∫

−τ

[dη(ϑ)] y(ϑ).

Неограниченный оператор B : E → H с областью определения D(B) =
{
v ∈ E : v ∈ W

1
2([−τ, 0],

R
r)
}

определяется как

(Bv)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (Bv)(0) = B

0∫

−τ

[dη(ϑ)] v(ϑ).

В пространствах H, E введем функционал ω(y,v, α) = 〈C1y,y〉H +2〈C2v,y〉H + 〈C3(α)v,v〉E .
В указанной формуле ограниченный самосопряженный неотрицательный оператор C1 : H → H

задаются формулами

(C1y)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (C1y)(0) = Cy(0),
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ограниченный оператор C2 : E → H — формулами

(C2v)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (C2v)(0) = CBv(0),

а ограниченный самосопряженный неотрицательный оператор C3(α) : E → E — формулами

(C3(α)v)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (C3(α)v)(0) =
(
B⊤CB + α2Ir

)
v(0).

Критерий качества переходных процессов вспомогательной задачи оптимальной стабилизации
в функциональных пространствах имеет вид

J[v, ψ, α] =

+∞∫

0

ω(yt(·, ψ),vt(·), α) dt. (1.5)

Переходим к постановке задачи оптимальной стабилизации в гильбертовых пространствах
состояний и управлений. Требуется найти управление, формируемое по принципу обратной
связи, которое обеспечивает асимптотическую устойчивость нулевого решения дифференци-
ального уравнения в гильбертовом пространстве (1.2) и минимизирует критерий качества пе-
реходных процессов (1.5).

2. Уравнение Беллмана вспомогательной задачи

оптимальной стабилизации

При решении задачи оптимальной не импульсной стабилизации (1.2), (1.3) для системы с
последействием в управлениях и невырожденным критерием качества используется уравнение
Беллмана (см. [14, с. 38])

min
vt(0)∈Rr

{dV
dt

∣∣
(1.4)

(yt,vt, α) + ω(yt,vt, α)
}
= 0, t ∈ R

+.

Применение этого уравнения требует описания представления квадратичного функционала
Беллмана V. В монографии [14, с. 39] такое представление непосредственно определяется ко-
эффициентами квадратичного функционала. Аналогичное представление используется в [20]
при решении вспомогательной задачи не импульсной стабилизации для автономной линейной
системы с запаздыванием и вырожденным критерием качества.

В настоящей работе квадратичный функционал Беллмана определяется представлениями,
порождающих его ограниченных операторов, и имеет вид

V(y,v, α) = 〈U11(α)y,y〉H + 2〈U12(α)v,y〉H + 〈U22(α)v,v〉2 , (2.1)

где для скалярного произведения в пространстве L2([−τ, 0],R
r) имеет место формула 〈v,u〉2 =∫ 0

−τ

u⊤(ϑ)v(ϑ) dϑ. Ограниченный самосопряженный положительный оператор U11 : H → H

задается следующим образом:

(U11(α)y)(ϑ) = K11(ϑ, 0, α)y(0) +

0∫

−τ

K11(ϑ, s, α)y(s) ds, ϑ ∈ [−τ, 0],

K⊤
11(ϑ, s, α) = K11(s, ϑ, α), ϑ, s ∈ [−τ, 0].

Ограниченный оператор U12(α) : L2([−τ, 0],R
r) → H определяется как

(U12(α)v)(ϑ) =

0∫

−τ

K12(ϑ, s, α)v(s) ds, ϑ ∈ [−τ, 0].
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Ограниченный самосопряженный положительный оператор

U22(α) : L2([−τ, 0],R
r) → L2([−τ, 0],R

r)

описывается следующим образом:

(U22(α)v)(ϑ) =

0∫

−τ

K22(ϑ, s, α)v(s) ds, ϑ ∈ [−τ, 0], K⊤
22(ϑ, s, α) = K22(s, ϑ, α), ϑ, s ∈ [−τ, 0].

Находим производную функционала Беллмана в силу уравнения (1.4)

1

2

dV

dt

∣∣
(1.4)

(y,v, α) = 〈U11(α) (Ay +Bv) ,y〉H

+ 〈U12(α)v,Ay +Bv〉H + 〈y,U12(α)Dv〉H + 〈v,U22(α)Dv〉2. (2.2)

Здесь D : L2([−τ, 0],R
r) → L2([−τ, 0],R

r) — неограниченный оператор дифференцирова-

ния, (Dv)(ϑ) =
dv(ϑ)

dϑ
, −τ ≤ ϑ ≤ 0.

Производная функционала Беллмана, задаваемая формулой (2.2), определяет квадратич-
ный неограниченный функционал на пространствах функций H и E. Введем гильбертовые
пространства функций H1 = R

n × L2((−τ, 0),R
n) × R

n, E1 = R
r × L2((−τ, 0),R

r) × R
r со ска-

лярными произведениями

〈x,y〉H1 = y⊤(−τ)x(−τ) + y⊤(0)x(0) +

0∫

−τ

y⊤(ϑ)x(ϑ) dϑ,

〈u,v〉E1 = v⊤(−τ)u(−τ) + v⊤(0)v(0) +

0∫

−τ

v⊤(ϑ)v(ϑ) dϑ.

Применение уравнения Беллмана связано с использованием ограниченных сужений неогра-
ниченных функционалов. Процедуру построения таких сужений удобно обосновывать, исполь-
зуя операторы для описания представлений квадратичных функционалов. Введем новые мат-
рицы

K̂11(ϑ, s, α) = K11(ϑ, s, α) −K11(ϑ, 0, α) η(s), s ∈ [−τ, 0), ϑ ∈ [−τ, 0];

K̂12(ϑ, s, α) = K12(ϑ, s, α) −K11(ϑ, 0, α) η(s)B, s ∈ [−τ, 0), ϑ ∈ [−τ, 0];

K̂21(ϑ, s, α) = K12(ϑ, s, α)− η⊤(ϑ)K12(0, s, α), ϑ, s ∈ [−τ, 0);

K̂22(ϑ, s, α) = K22(ϑ, s, α) −K⊤
12(0, ϑ, α) η(s)B, ϑ, s ∈ [−τ, 0).

Лемма 1. Пусть det η(−τ) 6= 0. Сужение производной функционала Беллама, опреде-

ляемого формулой (2.2), на пространства H1 и E1 является квадратичным ограниченным

функционалом, если коэффициенты представлений операторов U11(α), U12(α), U22(α) удо-

влетворяют следующим условиям:

1) матричнозначная функция K̂11(·, ·, α) дифференцируема по второму аргументу,

∂K̂11(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0), Rn×n),

∂K11(0, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0),R

n×n),

K̂11(·,−0, α), K11(·, 0, α), K11(·,−τ, α) ∈ L2((−τ, 0),R
n×n)× R

n×n,

K11(0, 0, α), K11(0,−0, α), K11(0,−τ, α) ∈ R
n×n;
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2) матричнозначная функция K̂12(·, ·, α) дифференцируема по второму аргументу,

∂K12(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0), Rn×r),

∂K12(0, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0),R

n×r),

K̂12(·,−0, α), K̂12(·,−τ, α), K12(0, ·, α), K12(−τ, ·, α) ∈ L2((−τ, 0),R
n×r)× R

n×r,

K12(0,−0, α), K12(0,−τ, α) ∈ R
n×r;

3) матричнозначная функция K̂21(·, ·, α) дифференцируема по первому аргументу,

∂K21(·, ·, α)

∂ϑ
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0), Rn×r), K̂21(−0, ·, α) ∈ L2((−τ, 0),R

n×n)× R
n×r;

4) матричнозначная функция K22(·, ·, α) дифференцируема по второму аргументу,

∂K22(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0)× (−τ, 0),Rr×r), K̂22(·,−0, α), K̂22(·,−τ, α) ∈ L2((−τ, 0),R

r×r)×R
r×r.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определения неограниченных операторов A, B, D,
найдем сужение квадратичного функционала, описываемого формулой (2.2), на простран-
ства H1, E1. Имеют место формулы

(U11(α) (Ay +Bv)) (ϑ) = K̂11(ϑ,−0, α)y(0) −K11(ϑ,−τ, α)y(−τ) −K11(ϑ, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

−

0∫

−τ

(∂K̂11(ϑ, s, α)

∂s
y(s)−K11(ϑ, 0, α) η(s)B

dv(s)

ds

)
ds, −τ ≤ ϑ < 0;

〈U11(α) (Ay +Bv)y,y〉H = −

0∫

−τ

( 0∫

−τ

y⊤(ϑ)K11(ϑ, 0, α) dϑ + y⊤(0)K11(0, 0, α)
)
η(s)B

dv(s)

ds
ds

−

0∫

−τ

( 0∫

−τ

y⊤(ϑ)
∂K̂11(ϑ, s, α)

∂s
dϑ + y⊤(0)

∂K̂11(0, s, α)

∂s

)
y(s) ds

+

0∫

−τ

y⊤(ϑ)
(
K̂11(ϑ,−0, α)y(0) −K11(ϑ,−τ, α)y(−τ) −K11(ϑ, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

)
dϑ

+ y⊤(0)
(
K̂11(0,−0, α)y(0) −K11(0,−τ, α)y(−τ) −K11(0, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

)
;

〈U12(α)v,Ay +Bv〉H = −

0∫

−τ

0∫

−τ

(
y⊤(ϑ)

∂K̂21(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
dv⊤(ϑ)

dϑ
B⊤η⊤(ϑ)K12(0, s, α)

)
dϑv(s) ds

+

0∫

−τ

(
y⊤(0)K̂21(−0, s, α) − y⊤(−τ)K12(−τ, s, α)− v⊤(−τ)B⊤η⊤(−τ)K12(0, s, α)

)
v(s) ds;

〈y,U12(α)Dv〉H =

0∫

−τ

dv⊤(s)

ds

( 0∫

−τ

K⊤
12(ϑ, s, α)y(ϑ) dϑ +K⊤

12(0, s, α)y(0)
)
ds;

〈v,U22(α)Dv〉2 =

0∫

−τ

0∫

−τ

dv⊤(s)

ds
K⊤

22(ϑ, s, α)v(ϑ) dϑ ds.
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Используя (2.2), находим

1

2

dV

dt

∣∣
(1.4)

(y,v, α) =

0∫

−τ

dv⊤(s)

ds

( 0∫

−τ

(
K̂⊤

22(ϑ, s, α)v(ϑ) + K̂⊤
12(ϑ, s, α)y(ϑ)

)
dϑ + K̂⊤

12(0, s, α)y(0)
)
ds

−

0∫

−τ

( 0∫

−τ

y⊤(ϑ)
∂K̂11(ϑ, s, α)

∂s
dϑ + y⊤(0)

∂K̂11(0, s, α)

∂s

)
y(s) ds

−

0∫

−τ

0∫

−τ

y⊤(ϑ)
∂K̂21(ϑ, s, α)

∂ϑ
dϑv(s) ds

+

0∫

−τ

y⊤(ϑ)
(
K̂11(ϑ,−0, α)y(0) −K11(ϑ,−τ, α)y(−τ) −K11(ϑ, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

)
dϑ

+ y⊤(0)
(
K̂11(0,−0, α)y(0) −K11(0,−τ, α)y(−τ) −K11(0, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

)

+

0∫

−τ

(
y⊤(0)K̂21(−0, s, α) − y⊤(−τ)K12(−τ, s, α)− v⊤(−τ)B⊤η⊤(−τ)K12(0, s, α)

)
v(s) ds.

Применяя формулу интегрирования по частям, получим

1

2

dV

dt

∣∣
(1.4)

(y,v, α) = v⊤(0) f(y,v, α) + F0(y,v, α).

Здесь

f(y,v, α) =

0∫

−τ

(
K̂⊤

22(ϑ,−0, α)v(ϑ) + K̂⊤
12(ϑ,−0, α)y(ϑ)

)
dϑ + K̂⊤

12(0,−0, α)y(0),

F0(y,v, α) = −

0∫

−τ

0∫

−τ

y⊤(ϑ)
(∂K̂11(ϑ, s, α)

∂s
y(s) +

∂K̂21(ϑ, s, α)

∂ϑ
v(s)

)
dϑ ds

−

0∫

−τ

v⊤(s)
( 0∫

−τ

(∂K̂⊤
22(ϑ, s, α)

∂s
v(ϑ) +

∂K̂⊤
12(ϑ, s, α)

∂s
y(ϑ)

)
dϑ+

∂K̂⊤
12(0, s, α)

∂s
y(0)

)
ds

− v⊤(−τ)
( 0∫

−τ

(
K̂⊤

22(ϑ,−τ, α)v(ϑ) + K̂⊤
12(ϑ,−τ, α)y(ϑ)

)
dϑ + K̂⊤

12(0,−τ, α)y(0)
)

+

0∫

−τ

y⊤(ϑ)
(
K̂11(ϑ,−0, α)y(0) −K11(ϑ,−τ, α)y(−τ) −K11(ϑ, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)

)
dϑ

+y⊤(0)
( 0∫

−τ

∂K̂11(0, s, α)

∂s
y(s) ds

+ K̂11(0,−0, α)y(0) −K11(0,−τ, α)y(−τ) −K11(0, 0, α) η(−τ)Bv(−τ)
)

+

0∫

−τ

(
y⊤(0)K̂21(−0, s, α) − y⊤(−τ)K12(−τ, s, α) − v⊤(−τ)B⊤η⊤(−τ)K12(0, s, α)

)
v(s) ds.

Лемма доказана.
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3. Определяющая система уравнений функционала Беллмана

Для систем дифференциальных уравнений с последействием в управлениях и невырож-
денным критерием качества оптимальное стабилизирующее управление является решением
интегрального уравнения, коэффициенты которого находятся из определяющей системы урав-
нений функционала Беллмана (см. [14, с. 39]). Для системы (1.2) с вырожденным критерием
качества стабилизирующее управление можно также связать с решением интегрального урав-
нения, коэффициенты которого выводятся из определяющей системы уравнений функциона-
ла Беллмана (см. [21]). В настоящей работе определяющая система уравнений функционала
Беллмана (2.1) вспомогательной задачи оптимальной стабилизации (1.2), (1.3) описывается в
терминах коэффициентов представлений операторов U11(α), U12(α), U22(α).

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, det(B⊤CB) 6= 0 и существует решение

вспомогательной задачи оптимальной стабилизации (1.2), (1.3). Тогда оптимальное стаби-

лизирующее управление является решением интегрального уравнения

C3(α)v(t) +
(
C⊤
2 + K̂⊤

12(0,−0, α)
)
y(t)

+

0∫

−τ

(
K̂⊤

12(ϑ,−0, α)y(t + ϑ) + K̂⊤
22(ϑ,−0, α)v(t + ϑ)

)
dϑ = 0, t > 0, (3.1)

v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].
Коэффициенты представлений операторов U11(α), U12(α), U22(α) удовлетворяют опре-

деляющей системе уравнений функционала Беллмана:

∂K̂⊤
11(s, ϑ, α)

∂ϑ
+
∂K̂11(ϑ, s, α)

∂s
+ K̂12(ϑ,−0, α)C−1

3 (α)K̂⊤
12(s,−0, α) = 0, (3.2)

∂K̂21(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K̂12(ϑ, s, α)

∂s
+ K̂12(ϑ,−0, α)C−1

3 (α)K̂⊤
22(s,−0, α) = 0, (3.3)

∂K̂⊤
22(s, ϑ, α)

∂ϑ
+
∂K̂3(ϑ, s, α)

∂s
+ K̂22(ϑ,−0, α)C−1

3 (α)K̂⊤
22(s,−0, α) = 0, (3.4)

−τ ≤ ϑ, s < 0;

∂K̂⊤
11(0, ϑ, α)

∂ϑ
− K̂11(ϑ,−0, α) + K̂12(ϑ,−0, α)C−1

3 (α)
(
K⊤

12(0,−0, α) + C⊤
2

)
= 0, (3.5)

∂K̂⊤
12(0, ϑ, α)

∂ϑ
− K̂⊤

21(−0, ϑ, α) + K̂⊤
22(ϑ,−0, α)C−1

3 (α)
(
K̂⊤

12(0,−0, α) + C⊤
2

)
= 0, (3.6)

K̂⊤
12(ϑ,−τ, α) +K11(0, ϑ, α) η(−τ)B = 0, K̂22(ϑ,−τ, α) +K⊤

12(0, ϑ, α) η(−τ)B = 0, (3.7)

K12(−τ, ϑ, α) = 0, K11(ϑ,−τ, α) = 0, (3.8)

−τ ≤ ϑ < 0;
K̂12(0,−τ, α) +K11(0, 0, α) η(−τ)B = 0, (3.9)

K̂11(0,−0, α)+ K̂⊤
11(0,−0, α)+C −

(
K̂12(0,−0, α)+C2

)
C−1
3 (α)

(
K̂⊤

12(0,−0, α)+C⊤
2

)
= 0. (3.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении условий леммы 1 сужение квадратичного
функционала, определяемого формулами

Φ(v(0),y,v, α) =
dV

dt

∣∣
(1.4)

(y,v, α) + ω(y,v, α)

= 2F0(y,v, α) + 2v⊤(0)
(
f(y,v, α) + C⊤

1 y(0)
)
+ y⊤(0)Cy(0) + v⊤(0)C3(α)v(0),
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на пространства H1 и E1 является квадратичным ограниченным функционалом. Для этого
функционала находим минимизирующий элемент

v◦(0) = Arg min
v(0)∈Rr

Φ(v(0),y,v, α) = −C−1
3 (α)

(
C⊤
2 y(0) + f(y,v, α)

)
.

Данный элемент определяет интегральное уравнение (3.1) для нахождения управления вспо-
могательной задачи оптимальной стабилизации (1.2), (1.3). Из принципа динамического про-
граммирования Беллмана следует тождество

Φ(v◦(0),y,v, α) =
(
y⊤(0)C2 + f⊤(y,v, α)

)
C−1
3 (α)

(
C⊤
2 y(0) + f(y,v, α)

)

− y⊤(0)Cy(0) − 2F0(y,v, α) ≡ 0, y ∈ H1, v ∈ E1.

Из полученного тождества выводим уравнения (3.2)–(3.10) для нахождения коэффициентов
представлений операторов U11(α), U12(α), U22(α).

Лемма доказана.

4. Метод интегрирования определяющей системы уравнений функционала

Беллмана для вспомогательной задачи оптимальной стабилизации

Задача интегрирования определяющей системы уравнений функционала Беллма-
на (3.2)–(3.10) является достаточно сложной. Для системы дифференциальных уравнений
с запаздыванием в управлениях и невырожденным критерием качества в работе [14, с. 36]
предложен метод последовательных приближений для нахождения решения определяющей
системы уравнений функционала Беллмана. Для системы дифференциальных уравнений с
последействием в управлениях и с вырожденным критерием качества при нахождении стаби-
лизирующего управления в работе [21] использовался метод интегрирования определяющей
системы уравнений функционала Беллмана, связанный с вариацией критерия качества пере-
ходных процессов. Для линейной автономной системы дифференциальных уравнений с одним
сосредоточенным запаздыванием, входящим также в управления, и с невырожденным кри-
терием качества в работе [23] для интегрирования определяющей системы уравнений функ-
ционала Беллмана предложена процедура понижения размерности определяющей системы. В
настоящей работе для общей линейной автономной системы дифференциальных уравнений с
последействием и новой определяющей системы уравнений функционала Беллмана (3.2)–(3.10)
разработана процедура понижения размерности определяющей системы. Предложенная про-
цедура понижения размерности определяющей системы позволяет при нахождении оптималь-
ного стабилизирующего управления вспомогательной системы искать непосредственно коэф-
фициенты интегрального уравнения, которое задает это управление.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда при выполнении требования

det∆(X̂1, α) 6= 0, где ∆(X̂1, α) = In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds, C̃3(α) = BC−1

3 (α)B⊤,

оптимальное управление вспомогательной задачи стабилизации (1.2), (1.3) является реше-

нием интегрального уравнения

C3(α)v(t) +B⊤
(
∆1(X̂1)−K(α) η(−τ)

)
∆−1(X̂1, α)y(t)

+B⊤

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (ϑ, α)

(
y(t+ ϑ) +Bv(t+ ϑ)

)
dϑ = 0, t > 0, v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0]. (4.1)
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Здесь ∆1(X̂1) = C +

∫
−0

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds, положительно определенная матрица K(α) удовле-

творяет матричному алгебраическому уравнению Риккати

A⊤K +KA+Q−KDK = 0r×r, (4.2)

коэффициенты которого определяются формулами

A = A(X̂1, α) = η(−τ)∆−1(X̂1, α)
(
C̃3(α)∆

−1⊤(X̂1, α)∆
⊤
1 (X̂1)− In

)
,

Q = Q(X̂1, α) = ∆1(X̂1)∆
−1(X̂1, α) + ∆−1⊤(X̂1, α)∆

⊤
1 (X̂1)− C

−∆1(X̂1)∆
−1(X̂1, α) C̃3(α)∆

−1⊤(X̂1, α)∆
⊤
1 (X̂1),

D = D(X̂1, α) = η(−τ)∆−1(X̂1, α) C̃3(α)∆
−1⊤(X̂1, α) η

⊤(−τ)

и зависят от решения X̂1(ϑ, α), ϑ ∈ [−τ, 0), интегрального уравнения

X̂1(ϑ) +
(
η⊤(−τ)− η⊤(ϑ)

)(
(∆1(X̂1)−Kη(−τ))∆−1(X̂1, α) − C

)

+

ϑ∫

−τ

(
X̂1(s)∆2(X̂1, α) η(s − ϑ) + η⊤(s)∆⊤

2 (X̂1, α)X̂
⊤
1 (s− ϑ) + X̂1(s) C̃3(α)X̂

⊤
1 (s− ϑ)

)
ds,

−η⊤(−τ)∆⊤
2 (X̂1, α)

−0∫

−τ−ϑ

X̂⊤
1 (s) ds, ϑ ∈ [−τ, 0), (4.3)

где ∆2(X̂1, α) = In − C̃3(α)∆
−1⊤(X̂1, α)

(
∆⊤

1 (X̂1)− η⊤(−τ)K(α)
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем новые обозначения для матрицы K(α) = K11(0, 0, α) и
матричных функций:

Φ11(ϑ, s, α) = K̂⊤
11(s, ϑ, α)− K̂⊤

11(0, ϑ, α)η(s), −τ ≤ ϑ, s < 0,

Φ12(ϑ, s, α) = K̂12(s, ϑ, α) − η⊤(ϑ)K̂12(0, s, α), −τ ≤ ϑ, s < 0,

Φ22(ϑ, s, α) = K̂⊤
22(s, ϑ, α) − K̂⊤

12(0, ϑ, α) η(s)B, −τ ≤ ϑ, s < 0,

X1(ϑ, α) = K̂12(ϑ,−0, α), X2(ϑ, α) = K̂22(ϑ,−0, α), −τ ≤ ϑ < 0,

X3(ϑ, α) = K̂12(0, ϑ, α), X4(ϑ, α) = K̂11(0, ϑ, α), −τ ≤ ϑ < 0.

Находим
Φ⊤
11(ϑ, s, α) = Φ11(s, ϑ, α), −τ ≤ ϑ, s < 0,

Φ⊤
22(ϑ, s, α) = Φ22(s, ϑ, α), −τ ≤ ϑ, s < 0,

K̂⊤
11(s, ϑ, α) = Φ11(ϑ, s, α) +X⊤

4 (ϑ, α)η(s), −τ ≤ ϑ, s < 0,

K̂12(s, ϑ, α) = Φ12(ϑ, s, α) + η⊤(ϑ)X3(s, α), −τ ≤ ϑ, s < 0,

K̂⊤
22(s, ϑ, α) = Φ22(ϑ, s, α) +X3(ϑ, α) η(s)B, −τ ≤ ϑ, s < 0.

Из (3.2)–(3.4) получим для определения матричных функций Φ11 ,Φ12, Φ22 следующие
матричные уравнения в частных производных первого порядка для −τ ≤ s, ϑ < 0:

∂Φ11(ϑ, s)

∂ϑ
+
∂Φ11(ϑ, s)

∂s
+
dX⊤

4 (ϑ)

dϑ
η(s) + η⊤(ϑ)

dX4(s)

ds
+X1(ϑ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (s) = 0, (4.4)

∂Φ12(ϑ, s)

∂ϑ
+
∂Φ12(ϑ, s)

∂s
+
dX⊤

3 (ϑ)

dϑ
η(s)B +B⊤η⊤(ϑ)

dX3(s)

ds
+X2(ϑ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (s) = 0, (4.5)
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∂Φ22(ϑ, s)

∂ϑ
+
∂Φ22(ϑ, s)

∂s
+
dX⊤

4 (ϑ)

dϑ
η(s)B + η⊤(ϑ)

dX3(s)

ds
+X1(ϑ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (s) = 0, (4.6)

Учитывая определения матричных функций Φ11, Φ12, Φ22 и уравнения определяющей
системы (3.7)–(3.9), имеем

Φ11(−τ, s− ϑ− τ) = −η⊤(−τ)X4(s− ϑ− τ),

Φ12(−τ, s− ϑ− τ) = −η⊤(−τ)X3(s− ϑ− τ),

Φ12(ϑ− s− τ,−τ) = −X⊤
4 (ϑ− s− τ) η(−τ)B,

Φ22(−τ, s− ϑ− τ) = −B⊤η⊤(−τ)X3(s − ϑ− τ).

Применяя методы интегрирования уравнений в частных производных первого порядка, нахо-
дим решения уравнений (4.4)–(4.6):

Φ11(ϑ, s, α) = −η⊤(−τ)X4(s− ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ+ s) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ+ s)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ+ s)
)
dξ,

−τ ≤ ϑ ≤ s < 0;

Φ12(ϑ, s, α) = −X4(ϑ− s− τ) η(−τ)B

−

s∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ + ϑ− s)

dξ
η(ξ)B + η⊤(ξ + ϑ− s)

dX3(ξ)

dξ
+X1(ξ + ϑ− s)C−1

3 (α)X⊤
2 (ξ)

)
dξ,

−τ ≤ s ≤ ϑ < 0;

Φ12(ϑ, s, α) = −η⊤(−τ)X3(s− ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ+ s)B + η⊤(ξ)

dX3(ξ − ϑ+ s)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (ξ − ϑ+ s)
)
dξ,

−τ ≤ ϑ ≤ s < 0;

Φ22(ϑ, s, α) = −B⊤η⊤(−τ)X3(s− ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
3 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ+ s)B +B⊤η⊤(ξ)

dX3(ξ − ϑ+ s)

dξ
+X2(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (ξ − ϑ+ s)
)
dξ,

−τ ≤ ϑ ≤ s < 0.
Используя данные формулы, получим значения матричных функций K̂11(ϑ,−0, α),

K̂12(ϑ,−0, α), K̂21(−0, ϑ, α), K̂22(ϑ,−0, α), −τ ≤ ϑ < 0. Учитывая равенства K̂12(ϑ,−0, α) =
X1(ϑ), K̂22(ϑ,−0, α) = X2(ϑ), −τ ≤ ϑ < 0, выводим матричные интегро-дифференциальные
уравнения

X1(ϑ) = η⊤(ϑ)X3(−0)− η⊤(−τ)X3(−ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ)B + η⊤(ξ)

dX3(ξ − ϑ)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (ξ − ϑ)
)
dξ, (4.7)

X2(ϑ) = B⊤η⊤(ϑ)X3(−0)−B⊤η⊤(−τ)X3(−ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
3 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ)B +B⊤η⊤(ξ)

dX3(ξ − ϑ)

dξ
+X2(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (ξ − ϑ)
)
dξ. (4.8)
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Находим значения матричных функций K̂11(ϑ,−0, α), K̂21(−0, ϑ, α), −τ ≤ ϑ < 0. Имеем

K̂11(ϑ,−0, α) = η⊤(ϑ)X4(−0)− η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)
)
dξ,

K̂21(−0, ϑ, α) = X4(−0)⊤η(ϑ)B −X⊤
4 (−ϑ− τ) η(−τ)B

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ − ϑ)

dξ
η(ξ)B + η⊤(ξ − ϑ)

dX3(ξ)

dξ
+X1(ξ − ϑ)C−1

3 (α)X⊤
2 (ξ)

)
dξ.

Из (3.5), (3.6) вытекают следующие матричные интегро-дифференциальные уравнения для
−τ ≤ ϑ < 0:

dX⊤
3 (ϑ)

dϑ
−B⊤η⊤(ϑ)X4(−0) +B⊤η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ) +X2(ϑ)C

−1
3 (α)

(
C⊤
2 +X⊤

3 (−0)
)

+

ϑ∫

−τ

(
B⊤η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+
dX⊤

3 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) +X2(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)
)
dξ = 0, (4.9)

dX⊤
4 (ϑ)

dϑ
− η⊤(ϑ)X4(−0) + η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ) +X1(ϑ)C

−1
3 (α)

(
C⊤
2 +X⊤

3 (−0)
)

+

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)
)
dξ = 0. (4.10)

Из (3.7)–(3.10) следует, что решения системы интегро-дифференциальных уравне-
ний (4.7)–(4.10) должны удовлетворять краевым условиям

X3(−τ) +K η(−τ)B = 0, X4(−τ) +K η(−τ) = 0, (4.11)

X4(−0) +X⊤
4 (−0) + C−

(
C2 +X3(−0)

)
C−1
3 (α)

(
C⊤
2 +X⊤

3 (−0)
)
= 0.

Введем новые матричные функции X̂2(ϑ) = X2(ϑ) − B⊤X1(ϑ), X̂3(ϑ) = X3(ϑ) − X4(ϑ)B,
−τ ≤ ϑ < 0.

Вычитая из уравнений (4.8), (4.9) соответственно уравнения (4.7), (4.10), умноженные слева
на матрицу B⊤, получим

X̂2(ϑ) +

ϑ∫

−τ

(dX̂⊤
3 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ)B + X̂2(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

2 (ξ − ϑ)
)
dξ = 0, −τ ≤ ϑ < 0, (4.12)

dX̂⊤
3 (ϑ)

dϑ
+ X̂2(ϑ)C

−1
3 (α)

(
C⊤
2 +X⊤

3 (−0)
)

+

ϑ∫

−τ

(dX̂⊤
3 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + X̂2(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)
)
dξ = 0, −τ ≤ ϑ < 0. (4.13)

Из (4.11) следует, что X̂2(−τ) = 0. Тогда, учитывая вольтерровость системы интеграль-
ных уравнений (4.12), (4.13), имеем X̂2(ϑ) ≡ 0, X̂3(ϑ) ≡ 0, −τ ≤ ϑ < 0, т. е. X2(ϑ) ≡
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B⊤X1(ϑ), X3(ϑ) ≡ X4(ϑ)B, −τ ≤ ϑ < 0. В результате система уравнений (4.7)–(4.10) за-
меняется системой меньшей размерности

X1(ϑ) = η⊤(ϑ)X4(−0)B − η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ)B

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ)B + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
B +X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)B
)
dξ,

dX⊤
4 (ϑ)

dϑ
− η⊤(ϑ)X4(−0) + η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ) +X1(ϑ)C

−1
3 (α)B⊤

(
C +X⊤

4 (−0)
)

+

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+X1(ξ)C

−1
3 (α)X⊤

1 (ξ − ϑ)
)
dξ = 0.

Полагая X1(ϑ) = X̂1(ϑ)B, −τ ≤ ϑ < 0, преобразуем полученную систему интегро-дифферен-
циальных уравнений:

X̂1(ϑ) = η⊤(ϑ)X4(−0)− η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ)

−

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+ X̂1(ξ) C̃3(α)X̂

⊤
1 (ξ − ϑ)

)
dξ,

dX⊤
4 (ϑ)

dϑ
− η⊤(ϑ)X4(−0) + η⊤(−τ)X4(−ϑ− τ) + X̂1(ϑ) C̃3(α)

(
C +X⊤

4 (−0)
)

+

ϑ∫

−τ

(dX⊤
4 (ξ)

dξ
η(ξ − ϑ) + η⊤(ξ)

dX4(ξ − ϑ)

dξ
+ X̂1(ξ) C̃3(α)X̂

⊤
1 (ξ − ϑ)

)
dξ = 0.

Из последней системы уравнений следует равенство

dX⊤
4 (ϑ)

dϑ
= X̂1(ϑ)

(
In − C̃3(α) (C +X⊤

4 (−0))
)
, −τ ≤ ϑ < 0. (4.14)

В результате для матричной функции X̂1(ϑ), −τ ≤ ϑ < 0, получили интегральное уравнение

X̂1(ϑ) +
(
η⊤(−τ)− η⊤(ϑ)

)
X4(−0)− η⊤(−τ)

(
In −

(
C +X4(−0)

)
C̃3(α)

)
−0∫

−ϑ−τ

X̂⊤
1 (ξ) dξ

+

ϑ∫

−τ

[
X̂1(ξ)

(
In − C̃3(α) (C +X⊤

4 (−0))
)
η(ξ − ϑ)

+ η⊤(ξ)
(
In − (C +X4(−0)) C̃3(α)

)
X̂⊤

1 (ξ − ϑ) + X̂1(ξ) C̃3(α)X̂
⊤
1 (ξ − ϑ)

]
dξ = 0. (4.15)

Для данного интегро-дифференциального уравнения краевые условия имеют вид

X4(−τ) +K η(−τ) = 0, (4.16)

X4(−0) +X⊤
4 (−0) + C −

(
C +X4(−0)

)
C̃3(α)

(
C +X⊤

4 (−0)
)
= 0. (4.17)

Используя (4.14), (4.16), находим

X4(−0) =
((
In − C C̃3(α)

)
−0∫

−τ

X̂⊤
1 (ξ) dξ −Kη(−τ)

)(
In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (ξ) dξ

)−1
. (4.18)
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Подставляя (4.18) в (4.15), получим интегральное уравнение (4.3). Подставляя (4.18) в (4.17),
имеем матричное алгебраическое уравнение Риккати (4.2).

Из (3.1) следует, что оптимальное стабилизирующее управление вспомогательной задачи
удовлетворяет интегральному уравнению

C3(α)v(t) +B⊤

((
C +X⊤

4 (−0)
)
y(t) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (ϑ)

(
y(t+ ϑ) +Bv(t+ ϑ)

)
dϑ

)
= 0, t > 0,

v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0]. Подставляя (4.18) в последнее уравнение, приходим к (4.1).
Теорема доказана.

5. Оптимальное импульсное стабилизирующее управление

Покажем, что оптимальное управление регуляризованной вырожденной задачи импульс-
ной стабилизации для автономной линейной системы дифференциальных уравнений с после-
действием (0.1), (0.2) является обобщенной функцией. Для нерегуляризованной вырожденной
задачи импульсной стабилизации системы с запаздыванием обобщенные управления рассмат-
ривались в работе [21].

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и det∆3(X̂1, α) 6= 0, где

∆3(X̂1, α) = C3(α)−B⊤

(
C −K(α) η(−τ) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)(
In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)−1
B.

Тогда оптимальное импульсное стабилизирующее управление задачи (0.1), (0.2) при t > 0
определяется формулами

u0(t, α, x) = −C−1
3 (α)B⊤

(
∆−1⊤(X̂1, α)

(
∆⊤

1 (X̂1)− η⊤(−τ)K(α)
)
ϕ(0) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α)ϕ(s) ds

)
δ(t)

−C−1
3 (α)B⊤

(
X̂⊤

1 (−0, α) −∆−1⊤(X̂1, α) (∆
⊤
1 (X̂1)− η⊤(−τ)K(α)) η(−0)

)
x(t)

− C−1
3 (α)B⊤

−0∫

−τ

[
dϑ

(
∆−1⊤(X̂1, α) (∆

⊤
1 (X̂1)− η⊤(−τ)K(α)) η(ϑ) − X̂⊤

1 (ϑ, α)
) ]
x(t+ ϑ), (5.1)

где δ(·) — функция Дирака, ϕ ∈ H — начальная функция решения системы (0.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В интегральном уравнении (4.1) проведем замену (1.1). Имеем

C3(α)v(t) +B⊤

(
C −K(α) η(−τ) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)(
In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)−1
(x(t)−Bv(t))

+B⊤

0−∫

−τ

X̂⊤
1 (ϑ, α)x(t+ ϑ) dϑ = 0, t > 0.

Определяем импульсы задачи оптимальной импульсной стабилизации (0.1), (0.2)

v0(t, α, x) = −∆−1
3 (X̂1, α)B

⊤

[(
C−K(α) η(−τ)+

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)(
In+C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)−1
x(t)



Исследование регуляризации вырожденной задачи 95

+

0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α)x(t + s) ds

]
, t > 0.

Функция v0(t, α, x), t ≥ 0, дифференцируема на положительной полуоси, и v0(0, α, x) = 0.
Тогда функция импульсов имеет одну точку разрыва первого рода при t = 0. Для этой точки
значение v(+0, α, x) описывает начальный импульс

v0(+0, α, x) = −∆−1
3 (X̂1, α)B

⊤

[(
C −K(α) η(−τ) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)

×
(
In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)−1
ϕ(0) +

0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α)ϕ(s) ds

]
.

Оптимальное стабилизирующее управление задачи (0.1), (0.2) задается обобщенной функцией
и определяется формулой

u0(t, α, x) = v0(+0, α, x) δ(t)

−∆−1
3 (X̂1, α)B

⊤

[(
C −K(α) η(−τ) +

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)(
In + C̃3(α)

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α) ds

)−1 dx(t)

dt

+

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α)

dx(t+ s)

ds
ds
]
, t > 0.

Справедливы формулы для t > 0:

dx(t)

dt
= −η(−0)x(t) +

−0∫

−τ

[dη(ϑ)]x(t + ϑ) +Bu0(t, α, x),

−0∫

−τ

X̂⊤
1 (s, α)

dx(t+ s)

ds
ds = X̂⊤

1 (−0, α)x(t) −

−0∫

−τ

[
dX̂⊤

1 (s, α)
]
x(t+ s).

В результате находим формулу (5.1), определяющую оптимальное стабилизирующее управле-
ние задачи (0.1), (0.2).

Теорема доказана.

6. Асимптотика оптимального импульсного

стабилизирующего управления

Рассмотрим условия выполнения требований теоремы 2 для случая, когда r = n

и detB 6= 0. Будем искать асимптотические решения

K(α) = K1α+K2α2 + o(α2), X̂1(ϑ, α) = X̂1
1 (ϑ)α + X̂2

1 (ϑ)α
2 + o(α2), −τ ≤ ϑ < 0,

уравнений (4.2), (4.3).

Учитывая асимптотику матричной функции C̃3(α) = C−1 + BC−2B⊤ + o(α2), вычисляем
асимптотику коэффициентов матричного алгебраического уравнения Риккати

A(X̂1, α) = A1α+A2α2 + o(α2), Q(X̂1, α) = Q1α+Q2α2 + o(α2),



96 Ю.Ф.Долгий, А.Н.Сесекин

D(X̂1, α) = D0 +D1α+D2α2 + o(α2).

Находим

A1 = 0, A2 = −η(−τ)
(
BC−2B⊤C + C−1

0∫

−τ

X̂2
1 (s) ds+ 2C−1

0∫

−τ

X̂1
1 (s) dsC

−1

0∫

−τ

X̂1
1 (s) ds

)
,

Q1 = 0, Q2 = CBC−2B⊤C, D0 = η(−τ)C−1η⊤(−τ).

Обратимся к определению коэффициентов асимптотических решений уравнений (4.2),
(4.3). Матрица K1 совпадает с единственным положительно определенным решением урав-
нения K1D0K1 = Q2. Матричная функция X̂1

1 (ϑ), −τ ≤ ϑ < 0, задается формулой X̂1
1 (ϑ) =(

η⊤(−τ) − η⊤(ϑ)
)
K1η(−τ), −τ ≤ ϑ < 0. Асимптотическая формула для оптимального им-

пульсного стабилизирующего управления имеет вид

u0(t, α, x) = −B−1
((
In−C

−1η⊤(−τ)K1α
)
ϕ(0)+C−1η(−τ)⊤K1

0∫

−τ

(
η(−τ)−η(ϑ)

)
ϕ(ϑ) dϑα

)
δ(t)

+B−1
(
η(−0)− C−1η⊤(−τ)K1η(−τ)α

)
x(t)−B−1

−0∫

−τ

[dη(ϑ)]x(t + ϑ) +O(α2), t > 0.

Заключение

С помощью полученного в работе оптимального закона управления аналогично [20] можно
построить позиционный алгоритм управления. Этот алгоритм управления будет выглядеть
следующим образом

u(t, α, xt(·)) = ∆v(t, α, xt(·))I(t, xt(·)) + ur(t, α, xt(·)).

Здесь оператор I(t, xt(·)) (формализация действия оператора описана в работе [24]) обеспечи-
вает сброс фазовой точки в каждый момент на многообразие

I(t, xt(·)) = 0.

Если на систему не действуют никакие возмущения, то этот оператор обеспечит сброс фазовой
точки в начальный момент на многообразие и затем движение под действием позиционного
управления будет происходить по этому многообразию (т. е. I(t, xt(·))=0, если позиция t, xt(·)
принадлежит этому многообразию при t > 0). Таким образом при отсутствии возмущений по-
зиционное управление будет совпадать с управлением (5.1). Если же в какой-то момент t эта
позиция не принадлежит многообразию, то I(t, xt(·)) = δ(ξ − t) и под действием импульса фа-
зовая точка переместится на многообразие I(t, xt(·)) = 0. Если же система находится под дей-
ствием постоянного возмущения, которое пытается сдвинуть фазовую точку с многообразия,
то на этом многообразии возникает импульсно-скользящий режим. Строгую формализацию
импульсно-скользящего режима можно посмотреть в работах [20; 24].
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