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Подгруппа H группы G называется пронормальной, если для любого элемента g ∈ G подгруппы H
и Hg сопряжены в подгруппе 〈H,Hg〉. Известно, что значительная часть конечных простых групп об-

ладает свойством (∗): любая подгруппа нечетного индекса пронормальна в группе. Гипотеза о том, что

свойством (∗) обладает любая конечная простая группа, была выдвинута в 2012 г. в работе Е.П. Вдовина

и третьего автора на основании анализа доказательства пронормальности всех холловых подгрупп в ко-

нечных простых группах. Однако эта гипотеза была опровергнута в 2016 г. в работе А.С. Кондратьева,

второго и третьего авторов. В серии работ А.С.Кондратьева и авторов 2015–2020 гг. конечные простые

группы со свойством (∗), за исключением простых линейных и унитарных групп с некоторыми ограни-

чениями на естественные арифметические параметры, классифицированы. В настоящей работе строятся

серии примеров непронормальных подгрупп нечетных индексов в конечных простых линейных и уни-

тарных группах над полем нечетной характеристики и тем самым делается шаг на пути завершения

классификации конечных простых групп со свойством (∗).
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A subgroup H of a group G is pronormal if, for each g ∈ G, the subgroups H and Hg are conjugate in 〈H,Hg〉.
Most of finite simple groups possess the following property (∗): each subgroup of odd index is pronormal in the
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Введение

Подгруппа H группы G называется пронормальной в G (обозначение H prn G), если для
любого элемента g ∈ G подгруппы H и Hg сопряжены в подгруппе 〈H,Hg〉.

Понятие пронормальной подгруппы было введено Ф.Холлом [1] и оказалось весьма по-
лезным. В терминах пронормальности допускают описание, а иногда могут быть полностью
решены решены некоторые важные вопросы теории групп, алгебраической комбинаторики и
других областей. Так, классификация CI-групп получена посредством исследования пронор-
мальности регулярных подгрупп в симметрических группах [2;3]. Ш.Прэгер [4] показала, что

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект 19-71-10067
(теорема 1) и Национального фонда естественных наук Китая, проекты 12171126 и 12371021; часть
исследований выполнена в рамках государственного задания Института математики СО РАН, тема
FWNF-2022-0002.
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пронормальная подгруппа в конечной транзитивной группе подстановок степени n не может
фиксировать более (n− 1)/2 точек. Таким образом, надгруппы пронормальных подгрупп лю-
бой конечной группы удовлетворяют естественному необходимому условию пронормальности.
Пронормальность тесно связана с широко используемым в теории групп и алгебраической
комбинаторике рассуждением, известным как аргумент Фраттини (см. [5], лемма 4). О том,
что изучение пронормальных подгрупп в теории групп вообще и теории конечных групп в
частности является актуальной задачей, привлекающей внимание исследователей и имеющей
многочисленные приложения, свидетельствует, например, обзор [6] и недавние работы [7–11].

Хорошо известными примерами пронормальных подгрупп являются такие классические
объекты теории групп, как

• нормальные подгруппы;

• максимальные подгруппы;

• силовские подгруппы конечных групп;

• холловы подгруппы конечных разрешимых групп.

В [12] было доказано, что все холловы подгруппы пронормальны в конечных простых
группах, и выдвинута гипотеза, согласно которой в конечных простых группах все подгруппы
нечетных индексов (т. е. надгруппы силовских 2-подгрупп) пронормальны. Эта гипотеза ини-
циировала серию работ [5;13–19] А.С.Кондратьева и авторов. Вначале в [13] гипотезу удалось
подтвердить для большого массива конечных простых групп. Однако довольно скоро в следую-
щей работе [14] гипотеза была опровергнута, и вместо нее возникла программа классификации
конечных простых групп, в которых все подгруппы нечетных индексов пронормальны. В ста-
тьях [5;15–17] 2017–2020 гг. для всех конечных простых групп за исключением групп PSLn(q)
и PSUn(q), где q нечетно, а n не является степенью двойки, такая классификация была получе-
на. Алгоритм частичной редукции вопроса о пронормальности подгруппы нечетного индекса в
произвольной конечной группе к исследованию пронормальности подгрупп нечетных индексов
в ее композиционных факторах можно найти в ([18], § 10). Более того, важные в техническом
отношении вопросы пронормальности подгрупп нечетных индексов в расширениях групп спе-
циального вида исследовались в [5; 19].

В настоящей работе мы строим примеры непронормальных подгрупп нечетных индексов в
конечных простых линейных и унитарных группах, тем самым делая шаг на пути к заверше-
нию классификации конечных простых групп, в которых все подгруппы нечетных индексов
пронормальны.

Рассмотрим на множестве натуральных чисел частичный порядок �. Для двух натураль-
ных чисел a и b с двоичным разложением

a =
∞
∑

i=0

αi · 2
i и b =

∞
∑

i=0

βi · 2
i,

где αi, βi ∈ {0, 1} и почти все ai и bi равны нулю, положим

a � b тогда и только тогда, когда αi ≤ βi для всех i.

Ясно, что отношение � является подпорядком естественного линейного порядка. Отметим
также, что для чисел a и b таких, что a < b, утверждения a � b и b− a � b равносильны.

Пусть p — простое число и n — натуральное число. Через np будем обозначать p-часть
числа n, т. е. наибольшую степень числа p, которая делит число n.

Следуя [20;21], будем обозначать группы GLn(q), SLn(q), PGLn(q) и PSLn(q) через GL+
n (q),

SL+
n (q), PGL+

n (q) и PSL+
n (q) соответственно, а группы GUn(q), SUn(q), PGUn(q) и PSUn(q) —

через GL−
n (q), SL

−
n (q), PGL−

n (q) и PSL−
n (q) соответственно.

Цель работы — доказать следующие две теоремы.
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Теорема 1. Пусть G = PSLε
n(q), где n ≥ 3, ε ∈ {+,−} и q является степенью простого

нечетного числа. Допустим, q ≡ ε1 (mod 4) и существует натуральное число m такое, что

m ≺ n и число (q−ε1,m) не является степенью двойки. Тогда G содержит непронормальную

подгруппу нечетного индекса.

Теорема 2. Пусть G = PSLn(q), где n ≥ 3, q нечетно, q = qr0 для нечетного простого

числа r, при этом r не делит q0− 1, и существует число m ≺ n такое, что
( q − 1

q0 − 1
,m

)

6= 1.

Тогда группа G содержит непронормальную подгруппу нечетного индекса.

Из доказательства теоремы 1 видно, что для получения классификации конечных простых
линейных и унитарных групп, в которых все подгруппы нечетного индекса пронормальны,
было бы полезно иметь решение следующей проблемы.

Проблема 1. Пусть m и n — натуральные числа, и пусть

G = Zm ≀ Sn.

Для каких пар подгрупп (H,K) таких, что H ≤ K ≤ G, индекс |G : H| нечетен и H prn K?

1. Определения, обозначения и вспомогательные результаты

Пусть G — конечная группа и p — простое число. Через Op(G) мы будем обозначать
p-радикал группы G, т. е. наибольшую нормальную подгруппу группы G, порядок которой
является степенью числа p.

Лемма 1 ([22], теоремы 2, 3, 7, 8; [23], теорема; [24], предложение 1). Пусть G = PSLε
n(q),

где n ≥ 3, q = pl, p — нечетное простое число, ε ∈ {+,−} и V — n-мерное векторное про-

странство над полем Fq или Fq2, естественным образом ассоциированное с группой G.

(a) Подгруппа M является максимальной подгруппой нечетного индекса в G тогда и

только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:
(1) M = CG(σ), где σ — полевой автоморфизм группы G нечетного простого поряд-

ка r, делящего l;
(2) ε = + и M — стабилизатор в G подпространства размерности m простран-

ства V , где 1 ≤ m ≤ n− 1 и m ≺ n;
(3) ε = − и M — стабилизатор в G невырожденного подпространства размерности m

пространства V , где 1 ≤ m < n/2 и m ≺ n;
(4) ε = +, M — стабилизатор в G разложения V =

⊕

Vi пространства V в прямую

сумму подпространств Vi размерности m и справедливо одно из следующих условий:
(i) m = 2w ≥ 2 и (n,m, q) 6= (4, 2, 3);
(ii) m = 1, q ≡ 1 (mod 4) и (n, q) 6= (4, 5) (при (n, q) = (4, 5) подгруппа M не

максимальна в G, однако индекс |G : M | нечетен);
(5) ε = −, M — стабилизатор в G ортогонального разложения V =

⊕

Vi простран-

ства V в прямую сумму попарно изометричных невырожденных подпространств Vi размер-

ности m, и выполняется одно из следующих условий:
(i) m = 2w ≥ 2;
(ii) m = 1, q ≡ 3 (mod 4) и (n, q) 6= (4, 3) (при (n, q) = (4, 3) подгруппа M не

максимальна в G, однако индекс |G : M | нечетен);
(6) G = PSL−

3 (5) и M ∼= M10;
(7) n = 4, q ≡ ε5 (mod 8) простое и M ∼= 24.A6;
(8) n = 4, q ≡ ε3 (mod 4) и H ∼= PSp4(q).2.

(b) Пусть ε = + и H — стабилизатор в G разложения V = U ⊕ W в прямую сумму

подпространств U и W таких, что dim(U) = m и dim(W ) = n − m. Тогда индекс |G : H|
нечетен тогда и только тогда, когда m ≺ n.
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Лемма 2 ([13], лемма 5). Пусть H и M — подгруппы конечной группы G, причем H ≤ M .

Справедливы следующие утверждения:

(1) если H prn G, то H prn M ;

(2) если S ≤ H для некоторой силовской подгруппы S группы G, причем NG(S) ≤ M и

H prn M , то H prn G.

Лемма 3 ([13], лемма 3). Пусть H — подгруппа, N — нормальная подгруппа конечной

группы G и : G → G/N — естественный эпиморфизм. Справедливы следующие утвержде-

ния:

(1) если H prn G, то H prn G;

(2) если N ≤ H и H prn G, то H prn G.

В частности, подгруппа H нечетного индекса пронормальна в G тогда и только тогда,

когда подгруппа H/O2(G) пронормальна в G/O2(G).

Лемма 4 ([14], теорема 1). Пусть H и V — подгруппы конечной группы G такие, что

V — абелева нормальная подгруппа в G и G = HV . Тогда следующие утверждения эквива-

лентны.

(1) Подгруппа H пронормальна в G.

(2) U = NU (H)[H,U ] для любой H-инвариантной подгруппы U ≤ V .

Зафиксируем в оставшейся части работы следующие обозначения и соглашения. Пусть
G — одна из групп GLε

n(q), SL
ε
n(q), PGLε

n(q), PSLε
n(q), где ε ∈ {+,−}, и пусть V — векторное

пространство, естественным образом ассоциированное с группой G. Зафиксируем базис (орто-
нормированный в случае ε = −) B = {e1, . . . , em, em+1, . . . , en} пространства V , и пусть U —
подпространство (автоматически невырожденное в случае ε = −) пространства V , порожден-
ное первыми m векторами этого базиса. Пусть черта

: GLε
n(q) → PGLε

n(q)

обозначает канонический эпиморфизм по модулю группы скалярных матриц.

2. Доказательство теоремы 1

Сначала докажем следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть G = PGLε
n(q), где n ≥ 3, ε ∈ {+,−} и q ≡ ε1 (mod 4) является

степенью простого нечетного числа. Допустим, (q − ε1, n) не является степенью двойки.

Тогда группа G содержит непронормальную подгруппу нечетного индекса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G = GLε
n(q) и H — подгруппа в G, порожденная всеми

мономиальными матрицами g(i, j), где i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, такими, что

ekg(i, j) =











ej , если k = i;

ei, если k = j;

ek, если k 6∈ {i, j}.

Тогда группа H действует точно на одномерных подпространствах, порожденных вектора-
ми базиса B, как полная симметрическая группа степени n, поскольку образ g(i, j) при этом
действии — транспозиция подпространств, порожденных векторами ei и ej .

Пусть D — подгруппа группы G, состоящая из всех диагональных матриц. Тогда D ∼= Z
n
q−ε1,

H ∩D = 1 и если H1 — стабилизатор в G разложения пространства V в сумму одномерных
подпространств, порожденных векторами базиса B, то

H1 = DH ∼= Zq−ε1 ≀ Sn.
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Отметим, что ввиду пп. (a)(4) и (a)(5) леммы 1 подгруппа H1 будет иметь нечетный индекс в
группе G.

Пусть T = O2(D) и X = HT . Тогда индекс |G : X| также нечетен. Покажем, что образ
подгруппы X в факторгруппе G является непронормальной подгруппой. Из условия следует,
что существует нечетное простое число r такое, что (q − ε1)r = rk > 1, причем r делит n.
Положим W = Or(D). Тогда W — гомоциклическая группа, изоморфная прямому произведе-
нию n копий циклической группы порядка rk. Покажем, что подгруппа X не пронормальна в
подгруппе XW . Отсюда и из п. (1) леммы 2 будет следовать непронормальность подгруппы X
в G.

Рассмотрим в W подгруппы

W+ = {(w,w, . . . , w) | w ∈ Zrk} и W− = {(w1, w2, . . . , wn) | wi ∈ Zrk ,
n
∑

i=1
wi = 0}.

Ясно, что ядро ограничения гомоморфизма на XW содержится в WT и совпадает с под-
группой W+(T ∩ ker( )). Тем самым по лемме 3 непронормальность подгруппы X в XW рав-
носильна непронормальности подгруппы XW+ в XW . Подгруппа T = O2(X) является нор-
мальной в XW и содержится в XW+, поэтому ввиду п. (1) леммы 3 достаточно показать, что
подгруппа HW+, канонически изоморфная подгруппе XW+/T , не пронормальна в подгруп-
пе HW ∼= XW/T . Чтобы показать это, установим, что [HW+,W ]NW (HW+) < W , после чего
воспользуемся леммой 4.

Легко видеть, что [HW+,W ] ≤ W−. Покажем, что NW (HW+) = W+.

NW (HW+) = {w ∈ W | (w+h)w ∈ W+H для каждого h ∈ H и w+ ∈ W+}.

Теперь (w+h)w = w+[w, h−1]h, поэтому включение (w+h)w ∈ W+H означает, что для любых
h ∈ H и w ∈ NW (HW+) выполнено [w, h−1] ∈ W+H ∩W = W+. В частности, если

w = (w1, . . . , wn) ∈ NW (HW+),

то [w, g(i, j)] = [w, g(i, j)−1 ] ∈ W+ для любых различных i, j = 1, . . . , n. Все компоненты
вектора [w, g(i, j)] нулевые, за исключением компонент с номерами i и j, где стоят ±(wi−wj),
причем, поскольку n ≥ 3, по крайней мере одна нулевая компонента в [w, g(i, j)] присутствует.
Из включения [w, g(i, j)] ∈ W+ вытекает, что все компоненты [w, g(i, j)] нулевые. В частности,
wi = wj, и это равенство верно для любых различных индексов i и j. Тем самым доказано,
что NW (HW+) = W+.

Теперь пусть Z0 — (единственная) подгруппа индекса r в Zrk и в группе W рассмотрим
подгруппу

W 0 = {(w1, . . . , wn) | w1 + · · ·+ wn ∈ Z0}.

Ясно, что W− ≤ W 0, а из того, что r делит n, следует также, что W+ ≤ W 0. Поэтому

[HW+,W ] ·NW (HW+) ≤ W− ·W+ ≤ W 0 < W.

Отсюда и из леммы 4 следует, что подгруппа W+H не пронормальна в группе WH.

Предложение доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть G = SLε
n(q), m ≺ n и M — стабилизатор в G

разложения подпространства V в прямую сумму подпространств U и W , порожденных соот-
ветственно первыми m и последними n −m векторами базиса B. Из пп. (a)(3) и (b) леммы 1
следует, что индекс |G : M | нечетен, поэтому нечетен индекс |G : M |. По предложению 4.1.1
из [21] существует сюрьективный гомоморфизм из M на GLm(q), из чего вытекает существо-
вание сюрьективного гомоморфизма

φ : M → PGLm(q).



Непронормальные подгруппы нечетных индексов 75

По предложению 1 группа φ(M ) = PGLm(q) содержит непронормальную подгруппу X
нечетного индекса. Тогда полный прообраз Y в M группы X будет непронормальной подгруп-
пой в группе M ввиду п. (1) леммы 3. Теперь из п. (1) леммы 2 следует, что подгруппа Y не
пронормальна в G. При этом |G|2 = |M |2 = |Y |2, откуда индекс |G : Y | нечетен.

Теорема доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть G = PSLn(q), где n ≥ 3, q = qr0 для нечетного простого числа r, при этом r не делит

q0 − 1, и существует m ≺ n такое, что
( q − 1

q0 − 1
,m

)

6= 1. По п. (a)(2) леммы 1 стабилизатор P

в G подпространства U = 〈e1, . . . em〉, порожденного первыми m векторами базиса B, является
параболической максимальной подгруппой нечетного индекса в G.

Поскольку q = qr0, группа G допускает полевой авторморфизм σ порядка r. По п. (a)(1)
леммы 1 подгруппа M = CG(σ) будет максимальной подгруппой нечетного индекса в G, при-
чем ввиду предложения 4.9.1 в [20] M является подгруппой группы PGLn(q0) ≤ PGLn(q),
содержащей ее цоколь L = PSLn(q0), который лежит в G = PSLn(q). Индекс |M : L| также
нечетен, так как (qi−1)2 = (qi0−1)2 для любого числа i (доказательство этого простого факта
можно найти, например, ([22], лемма 9), следовательно, |G|2 = |L|2.

Рассмотрим поле Fq как линейное пространство размерности r над полем Fq0 , и пусть
α1 = 1, α2 . . . αr — базис Fq над Fq0 . Тогда на множестве V задается структура линейного
пространства V ′ размерности nr над полем Fq0 с базисом

{αiej | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n}.

Подгруппа M в G стабилизирует в V ′ подпространства

V ′
i = 〈αie1, . . . , αien〉Fq0

и действует на этих пространствах естественным образом и согласованно.

Рассмотрим подпространство U ′ = 〈e1, . . . , em〉Fq0
= V ′

1 пространства V ′. По п. (a)(2) лем-
мы 1 стабилизатор P0 в L подпространства U ′ является параболической максимальной под-
группой в L. При этом P0 содержится в P и индекс |P : P0| нечетен, поскольку P0 содержит
силовскую 2-подгруппу группы G. Более того, унипотентный радикал Op(P0) группы P0 содер-
жится в унипотентном радикале Op(P ) группы P . Покажем, что в группе P0 можно выбрать
силовскую 2-подгруппу S так, что подгруппа H = Op(P0)S, имеющая в G нечетный индекс,
будет не пронормальна в G.

Пусть k =
( q − 1

q0 − 1
,m

)

, λ — порождающий элемент мультипликативной группы поля Fq и

λ0 = λ(q−1)/k. Из определения следует, что мультипликативный порядок элемента λ0 равен k.
Рассмотрим линейное отображение g : V → V такое, что

eig =

{

λ0ei, если i ≤ m,

ei, если i > m.

Элемент g лежит в SLn(q), так как k делит m и, значит, λm
0 = 1. Кроме того, g ∈ P . Теперь

заметим, что поскольку r не делит q0 − 1, выполняются равенства
( q − 1

q0 − 1
, q0 − 1

)

= 1 и,

следовательно, (k, q0 − 1) = 1, поэтому λ0 не лежит в Fq0 .

Рассмотрим элемент (трансвекцию) x ∈ SLn(q) такой, что eix = ei для i < n и enx = e1+en.
Ясно, что x ∈ P0 и, более того, x ∈ Op(P0). При этом enx

g = λ0e1 + en, откуда заключаем, что

элемент xg не содержится в M , а значит, и в P0. В частности, P g
0 6= P0 и Op(P0)

g 6= Op(P0).
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С другой стороны, силовскую 2-подгруппу S группы P0 можно взять так, чтобы элемент g
централизовал S, поскольку g содержится в центре дополнения Леви C группы P , |P : C| =
|Op(P )| — нечетное число и C содержит дополнение Леви группы P0. При таком выборе для
подгруппы H = Op(P0)S получим равенства Hg = Op(P0)

gS и

〈H,Hg〉 = 〈Op(P0), Op(P0)
g, S〉.

Если предположить, что H пронормальна в K = 〈H,Hg〉, то подгруппы H и Hg будут сопря-
жены в K. Тогда и подгруппы Op(P0) = Op(H) и Op(P0)

g = Op(H
g) тоже будут сопряжены

в K. Однако каждая из подгрупп Op(P0) и Op(P0)
g нормальна в K: они нормализуют друг

друга, так как содержатся в абелевой подгруппе Op(P ) и нормализуются подгруппой S; про-
тиворечие. Значит, подгруппа H не пронормальна в группе G.

Теорема доказана.

Заключение

В данной работе в теоремах 1 и 2 построены примеры непронормальных подгрупп нечетных
индексов в конечных простых линейных и унитарных группах. В дальнейшем планируется
продолжить исследование вопроса: в каких конечных простых линейных и унитарных группа
все подгруппы нечетных индексов пронормальны?

Предполагается использовать следующую схему исследования. Пусть G — конечная про-
стая линейная или унитарная группа над полем нечетной характеристики, H — подгруппа
нечетного индекса в G, вопрос пронормальнойти которой в G нужно исследовать, g ∈ G и

K = 〈H,H
g
〉. Если K = G, то подгруппа H пронормальна в группе G по определению. Если

же K < G, то найдется максимальная в G подгруппа M такая, что K ≤ M . Легко понять, что
индекс |G : M | также нечетен.

По п. (1) леммы 2 если подгруппа H не пронормальна в подгруппе M , то H не пронормаль-
на и в G. Более того, по п. (2) леммы 2 если S — силовская 2-подгруппа группы G, содержащая-
ся в H, и если при этом NG(S) ≤ M , то подгруппа H пронормальна в подгруппе M тогда и
только тогда, когда она пронормальна в G. Нормализаторы силовских 2-подгрупп в конечных
простых группах описаны А.С.Кондратьевым [25]. Из этого результата и из описания макси-
мальных подгрупп нечетных индексов в конечных простых линейных и унитарных группах,
приведенного в лемме 1, следует, что часто максимальные подгруппы нечетных индексов в
конечных простых линейных и унитарных группах содержат нормализатор своей силовской
2-подгруппы.

Таким образом, для завершения классификации конечных простых групп, в которых все
подгруппы нечетных индексов пронормальны, необходимо решить следующую проблему.

Проблема 2. G — конечная простая линейная или унитарная группа и M — максимальная
подгруппа нечетного индекса в G. Определить, являются ли пронормальными в M все ее
подгруппы нечетных индексов?

Для решения проблемы 2 планируется использовать описание строения группы M из лем-
мы 1, а также разработанные ранее методы исследования пронормальности подгрупп нечетных
индексов в расширениях конечных групп специального вида, полученные в ([5], теорема 1) и
([19], предложение 4). Более того, из доказательства теоремы 1 видно, что для решения про-
блемы 2 в случае, когда M — группа из пп. (a)(4) и (a)(5) леммы 1, полезно было бы иметь
решение проблемы 1.
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