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В работе найдены нормализаторы силовских r-подгрупп для нечетного простого r в симплектических
и ортогональных группах (как простых, так и полных) над полями нечетной характеристики, отличной
от r. Мотивация данного исследования происходит от фундаментальной роли r-подгрупп и их нормализа-
торов (r-локальных подгрупп) в теории конечных групп и неполного описания нормализаторов силовских
подгрупп в простых группах на сегодняшний день. Результаты работы приближают нас к полному опи-
санию нормализаторов силовских r-подгрупп в классических группах. Остается открытым лишь случай
нечетного r для симплектических и ортогональных групп над полем характеристики 2.
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1. Введение

В дальнейшем всюду предполагается, что r — простое число2. В теории конечных групп
r-подгруппы и их нормализаторы (так называемые r-локальные подгруппы) играют фунда-
ментальную роль. Изучение таких подгрупп лежит в основе локального теоретико-группового
анализа. Особый интерес представляют r-локальные подгруппы в конечных простых группах.
Однако даже нормализаторы силовских подгрупп в простых группах к настоящему времени
полностью не описаны.

Нормализаторы силовских 2-подгрупп описаны в работах Картера и Фонга [1], А.С.Конд-
ратьева и В.Д.Мазурова [2] и А.С.Кондратьева [3] во всех конечных простых группах. Для
простых групп лиева типа хорошо известно также строение подгрупп Бореля — нормализа-
торов силовских p-подгрупп, где p — характеристика основного поля. В [4] были исследованы
нормализаторы силовских r-подгрупп в линейных и унитарных простых группах для простого
числа r, отличного от характеристики основного поля: указано строение нормализатора и опи-
сано действие нормализатора на секциях некоторого нормального ряда силовской подгруппы.

1Работа выполнена за счет РНФ, проект № 24-21-00163, https://rscf.ru/project/24-21-00163/ .
2Символ p зарезервирован для обозначения характеристики некоторого фиксированного конечного

поля.
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Для ортогональных и симплектических групп такого описания предъявлено не было. Осно-
вываясь на результатах о так называемых радикальных подгруппах и их нормализаторах,
полученных Цз. Анем [5], мы докажем теоремы 1–4, которые дают описание нормализаторов
силовских r-подгрупп в полных ортогональных и симплектических группах нечетной харак-
теристики для нечетного простого числа r, отличного от характеристики. Предложение 1 (см.
ниже) указывает на соответствие между строением нормализаторов силовских подгрупп в
простых и полных симплектических и ортогональных группах.

Следуя [6], зафиксируем некоторые обозначения. Через q обозначается натуральная сте-
пень нечетного простого числа p. Через Spn(q) обозначаются симплектические группы — груп-
пы изометрий n-мерного векторного пространства над полем Fq с соответствующей невырож-
денной симплектической формой, а через Oε

n(q), где ε ∈ {+,−, o} (здесь “o” — пустой символ,
возникающий тогда и только тогда, когда n нечетно), обозначаются ортогональные группы —
группы изометрий n-мерного векторного пространства над тем же полем из q элементов раз-
мерности n с соответствующей невырожденной квадратичной формой. Через SOε

n(q) обозна-
чаются специальные ортогональные группы, состоящие из элементов группы Oε

n(q) с опреде-
лителем 1, через Ωε

n(q) — подгруппа индекса 2 в группе SOε
n(q).

Предложение 1. Пусть G ∈ {Spn(q),O
ε
n(q)}, S = G в случае G = Spn(q) и S = Ωε

n(q) —

это подгруппа индекса 2 в специальной ортогональной группе SOε
n(q) в случае G = Oε

n(q).
Пусть r — нечетное простое число, взаимно простое с q, U ∈ Sylr(G). Тогда U 6 S. Кроме

того, если : S → S/Z(S) — канонический эпиморфизм, то

U ∈ Sylr(S) и NS(U) = NS(U).

Для натурального числа n через nr обозначается r-часть числа n, т. е. наибольшая степень
числа r, которая делит n. Через nr′ обозначим частное n/nr.

Поясним, что означает символ “�” в формулировках теорем 1–4. Пусть R и N — подгруп-
пы группы GLn(q), причем R E N , а S — некоторая группа подстановок на m элементах,
рассматриваемая как группа подстановочных матриц степени m (подстановке π соответствует
матрица, в которой на местах (i, iπ) стоят единицы, а на остальных — нули). Возьмем произ-
вольную матрицу из S и заменим все ее единичные элементы на матрицы из N , лежащие в
одном и том же смежном классе группы N по подгруппе R, а все ее нулевые элементы — на
нулевые матрицы степени n. Обозначим через (N/R) � S множество всех матриц степени nm,
полученных таким способом3. Ясно, что это множество образует подгруппу в группе GLnm(q).
Легко видеть, что (N/R) � S — подгруппа в подстановочном сплетении N ≀ S, естественным
образом вложенном в GLnm(q). Эта подгруппа содержит нормальную подгруппу R× . . .×R

︸ ︷︷ ︸

m

из базы сплетения, фактор по которой изоморфен группе (N/R) × S. Через Symk обозначим
симметрическую группу степени k. Через Ck обозначается циклическая группа порядка k,
отождествленная с соответствующей регулярной подгруппой в Symk.

Теорема 1. Пусть G = Spn(q), где q — степень нечетного простого числа, а n четно, и

r — простое число такое, что (2q, r) = 1. Положим

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}, δ = (−1)e−1, f =
e

(e, 2)
.

Пусть числа m и d обозначают частное и остаток от деления n на 2f , т. е.

n = 2fm+ d, 0 ≤ d < 2f.

3Отметим, что эта конструкция была введена в [7]. Однако там вместо символа “ � ” использовался
символ “ ⊗ ”, что нам представляется менее удачным выбором, поскольку он явно конфликтует с
символом кронекерова произведения матриц.
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Зафиксируем r-ичное представление числа m: m = m0+m1r+. . .+mνr
ν , 0 ≤ mi < r для всех i.

Тогда для силовской r-подгруппы R группы G справедливо разложение

R = 1d ×Rm0

0 × . . .×Rmν
ν ,

здесь 1d — тривиальная подгруппа в группе Spd(q), Ri — силовская r-подгруппа группы Gi =
Sp2fri(q) и возведение Ri в степень mi означает прямое произведение mi копий группы Ri.

Для нормализатора подгруппы R имеют место разложения

NG(R) = Spd(q)×
ν∏

i=0

Ni ≀ Symmi
, NG(R)/R = Spd(q)×

ν∏

i=0

Ni/Ri ≀ Symmi
,

где Ni = NGi
(Ri). Кроме того,

Ri = C(qf−δ)r ≀ Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

, Ni = (N0/R0) � NSym
ri
(Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

)

и Ni/Ri =
(
C(qf−δ)r′

⋊C2f

)
× Cr−1 × . . .× Cr−1

︸ ︷︷ ︸

i раз

.

Теорема 2. Пусть n — нечетное число и G = On(q), где q — степень нечетного простого

числа, и r — простое число такое, что (2q, r) = 1. Положим

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}, δ = (−1)e−1, f =
e

(e, 2)
.

Пусть числа m и d обозначают частное и остаток от деления n на 2f , т. е.

n = 2fm+ d, 0 ≤ d < 2f.

Зафиксируем r-ичное представление числа m: m = m0+m1r+. . .+mνr
ν , 0 ≤ mi < r для всех i.

Тогда для силовской r-подгруппы R группы G справедливо разложение

R = 1d ×Rm0

0 × . . .×Rmν
ν ;

здесь 1d — тривиальная подгруппа в группе Od(q), Ri — силовская r-подгруппа группы Gi =
Oδ

2fri(q), а возведение Ri в степень mi означает прямое произведение mi копий группы Ri.

Для нормализатора подгруппы R имеют место разложения

NG(R) = Od(q)×
ν∏

i=0

Ni ≀ Symmi
, NG(R)/R = Od(q)×

ν∏

i=0

Ni/Ri ≀ Symmi
,

где Ni = NGi
(Ri). Кроме того,

Ri = C(qf−δ)r ≀ Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

, Ni = (N0/R0) � NSym
ri
(Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

)

и Ni/Ri =
(
C(qf−δ)r′

⋊C2f

)
× Cr−1 × . . .× Cr−1

︸ ︷︷ ︸

i раз

.

Теорема 3. Пусть n — четное число и G = Oε
n(q), где q — степень нечетного простого

числа, и r — простое число такое, что (2q, r) = 1. Положим

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}, δ = (−1)e−1, f =
e

(e, 2)
.
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Определим число m следующим образом:

m =







n

2f
− 1, если 2f делит n и (δ)n/2f 6= ε,

[ n

2f

]

, иначе.

Положим d = n − 2fm. Обозначим через K группу Oδm

d (q), где d = n − 2fm. Зафиксиру-

ем r-ичное представление числа m: m = m0 + m1r + . . . + mνr
ν , 0 ≤ mi < r для всех i.

Тогда для силовской r-подгруппы R группы G справедливо разложение

R = 1d ×Rm0

0 × . . .×Rmν
ν ;

здесь 1d — тривиальная подгруппа в группе Oδm

d (q), Ri — силовская r-подгруппа группы Gi =
Oδ

2fri(q), а возведение Ri в степень mi означает прямое произведение mi копий группы Ri.

Для нормализатора подгруппы R имеют место разложения

NG(R) = Oδm

d (q)×
ν∏

i=0

Ni ≀ Symmi
, NG(R)/R = Oδm

d (q)×
ν∏

i=0

Ni/Ri ≀ Symmi
,

где Ni = NGi
(Ri). Кроме того,

Ri = C(qf−δ)r ≀ Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

, Ni = (N0/R0) � NSym
ri
(Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

)

и Ni/Ri =
(
C(qf−δ)r′

⋊C2f

)
× Cr−1 × . . .× Cr−1

︸ ︷︷ ︸

i раз

.

Мы будем доказывать теоремы 1–3 в унифицированной форме, которая представлена в
следующей теореме.

Теорема 4. Пусть G ∈ {Spn(p),O
ε
n(q)}, где q — степень нечетного простого числа, и

r — простое число такое, что (2q, r) = 1. Положим

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}, δ = (−1)e−1, f =
e

(e, 2)
.

Определим число m следующим образом:

m =







n

2f
− 1, если G = Oε

n(q), 2f делит n и (δ)n/2f 6= ε,

[ n

2f

]

, иначе.

Положим d = n− 2fm. Обозначим через K группу Spd(q) (для G = Spn(q)) или Oεδm

d (q) (для
G = Oε

n(q)). Зафиксируем r-ичное представление числа m

m = m0 +m1r + . . .+mνr
ν , 0 ≤ mi < r для всех i.

Тогда для силовской r-подгруппы R группы G справедливо разложение

R = 1d ×Rm0

0 × . . .×Rmν
ν . (1.1)

Здесь 1d — тривиальная подгруппа в группе K, Ri — силовская r-подгруппа группы Gi =
Sp2fri(q) (для G = Spn(q)) или4 Oεδ

2fri(q) (для G = Oε
n(q)), а возведение Ri в степень mi

4Если ε — пустой символ, то считаем, что εδ — тоже пустой символ.
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означает прямое произведение mi копий группы Ri. Для нормализатора подгруппы R имеют

место разложения

NG(R) = K ×

ν∏

i=0

Ni ≀ Symmi
, (1.2)

NG(R)/R = K ×

ν∏

i=0

Ni/Ri ≀ Symmi
, (1.3)

где Ni = NGi
(Ri). Кроме того,

Ri = C(qf−δ)r ≀ Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

, (1.4)

Ni = (N0/R0) � NSym
ri
(Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

) (1.5)

и

Ni/Ri =
(

C(qf−δ)r′
⋊ C2f

)

× Cr−1 × . . .× Cr−1
︸ ︷︷ ︸

i раз

. (1.6)

Таким образом, для того чтобы завершить описание силовских подгрупп в классических
простых группах, остается лишь случай ортогональных и симплектических групп характери-
стики 2.

2. Предварительные сведения и результаты

2.1. Обозначения

Конечное поле порядка q обозначается через Fq. Группу GLn(q) будем обозначать через
GL+

n (q), а группу GUn(q) — через GL−

n (q). Обозначим через e мультипликативный порядок
числа q по модулю r, т. е.

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}.

Вслед за [8] для удобства введем еще две величины: δ = (−1)e−1 и f =
e

(e, 2)
. Отметим следу-

ющие эквивалентности:

(δq)k ≡ 1 (mod r) ⇔ qk ≡ δk (mod r) ⇔ (qk − δk) делится на r.

Через a обозначим число, определяемое равенством ra = (qe − 1)r. Укажем, что знак δ выби-
рается таким образом, чтобы ra делило qf − δ.

Через Symn будем обозначать симметрическую группу степени n. Следуя [7], мы полагаем
удобным рассматривать симметрические группы как соответствующие группы подстановоч-
ных матриц. Подстановочное сплетение X ≀Y матричной группы X и группы Y , состоящей из
подстановочных матриц, определяется как группа, полученная заменой единиц и нулей (см.
выше) соответственно в каждой матрице y ∈ Y всевозможными матрицами из группы X и
нулевыми матрицами той же степени, что и группа X. Таким образом, если X ≤ GLm(q) и
Y ≤ Symn, то X ≀ Y ∈ GLmn(q). Пусть X1,X2, . . . ,Xn — n копий группы X, действующих
на пространствах V1, V2, . . . , Vn размерности m над полем Fq соответственно. Тогда можно
считать, что X ≀ Y действует на пространстве V = V1

⊕
V2

⊕
· · ·

⊕
Vn. При этом подгруппа

X1 ×X2 × · · · ×Xn является базой сплетения X ≀ Y и оставляет на месте каждое слагаемое Vi,
а группа Y переставляет слагаемые V1, . . . , Vn.
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2.2. Радикальные подгруппы в симплектических и ортогональных

группах

Пусть r — нечетное простое число, n — натуральное число, q — нетривиальная степень
простого числа p, отличного от r. Пусть далее G — одна из групп Sp2n(q), O2n+1(q), O

ε
2n(q),

причем q предполагается нечетным. Поскольку q нечетно, всегда можно считать, что группа G
совпадает с группой I(V ) изометрий некоторого векторного пространства V c соответствую-
щей невырожденной кососимметрической или симметрической билинейной формой, которое
мы будем называть естественным модулем для G. Следуя [7], подгруппу R группы G назовем
радикальной подгруппой группы G, если R = Or(N(R)). В данном разделе приведено описание
радикальных r-подгрупп в симплектических и ортогональных группах согласно [5, разд. 1, 2].
Пусть

e = min{k ≥ 1 | qk ≡ 1 (mod r)}, δ = (−1)e−1, f =
e

(e, 2)
.

Пусть число a определяется равенством (q2f − 1)r = ra. Пусть γ — неотрицательное целое
число и Eγ — экстраспециальная группа экспоненты r и порядка r2γ+1 (если γ = 0, то Eγ —
циклическая группа порядка r). Пусть α — неотрицательное целое число и Zα — цикличе-
ская группа порядка ra+α. Пусть Rα,γ — центральное произведение групп Eγ и Zα такое,
что Z(Eγ) = Ω1(Zα). Известно [5; 7; 9], что группа автоморфизмов группы Rα,γ , оставляю-
щих неподвижными элементы из Z(Eγ), изоморфна группе Sp2γ(r) и естественное полупря-

мое произведение Lα,γ групп Rα,γ и Sp2γ(r) вкладывается в группу GLδ
rγ(q

frα). В свою очередь

[6, табл. 3.5.C, 3.5.E и 3.5.F], группа GLδ
rγ (q

frα), расширенная элементом порядка 2frα, вкла-
дывается в группу I(Vα,γ), где Vα,γ — симплектическое или ортогональное пространство над
полем Fq размерности 2frα+γ и ε(Vα,γ), т. е. знак сужения квадратичной формы на Vα,γ , совпа-
дает с δ, если Vα,γ — ортогональное пространство. Затем группу I(Vα,γ) посредством вложения

g 7→






g
. . .

g






можно вложить в группу I(Vm,α,γ), где

Vm,α,γ = Vα,γ ⊥ · · · ⊥ Vα,γ
︸ ︷︷ ︸

m раз

,

и в ортогональном случае ε(Vm,α,γ) = δm. Обозначим через Rm,α,γ и Lm,α,γ образы в Gm,α,γ

групп Rα,γ и Lα,γ относительно этих вложений. Примем также Cm,α,γ = CGm,α,γ (Rm,α,γ),
Nm,α,γ = NGm,α,γ (Rm,α,γ) и N0

m,α,γ = {g ∈ Nm,α,γ | [g, Z(Rm,α,γ)] = 1}.
Далее, пусть c = (c1, c2, . . . , cl), где c1, c2, . . . , cl — натуральные числа. Пусть Aci — транзи-

тивная элементарная абелева подгруппа порядка rci симметрической группы Srci для любого
i = 1, . . . , l и Ac — подстановочное сплетение Ac1 ≀ Ac2 ≀ · · · ≀ Acl . Пусть также u = rc1+c2+···+cl .
Группу Ac можно естественным образом отождествить с подгруппой из Su. Кроме того, поло-
жим Gm,α,γ,c = I(Vm,α,γ,c), где

Vm,α,γ,c = Vm,α,γ ⊥ · · · ⊥ Vm,α,γ
︸ ︷︷ ︸

u раз

,

причем в ортогональном случае ε(Vm,α,γ,c) = δm. Согласно [7, разд. 4] и [5, разд. 2] группа
Rm,α,γ,c = Rm,α,γ ≀ Ac естественным образом вкладывается в группу Gm,α,γ,c, определяется в
ней однозначно с точностью до сопряжения и называется ее базисной подгруппой.

Пусть R — радикальная r-подгруппа группы G. Тогда [10, лемма 10] существуют соответ-
ствующие друг другу разложения

V = V0 ⊥ V1 ⊥ · · · ⊥ Vt, R = R0 ×R1 × · · · ×Rt



Нормализаторы силовских подгрупп в симплектических и ортогональных группах 67

такие, что R0 — тривиальная подгруппа I(V0) и Ri — базисная подгруппа группы I(Vi) при
i ≥ 1. Пусть R(m,α, γ, c) — произведение тех из подгрупп Ri, для которых Ri = Rm,α,γ,c,
V (m,α, γ, c) — сумма соответствующих этим Ri подпространств Vi, а u(m,α, γ, c) — число
таких Ri. Пусть также G(m,α, γ, c) = I(V (m,α, γ, c)) — соответствующая группа изометрий,
отождествляемая с соответствующей подгруппой в G.

2.3. Силовские подгруппы в симплектических и ортогональных группах

Очевидно, что силовские подгруппы являются радикальными. Строение силовских под-
групп в классических группах описано в [11]. Нам будет удобно использовать адаптированный
вариант этого описания из работы [8]. В данном подразделе кратко дано строение силов-
ских r-подгрупп в симплектических и ортогональных группах, а также приведены парамет-
ры, соответствующие разложению силовской r-подгруппы, рассматриваемой как радикальная
r-подгруппа, в прямое произведение базисных подгрупп.

Будем использовать обозначения, введенные в теореме 4. Порядок группы G определяется
как

|G| =







q
n2

4 (q2 − 1)(q4 − 1) . . . (qn − 1), G = Spn(q),

2qk
2

(q2 − 1)(q4 − 1) . . . (q2k − 1), G = O2k+1(q),

2qk(k−1)(q2 − 1)(q4 − 1) . . . (q2k−2)(qk − ε), G = Oε
2k(q).

Силовская r-подгруппа R0 группы G0 = Oε
2f (q) является циклической группой поряд-

ка (qf − δ)r = ra и соответствует группе Rm,α,γ для (m,α, γ) = (1, 0, 0) в обозначениях
подразд. 2.2. Группу Ri = Ri−1 ≀ Cr, 1 ≤ i ≤ ν, можно рассматривать как подгруппу в
Gi ∈ {Sp2fri(q),O

εδ
2fri(q)}, а порядок группы Ri равен rar

i+µi(r), где µi(r) = 1 + r + . . . + ri−1.
В силу того что |Gi|r = |Ri|, подгруппа Ri является r-силовской подгруппой группы Gi. Кроме
того, в обозначениях подразд. 2.2 имеем

Ri = R0 ≀ Cr ≀ . . . ≀ Cr
︸ ︷︷ ︸

i раз

= R1,0,0 ≀Aci
, где ci = (1, . . . , 1)

︸ ︷︷ ︸

i раз

.

Ясно, что группу R = 1d×Rm0

0 ×. . .×Rmν
ν можно рассматривать как подгруппу в группе G.

Ее порядок определяется как |R| = rN , где N = ar +
∑ν

i=0 miµi(r), и несложно убедиться в
том, что r-часть порядка группы G в точности равна rN . Таким образом, группа R — это
действительно r-силовская подгруппа в группе G. Помимо этого, для R как для радикальной
подгруппы выполнено разложение

R = 1d ×
∏

(m,α,γ,c)

R(m,α, γ, c) = 1d ×

ν∏

i=0

R(1, 0, 0, ci) = 1d ×

ν∏

i=0

Rmi

1,0,0,ci
,

в частности, в обозначениях подразд. 2.2 имеем

R(1, 0, 0, ci) = Rmi
1,0,0,ci

, u(1, 0, 0, ci) = mi, G(1, 0, 0, ci) = Gmi

i . (2.1)

3. Доказательство основных утверждений

3.1. Доказательство предложения 1

Утверждение предложения 1 тривиально, потому что индекс |G : S| равен 1, 2 или 4
[6, 2.1.C, 2.1.D]. Следовательно, он не делится на нечетное простое r, и поэтому силовские
r-подгруппы в группах G и S совпадают. Центр группы G также является 2-группой, откуда
легко следует оставшаяся часть доказываемого утверждения. �
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3.2. Доказательство теорем 1–4

Как было сказано ранее, докажем теорему 4. Строение силовской r-подгруппы в группе G
и ее разложение как радикальной r-подгруппы в прямое произведение базисных подгрупп
приведено в подразд. 2.3. Исходя из этого, выполнены равенства (1.1) и (1.4).

Далее, применим лемму 11 из работы [10] для подгруппы R как для радикальной под-
группы группы G. Ввиду соответствия параметров (2.1) из леммы следует справедливость
разложений (1.2) и (1.3).

Теперь докажем справедливость равенств (1.5) и (1.6). Применим п. 2 леммы 8 из [10] для
H = Gi и R = Ri (в лемме вместо символа “ � ” используется символ “ ⊗ ”). В обозначениях
леммы 8 имеем

R1,0,0,ci = R0, N1,0,0,ci = N0, ci = 1, u = ri.

Строение нормализатора N0 силовской r-подгруппы R0 группы G0 описано в [8, Ch. 3,
Case 2 и Case 4] (G0, R0, N0 в наших обозначениях соответствуют L,C,N в обозначениях [8]):

N0 = Cqf−δ ⋊ C2f , N0/R0 = C(qf−δ)r′
⋊ C2f .

C учетом этих равенств и того, что GL1(r) ≃ Cr−1, из п. 2 леммы 8 из работы [10] напрямую
следуют равенства (1.5), (1.6).

Теорема 4 доказана.

Формулировки теорем 1–3 получены из формулировки теоремы 4 путем опускания соот-
ветствующих случаев, поэтому теоремы 1–3 также доказаны.
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