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Разработан новый коллокационный метод (h-КМ4) численного решения двумерных эллиптических
задач со старшими производными второго порядка. В качестве аппроксимации выступали полиномы чет-
вертой степени в треугольных ячейках сетки, сгенерированной в пакете Gmsh. Неизвестные коэффициен-
ты полиномиального разложения определялись из решения системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ), состоящей из уравнений коллокации, условий согласования и краевых условий. В h-КМ4 СЛАУ
является квадратной, что принципиально отличает его от опубликованных ранее вариантов метода кол-
локации и наименьших квадратов, в котором выписываются аналогичные уравнения, но СЛАУ переопре-
делена. Последнее приводит к увеличению времени вычислений и необходимости поиска специальных
значений весовых коэффициентов, на которые домножаются уравнения приближенной задачи. Численно
установлен четвертый порядок сходимости h-КМ4 на гладких тестовых решениях уравнения Пуассона и
системы уравнений с частными производными (УЧП), возникающей при расчете изгиба пластин в рам-
ках теории Рейсснера — Миндлина (ТРМ). Продемонстрирована возможность рассчитывать напряженно-
деформированное состояние (НДС) достаточно тонких пластин в ТРМ с помощью h-КМ4. Показано, что
для решения системы УЧП, описывающей изгиб пластины в рамках теории Кирхгофа —Лява (ТКЛ) в
смешанной постановке, необходимо в h-КМ4 увеличивать количество уравнений приближенной задачи.
Таким образом, аппроксимация свелась к построению нового варианта метода коллокации и наименьших
квадратов (h-МКНК4), имеющего порядок сходимости не хуже третьего. Проведен анализ НДС круглых
пластин с отверстиями в зависимости от толщины пластины в ТРМ и ТКЛ, а также от эксцентриситета
в случае одного отверстия. Для повышения точности вычислений в задачах с большими градиентами и
ограниченной гладкостью решения использовались адаптивные сетки, позволяющие в последнем случае
повышать порядок сходимости. Их применение расширило возможности разработанных здесь h-КМ4 и
h-МКНК4 по сравнению с предыдущими вариантами метода коллокации и наименьших квадратов, что
подтверждено численными экспериментами.

Ключевые слова: метод коллокации, уравнение Пуассона, теория Рейсснера –Миндлина, теория Кирх-
гофа –Лява, изгиб пластины.

L. S. Bryndin, V.A. Belyaev. Collocation methods with fourth degree polynomials on

triangular grids and their application to the calculation of bending of round plates with holes.

A new collocation method (h-CM4) is developed for the numerical solution of two-dimensional elliptic
problems with second-order highest derivatives. Fourth-degree polynomials on triangular cells of a grid generated
by Gmsh are used as an approximation. Unknown coefficients of the polynomial decomposition are determined
from the solution of a system of linear algebraic equations (SLAE) consisting of collocation equations, matching
conditions, and boundary conditions. In the h-CM4, the SLAE is quadratic in contrast to published versions
of the least-squares collocation method, where similar equations are written, but the SLAE is overdetermined.
This leads to an increase in computation time and the need to search for special values of the weight coefficients
multiplying the equations of the approximate problem. The fourth order of convergence of the h-CM4 is
established numerically on smooth test solutions of the Poisson’s equation and of a system of partial differential
equations (PDEs) arising in the calculation of bending within the Reissner–Mindlin plate theory (RMPT). The
possibility of calculation of the stress–strain state (SSS) of sufficiently thin plates in the RMPT is demonstrated.
It is shown that in order to solve the PDE system describing the plate bending within the Kirchhoff–Love plate
theory (KLPT) in a mixed formulation, it is necessary to increase the number of equations of the approximate
problem in the h-CM4. Thus, the approximation is reduced to the construction of a new version of the least-
squares collocation method (h-LSCM4), whose convergence order is no worse than the third. The SSS of round
plates with holes is analyzed depending on the thickness of a plate in the RMPT and KLPT as well as on
eccentricity in the case of one hole. Adaptive grids are used to improve accuracy in problems with large gradients
and limited smoothness of the solution, which resulted in improving the order of convergence in the latter case.
The application of adaptive grids expands the capabilities of the h-CM4 and h-LSCM4 compared to previous
versions of the least-squares collocation method, which is confirmed by numerical examples.

Keywords: collocation method, Poisson’s equation, Reissner–Mindlin theory, Kirchhoff–Love theory, plate
bending.
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Введение

Настоящая статья посвящена решению двумерных эллиптических задач в квадратных и
многосвязных с криволинейной границей областях с помощью новых коллокационных методов.
Рассматриваются примеры с особенностями в виде больших градиентов [1] и разрыва вторых
производных в угловых точках области [2]. Разрабатываемые нами коллокационные методы
применяются для расчета изгиба пластин в рамках теорий Рейсснера— Миндлина (ТРМ) [3,
подразд. 3.4.4] и Кирхгофа— Лява (ТКЛ) [4, гл. IV]. В качестве объекта исследования выбра-
ны круглые пластины в общем случае с нецентральными отверстиями, в окрестности которых
возникают градиенты напряжений. Такие пластины широко используются в качестве силовых
элементов различных конструкций в авиационной, ракетно-космической и судостроительной
промышленности, в том числе для уменьшения веса [5], а также являются перекрытиями же-
лезобетонных конструкций колодца, защищая их от обвала грунта и нагрузок, передающихся
от транспортных средств.

Развитие коллокационных методов является одной из актуальных задач вычислительной
математики, поскольку они обладают рядом преимуществ по сравнению с другими известными
методами. Например, коллокационные методы, в отличие от различных вариантов метода
конечных элементов:

1) работают быстрее за счет отсутствия интегрирования, а также в некоторых случаях
имеют меньшее количество ненулевых элементов в матрице системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) [6; 7];

2) более удобны для аппроксимации уравнений с частными производными (УЧП) высоких
порядков со сложными краевыми условиями, в том числе в нерегулярных областях [8];

3) лучше подходят для автоматизированного построения hp-вариантов и их реализации на
компьютере с одновременной возможностью измельчать шаги сетки (h-подход) и увеличивать
степень аппроксимирующих полиномов (p-подход) [1; 2; 9].

Для решения указанного выше класса задач весьма эффективными являются сеточные ва-
рианты численных методов. Некоторые бессеточные (псевдо)спектральные методы [1;2;8–10],
в которых численные решения в виде полиномов достаточно высокой степени строятся в од-
ной ячейке, в том числе включающей исходную нерегулярную область, демонстрируют экс-
поненциальную (или даже факториальную [11]) скорость уменьшения погрешности только
при наличии высокого порядка гладкости искомых решений. Кроме того, такой подход по-
строения сетки попросту неприменим для решения задач в многосвязных областях, поскольку
аналитические продолжения решений за внутренний контур имеют логарифмические точки
ветвления [9]. Для коллокационных методов нет необходимости в наличии фундаментального
решения, построить которое затруднительно (или невозможно) при решении сложных раз-
решающих систем УЧП с переменными коэффициентами, что является необходимым усло-
вием для реализации метода граничных элементов [12, разд. 1.2]. Запись краевых условий в
коллокационных методах осуществляется исключительно в точках, принадлежащих границе
расчетной области [1; 2; 7–10], без потери порядка сходимости, которая может иметь место в
методе конечных разностей [13].

По способу построения сеточные коллокационные методы можно разделить на две груп-
пы. К первой группе относятся методы, у которых кусочно-полиномиальное решение между
ячейками склеено автоматически и принадлежит как минимум классу Cr−1, где r — порядок
старшей производной разрешающей системы УЧП. Например, такая возможность реализова-
на в изогеометрическом коллокационном методе с применением рациональных B-сплайнов с
неравномерным расположением узлов [6] и в коллокационном методе c бикубическим эрми-
товым базисом [7]. Последний подход аппроксимации привязан к обязательному расположе-
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нию точек коллокации в корнях полиномов Лежандра и использованию прямоугольных сеток
для обеспечения оптимального порядка сходимости. Однако стоит признать, что такая техни-
ка построения расчетных сеток может быть неэффективной, когда возникает необходимость
использования сгущающихся сеток. Вторую группу составляют коллокационные методы, в
которых склейка решения происходит “принудительным” образом только в нескольких точ-
ках на общих границах между ячейками [9; 14]. При этом в других точках на этих границах
приближенное решение из разных соседних ячеек не обязано совпадать.

Ярким представителем последнего подхода является метод коллокации и наименьших
квадратов, применяющийся чаще всего для численного решения двумерных стационарных
задач [1; 2; 9; 15–19]. Отличительная особенность метода коллокации и наименьших квадратов
заключается в необходимости решения переопределенных СЛАУ для отыскания приближен-
ного решения. Они состоят из уравнений коллокации, условий согласования (необходимых
для склейки решения между ячейками) и краевых условий. Переопределение позволяет полу-
чить СЛАУ с конечным числом обусловленности соответствующей ей прямоугольной матри-
цы, причем для каждой задачи оптимальная степень переопределения — своя [15;17]. Однако
переопределенные СЛАУ по сравнению со СЛАУ, имеющими квадратные матрицы, при оди-
наковом числе неизвестных обладают двумя недостатками. Во-первых, время решения таких
СЛАУ больше, а во-вторых, при решении линейной задачи наименьших квадратов возникает
необходимость поиска специальных значений весовых коэффициентов, на которые домножа-
ются аппроксимирующие уравнения в методе коллокации и наименьших квадратов [15;17;18].
Они влияют на обусловленность СЛАУ, скорость сходимости метода итераций по подобластям
для ее решения, а также на точность полученных результатов.

В данной работе при построении полиномиального решения четвертой степени (p = 4) на
треугольных сетках нам впервые удалось обнаружить способ записи уравнений приближенной
задачи, приводящий к невырожденным квадратным СЛАУ с небольшим и конечным числом
обусловленности в рамках подхода с записью уравнений коллокации, условий согласования
и краевых условий (аналогично тому, как это делается в методе коллокации и наименьших
квадратов). Это оказалось возможным только для случаев, когда количество краевых усло-
вий совпадало с количеством искомых функций. Для решения системы УЧП в ТКЛ в сме-
шанной постановке приходилось переопределять СЛАУ. Как итог, аппроксимация свелась к
построению нового варианта метода коллокации и наименьших квадратов для решения этой
задачи.

1. Постановка задачи

В данной работе мы рассмотрели несколько постановок задач.

◦ Задача Дирихле для уравнения Пуассона в области Ω ⊂ R2 с границей ∂Ω:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f, (x, y) ∈ Ω, (1.1)

u = g, (x, y) ∈ ∂Ω, (1.2)

где u(x, y) — искомая функция, f(x, y) и g(x, y) — заданные.

◦ Задача изгиба однослойных изотропных пластин постоянной толщины t = const в рам-

ках ТРМ, описываемая следующей системой УЧП [3, п. 3.4.4]:

K

2(1 + ν)

( ∂

∂x

(∂w

∂x
+ φx

)

+
∂

∂y

(∂w

∂y
+ φy

))

= −1, (1.3)
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)

= 0, (1.4)
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(2− ν)β2
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+
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∂2φy
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(∂w

∂y
+ φy

)

= 0, (1.5)

где K = 5/6 — сдвиговой коэффициент Тимошенко; ν = const — коэффициент Пуассона;
w(x, y) — прогиб; φx(x, y) и φy(x, y) — углы поворота нормали срединной поверхности
вокруг осей y и x соответственно; β = t/L — малый параметр; L = const — характерный
размер области.

Система (1.3)–(1.5) записана в безразмерном виде (в ней волнистые черточки над пере-
менными уже опущены): x̃ = x/L, ỹ = y/L, w̃ = w · Et3/(qL4), φ̃x = φx · Et3/(qL3), φ̃y =
φy ·Et3/(qL3). Здесь E = const — модуль упругости; q = const — поперечная нагрузка.

Из (1.4) и (1.5) видно, что в ТРМ, в отличие от ТКЛ, возникают малые параметры при
старших производных φx и φy, если t → 0 (см. [19, гл. 1], а также далее (1.6)–(1.9)).
Кроме того, для (1.3)–(1.5) характерен эффект сдвигового запирания [20; 21], связан-
ный с тем, что при t → 0 приближенное решение все хуже удовлетворяет требованиям,
допускающим нулевые деформации поперечного сдвига. Как итог, деформации и пере-
мещения могут значительно недооцениваться при численном решении. В (1.4) и (1.5)

при t → 0 слагаемые
(∂w

∂x
+ φx

)

и
(∂w

∂y
+ φy

)

стремятся к нулю. В то же время в (1.3)

сумма их производных должна уравновесить нагрузку q (после обезразмеривания имеем
константу в правой части). Одним из средств преодоления этой неприятности является
решение задачи с использованием полиномов относительно высокой степени. Например,
в [20] отмечается эффективность применения метода конечных элементов с полиномами
третьей степени или выше в зависимости от малости толщины пластины. Информацию
о других способах “борьбы” со сдвиговым запиранием читатель может найти в [21] и
цитируемой там литературе.

◦ Cистема УЧП, описывающая изгиб однослойных изотропных пластин в рамках ТКЛ в

смешанной постановке [4, гл. IV]:

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2My

∂y2
= −1, (1.6)

Mx +
1

12(1 − ν2)

(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)

= 0, (1.7)

My +
1

12(1 − ν2)

(∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)

= 0, (1.8)

Mxy +
1

12(1 + ν)

∂2w

∂x∂y
= 0, (1.9)

где Mx, My и Mxy — изгибающие моменты. Система (1.6)–(1.9) записана также в безраз-
мерном виде (черточки опущены): x̃ = x/L, ỹ = y/L, w̃ = w ·Et3/(qL4), M̃x = Mx/(qL

2),
M̃y = My/(qL

2), M̃xy = Mxy/(qL
2).

Системы (1.3)–(1.5) и (1.6)–(1.9) дополнялись краевыми условиями защемления C (от англ.
clamped) и шарнирного закрепления S (от англ. simply supported) [22; 4, гл. IV]:

C (ТРМ): w = 0, φn = φxnx + φyny = 0, φs = φynx − φxny = 0, (1.10)

C (ТКЛ): w = 0,
∂w

∂x
nx +

∂w

∂y
ny = 0, (1.11)

S (ТРМ): w = 0, Mn = 0, φs = 0, (1.12)

S (ТКЛ): w = 0, Mn = 0, (1.13)
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где (nx, ny) — компоненты внешней нормали к границе области ∂Ω; Mn = Mxn
2
x+2Mxynxny +

Myn
2
y — изгибающий момент. В ТРМ Mx = D11

∂φx

∂x
+ D12

∂φy

∂y
, My = D12

∂φx

∂x
+ D22

∂φy

∂y
,

Mxy = D66

(∂φx

∂y
+

∂φy

∂x

)

, D11 = D22 =
Et3

12(1 − ν2)
, D12 =

νEt3

12(1 − ν2)
, D66 =

Et3

12(1 + ν)
.

Отметим, что на сегодняшний день для нерегулярных областей предложено и реализовано
два адаптивных варианта метода коллокации и наименьших квадратов [15; 16], в которых
строились расчетные сетки с треугольными [15] и квадратными [16] ячейками. В этих работах
решались эллиптические задачи второго порядка с применением кусочно-полиномиального
базиса только степеней p = 2 и p = 3.

Изложенное выше побудило нас разработать и исследовать новые варианты коллока-
ционных методов решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона (1.1), краевых задач
для (1.3)–(1.5) и (1.6)–(1.9), а также провести анализ напряженно-деформированного состоя-
ния (НДС) круглых пластин с отверстиями в зависимости от их расположения, краевых усло-
вий, толщины пластин и рассматриваемых теорий. В этом заключается постановка задачи.
Обозначим далее через h-КМ4 метод коллокации без использования переопределенных СЛАУ
с применением пространства полиномов четвертой степени, а через h-МКНК4 — вариант мето-
да коллокации и наименьших квадратов (с аналогичными аппроксимирующими полиномами
четвертого порядка), в котором возникают переопределенные СЛАУ.

2. Описание численного метода

Покроем двумерную область Ω (рис. 1 (а)) неструктурированной сеткой в количестве Ncells

треугольных ячеек с помощью пакета Gmsh (рис. 1 (б)). При этом к каждой стороне одной
треугольной ячейки примыкает не более одной стороны другой ячейки. В данной работе адап-
тация сетки осуществляется к заранее известному (или предполагаемому) месту особенности
решения задачи. Ячейки, две вершины которых лежат на ∂Ω, назовем граничными, осталь-
ные — внутренними. Введем в каждой j-й ячейке, j = 1, . . . , Ncells, свою локальную систему
координат

ξ1 =
x− xcj

hj
, ξ2 =

y − ycj
hj

, (2.1)

где (xcj , ycj) — центр j-й ячейки, являющийся точкой пересечения медиан образующего ее
треугольника, hj — радиус описанной вокруг него окружности.

Решение в каждой j-й ячейке ищется в виде полинома четвертой степени, базисными функ-

r0

r1

x

y

d

∂Ω

Ω

(а) (б)

Рис. 1. Пример двусвязной области решения задачи (а) и фрагмент с адаптивной сеткой (б), где ⋄ —
точки коллокации; × — точки согласования, � — точки записи краевых условий
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циями которого являются мономы:

uhj(ξ1, ξ2) =
4

∑

i1=0

4−i1
∑

i2=0

ci1i2,jξ
i1
1 ξi22 , (2.2)

где ci1i2,j — неизвестные коэффициенты.
Для определения ci1i2,j в каждой ячейке выписываются уравнения коллокации, условия

согласования и краевые условия, если ячейка является граничной. Опишем сначала h-КМ4 на
примере решения (1.1), (1.2).

Подставляя (2.2) в уравнение (1.1) в точке (xcol, ycol), получим уравнение коллокации:

1

h2j

(∂2uhj
∂ξ21

+
∂2uhj
∂ξ22

)

= f. (2.3)

Для расстановки точек коллокации (xcol, ycol) сперва выберем натуральное число Nc. Обо-
значим через li, i = 1, 2, 3, расстояние от i-й вершины треугольника до его центра. Далее тре-
угольник, образующий ячейку, расширяется таким образом, что центр нового треугольника
совпадает с начальным, а каждая вершина нового треугольника лежит на продолжении отрез-
ка, соединяющего вершину исходного треугольника и его центр. При этом расстояние от новой
вершины до центра составляет (1+1/(Nc+1))li. Затем каждая сторона расширенного треуголь-
ника делится на равные отрезки (Nc + 2) точками, включающими его вершины. В качестве
точек коллокации выберем все пересечения линий, проведенных между точками разбиения
сторон, отстоящих от каждой вершины на одинаковое количество делений. Таким образом,
получим (Nc +1)Nc/2 точек коллокации, расположенных внутри ячейки. На рис. 1 (б) приве-
ден пример расстановки точек в случае Nc = 3. Данный алгоритм расширения треугольника
проводится с целью расположения точек коллокации более равномерно как внутри ячейки,
так и в целом во всей расчетной области.

Условия согласования выписываются в Nmatch точках, равномерно расположенных на каж-
дой стороне j-й ячейки, обе вершины которой одновременно не принадлежат ∂Ω (см. рис. 1 (б))
и имеют следующий вид:

uhj +
∂uhj
∂~nj

= ûh +
∂ûh
∂~nj

, (2.4)

где ûh — решение из соседней ячейки, имеющей общую сторону с j-й; ~nj — единичная внешняя
нормаль к границе j-й ячейки. Отметим, что из уравнений (2.4), выписанных в j-й и соседней

с ней ячейках, следуют отдельные равенства [15]: uhj = ûh,
∂uhj
∂~nj

=
∂ûh
∂~nj

.

В случае если j-я ячейка является граничной, на отрезке дуги границы области, заключен-
ной между двумя вершинами треугольника, которые принадлежат ∂Ω, в Nbound равномерно
распределенных точках (см. рис. 1 (б)) выписываются краевые условия

uhj = g. (2.5)

З а м е ч а н и е 1. При решении систем (1.3)–(1.5) и (1.6)–(1.9) уравнения коллокации
получаются аналогично (2.3), краевые условия (1.10), (1.11), (1.12), (1.13) аппроксимируются
аналогично (2.5). Условия согласования (2.4) выписываются для каждой неизвестной функции.

З а м е ч а н и е 2. В данной работе при решении краевых задач для (1.1) и (1.3)–(1.5)
применяется h-КМ4 при Nc = 3, Nmatch = 3, Nbound = 3. Здесь в каждой ячейке выписывается
6 уравнений коллокации и в сумме 9 условий согласования и краевых условий (в зависимости
от типа ячеек) на 15 неизвестных коэффициентов для каждой неизвестной функции. В этом
случае глобальная СЛАУ, представленная объединением всех вышеперечисленных уравнений
во всех ячейках области, является квадратной.

З а м е ч а н и е 3. При решении (1.6)–(1.9) было рассмотрено несколько вариантов рас-
становки точек коллокации, согласования и записи краевых условий. Установлено, что при
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Nc = 3, Nmatch = 3, Nbound = 6 глобальная СЛАУ является квадратной, но ее матрица A
имеет очень большое число обусловленности в спектральной норме (cond2(A)). Как следствие,
в расчетах была получена плохая точность результатов. Небольшое переопределение сразу
позволило существенно снизить cond2(A) и на несколько порядков улучшить погрешность ре-
шения задачи. Отметим, что при решении переопределенных СЛАУ, возникающих в данном
случае в h-МКНК4, уравнения коллокации для (1.6)–(1.9) домножались на h2j ; в условиях со-
гласования (2.4) перед производной по нормали в левой и правой частях вес брался равным hj ;
во втором уравнении краевого условия (1.11) также проводилось домножение на hj . Такой вы-
бор весов связан с порядком старшей производной в каждом конкретном уравнении. Более
подробные количественные характеристики приведены ниже.

Неизвестные коэффициенты ci1i2,j определялись из решения глобальной разреженной (в
общем случае переопределенной) СЛАУ с помощью ортогонального метода, реализованного в
библиотеке SuiteSparse [23], в комбинации с распараллеливанием вычислений на видеокарте
Nvidia за счет применения технологии CUDA.

3. Результаты численных экспериментов и их обсуждение

В представленных ниже результатах относительная погрешность ‖Eu
r ‖∞ и абсолютная

‖Eu
a‖∞ вычислялись по следующим формулам:

‖Eu
r ‖∞ =

max
i=1,...,M

|uex(xi, yi)− uh(xi, yi)|

max
i=1,...,M

|uex(xi, yi)|
, (3.1)

‖Eu
a‖∞ = max

i=1,...,M
|uex(xi, yi)− uh(xi, yi)|, (3.2)

где uex — точное решение задачи; uh — приближенное кусочно-полиномиальное решение;
(xi, yi), i = 1, . . . ,M, — вершины всех треугольных ячеек расчетной области.

Для оценки величины погрешности при расчете изгиба круглых пластин с нецентральным
отверстием (или несколькими отверстиями) рассматривалась следующая величина:

‖Eu
r ‖∞ =

max
i=1,...,M

|uh1(xi, yi)− uh2(xi, yi)|

max
i=1,...,M

|uh1(xi, yi)|
, (3.3)

где uh1 и uh2 — приближенные решения на подробной и грубой сетках соответственно. Верхний
индекс “u” в (3.1), (3.2) или (3.3) обозначает функцию, для которой вычисляется погрешность.
Здесь в качестве множества {(xi, yi), i = 1, . . . ,M} взяты точки, которые равномерно располо-
жены в количестве 10000 в минимальном по площади прямоугольнике, включающем исходную
область, и принадлежат ей. Обращаем внимание, что формула (3.3) показывает погрешность
именно для решения uh2 на грубой сетке.

Порядок сходимости погрешности приближенного решения определим следующим обра-
зом:

R =
log2

E2

E1

log2

√

Ncells,1

Ncells,2

,

где E1 и E2 — погрешности ((3.1), (3.2) или (3.3)) на двух сетках с количеством ячеек Ncells,1

и Ncells,2 соответственно, где Ncells,1 > Ncells,2.
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3.1. Решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона

П р и м е р 1. Рассмотрим жесткую краевую задачу Дирихле для уравнения Пуассо-
на (1.1), (1.2) в Ω = (−0.5, 0.5)2 с тестовым решением u(x, y) = e−γ(x2+y2) при γ = 1000,
имеющего большой градиент в окрестности точки (0, 0) в форме пика и малое изменение в
других частях области (рис. 2). В этом случае правая часть уравнения f(x, y) = 4(γ2(x2 +
y2)− γ)e−γ(x2+y2).

В табл. 1 приведено сравнение результатов решения данной задачи, полученных с помо-
щью метода коллокации и наименьших квадратов (МКНК) при p = 4 с представлением при-
ближенного решения в виде (2.2), которое реализовано на равномерной квадратной сетке по
алгоритму из [1], и h-КМ4 — на треугольной сетке, адаптируемой к особенности в точке (0, 0)
с показателем сгущения η = 10. Он рассчитан как отношение максимального характерного
размера ячейки к минимальному.

В методе коллокации и наименьших квадратов [1] на 15 неизвестных коэффициентов в
каждой ячейке выписывалось 36 уравнений, т. е. переопределение было более чем в два ра-
за. Размер матрицы глобальной СЛАУ составляет в этом случае 36Ncells×15Ncells элементов
в отличие от h-КМ4, в котором он равняется 15Ncells×15Ncells. Из табл. 1 видно, что ме-
тод коллокации и наименьших квадратов и h-КМ4 сходятся с четвертым порядком. Однако
адаптивный h-КМ4 по точности существенно превосходит метод коллокации и наименьших
квадратов, позволяя достигать одинаковую точность, имея на порядок меньшее число ячеек.
Числа обусловленности cond2(A) в спектральной норме для h-КМ4 для Ncells = 88, 396, 1660
были небольшими и равнялись 3.20e+2, 1.84e+3 и 4.97e+3 соответственно.

П р и м е р 2. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона (1.1), (1.2) при
f(x, y) = 1 и g(x, y) = 0 с особенностью в виде разрыва вторых производных в угловых точках
квадратной области Ω = (0, 1)2.

Точным решением здесь является равномерно и абсолютно сходящийся ряд [2; 24]

u(x, y) =
−16

π4

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

sin((2m − 1)πx) sin((2n − 1)πy)

(2m− 1)(2n − 1)((2m − 1)2 + (2n− 1)2)
.

Численные результаты, полученные h-КМ4 на сетке, сгущающейся к вершинам квадратной
области, приведены в табл. 2. В этом примере видно, что порядок сходимости R у h-КМ4 не
хуже третьего. Этого удалось достигнуть за счет применения адаптации при использовании
равномерных сеток R = 2 вне зависимости от порядка аппроксимации численных методов для
гладких функций. Это было установлено в статье [24] при использовании метода конечных

u(x,y)

x

y
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Pис. 2. График решения u(x, y) = e−1000(x2+y2)

из примера 1

Т а б л и ц а 1
Результаты численных экспериментов

в примере 1

МКНК, алгоритм из [1] h-КМ4, эта работа

Ncells ‖Er‖∞ R Ncells ‖Er‖∞ R

100 4.99e-1 — 88 4.25e-1 —

400 1.31e-1 1.92 396 7.35e-3 5.39

1600 3.32e-3 5.30 1660 1.58e-4 5.35

6400 1.81e-4 4.19 6678 5.85e-6 4.73

25600 1.01e-5 4.16 25712 3.54e-7 4.16

102400 6.57e-7 3.94 101714 1.82e-8 4.31
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Т а б л и ц а 2
Результаты численных

экспериментов
для h-КМ4 в примере 2

Ncells η ‖Ea‖∞ R

498 16 5.88e-7 —

1530 24 5.44e-8 4.24

6494 48 2.51e-9 4.25

26482 64 2.73e-10 3.15

Т а б л и ц а 3
Зависимость точности и порядка сходимости
h-КМ4 от показателя сгущения в примере 2

Ncells ‖Ea‖∞ R Ncells ‖Ea‖∞ R

η = 16 η = 24

498 5.88e-7 — 534 5.64e-7 —

1418 7.72e-8 3.88 1530 5.44e-8 4.44

5558 1.80e-8 2.13 5934 7.99e-9 2.83

21840 4.41e-9 2.05 23280 1.95e-9 2.06

η = 48 η = 64

622 5.89e-7 — 678 6.16e-7 —

1648 8.19e-8 4.04 1716 7.28e-8 4.38

6494 2.51e-9 5.08 6730 2.69e-9 4.68

25460 4.91e-10 2.38 26482 2.73e-10 3.34

разностей второго, шестого и десятого порядка аппроксимации, а также в работе [2], в кото-
рой применялся метод коллокации и наименьших квадратов с представлением решения в виде
прямого произведения полиномов Чебышева степени p = 6, 8, 10, 12, 14, 16. В частности, на
сетке 40×40 разностной схемой десятого порядка была достигнута точность ‖Ea‖∞ =4.34e-8,
а методом коллокации и наименьших квадратов при p = 16 — ‖Ea‖∞ =4.28e-8. Аналогичная
точность достигается h-КМ4 на сетке, состоящей из 1530 ячеек. Однако в методе коллокации
и наименьших квадратов при p = 16 [2] количество неизвестных коэффициентов в каждой
ячейке составляло 289, а в h-КМ4 — 15. При этом для их отыскания в [2] решалась переопре-
деленная СЛАУ, а здесь — квадратная.

В табл. 3 показана зависимость погрешности ‖Ea‖∞ и порядка сходимости R от показателя
сгущения сетки η. Для того чтобы R превышал три, необходимо на сетках, состоящих из более
чем 6000 ячеек, сильнее проводить адаптацию к угловым точкам квадратной области при
переходе с одного размера на другой. Если этого не делать, то порядок сходимости опускается
до двух. Как следствие, на подробных сетках (> 6000 ячеек) повышается и точность, которая
на грубых практически не изменяется при увеличении η.

3.2. Расчет НДС круглых пластин с одним отверстием в ТРМ и ТКЛ

Во всех представленных ниже расчетах, в том числе и в подразд. 3.3, степень сгущения
сетки η = 8. Характерный размер ячейки около внешней окружности на самой грубой сетке
задавался равным 0.4 (для обезразмеренных координат), около отверстия — 0.05 (в подразд. 3.3
около каждого отверстия). При измельчении сетки каждое из этих двух чисел делилось в
два раза. В качестве параметров материала были взяты E = 2 · 105, ν = 0.28. Численный
расчет и анализ НДС круглых пластин с отверстием разделим на два этапа. При этом внешняя
окружность таких пластин описывалась уравнением x2 + y2 = r21, а внутренняя — (x + d)2 +
y2 = r20, где r1 = 5 и r0 = 1 — их радиусы; d — эксцентриситет (рис. 1 (а)).

3.2.1. Верификация h-КМ4 и h-МКНК4 при расчете НДС кольцевой пластины с
центральным отверстием. Результаты сходимости h-КМ4 на последовательности измель-
чающихся сеток при расчете изгиба защемленной по всем краям (1.10) кольцевой пластины
в рамках ТРМ (1.3)–(1.5) приведены в табл. 4. Точное решение задачи в этом случае для
размерных переменных имеет следующий вид:

w = C1

( log r

GtK
− r2 log r

4D
+

r2

8D

)

− C2r
2

2
− C3 log r + C4 −

qr2

4GtK
+

qr4

64D
, (3.4)

φx =
(

C2 +
C3

r2
+

C1

2D
log r − qr2

16D

)

x, φy =
(

C2 +
C3

r2
+

C1

2D
log r − qr2

16D

)

y, (3.5)
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где r =
√

x2 + y2 — полярный радиус; G = E/(2(1 + ν)) — модуль сдвига; константы C1–C4

определяются из решения СЛАУ размера 4×4 в зависимости от типа краевых условий (1.10)
или (1.12). Ввиду громоздкости выражений для C1–C4 мы их здесь не приводим. Для нахож-
дения точного решения использовалась техника из работы [22] с учетом слагаемых log r и 1/r
при интегрировании разрешающих уравнений в полярной системе координат.

Из табл. 4 видно, что h-КМ4 сходится с порядком сходимости не хуже четвертого, за ис-
ключением случаев t = 10−2 на грубых сетках и сильно тонкой пластины t = 10−3. В послед-
нем случае величина малого параметра β2 = 10−8 в (1.4), (1.5), если в качестве характерного
размера принять значение диаметра внешней окружности, который на четыре (!) порядка пре-
вышает толщину пластины. Отметим, что с подобными проблемами сходимости сталкивались
авторы статьи [20], когда использовали метод hp-Clouds высокого порядка аппроксимации при
t → 0. Также заметим, что с уменьшением толщины t относительная погрешность начинает
ухудшаться, но, как это хорошо видно, h-КМ4 способен рассчитывать НДС с точностью 1% и
лучше на сетках достаточно умеренного размера для тонких пластин, когда β ∼ 10−2 ÷ 10−3.

Величины ‖Eφy
r ‖∞ и R для φy близки к соответствующим значениям для φx.

Рассмотрим теперь численное решение защемленной (1.11) (и шарнирно закреплен-
ной (1.13)) по всем краям кольцевой пластины в рамках ТКЛ (1.6)–(1.9). Точное решение
этой задачи для размерных переменных имеет следующий вид [9]:

w =
qr4

64D
+ C5r

2(log r − 1) +
C6r

2

4
+ C7 log r + C8, (3.6)

где D = Et3/(12(1 − ν2)); L = r1; значения моментов Mx,My,Mxy с учетом обезразмерива-
ния определяются по формулам (1.7)–(1.9); константы C5–C8 находятся из решения СЛАУ
размера 4×4 в зависимости от типа краевых условий (1.11) или (1.13).

Т а б л и ц а 4
Результаты численных экспериментов расчета

изгиба кольцевой пластины в ТРМ

t = 1 t = 10−1

Ncells ‖Ew
r ‖∞ R ‖Eφx

r ‖∞ R ‖Ew
r ‖∞ R ‖Eφx

r ‖∞ R

254 1.29e-3 — 2.15e-3 — 3.52e-2 — 3.49e-2 —

820 6.41e-5 5.12 1.67e-4 4.36 1.65e-3 5.22 1.11e-3 5.88

2972 2.22e-6 5.22 6.18e-6 5.12 9.34e-5 4.46 1.02e-4 3.70

11374 1.13e-7 4.43 3.12e-7 4.44 5.47e-6 4.22 6.69e-6 4.05

t = 10−2 t = 10−3

254 2.43e+0 — 1.79e+0 — 9.47e+0 — 1.08e+1 —

820 1.85e+0 0.46 1.54e+0 0.25 1.29e+0 3.40 1.18e+0 3.77

2972 1.11e-2 7.94 1.10e-2 7.67 1.62e+0 -0.35 1.40e+0 -0.26

11374 3.14e-4 5.31 2.71e-4 5.51 1.38e+0 0.23 5.33e+0 -1.99

Т а б л и ц а 5
Результаты численных экспериментов расчета

изгиба кольцевой пластины в ТКЛ

C (1.11), t = 10−1 S (1.13), t = 1

Ncells ‖Ew
r ‖∞ R ‖EMx

r ‖∞ R ‖Ew
r ‖∞ R ‖EMx

r ‖∞ R

254 4.13e-3 — 7.77e-3 — 2.00e-3 — 1.20e-2 —

820 6.47e-5 4.22 9.42e-4 4.22 9.31e-5 5.23 1.01e-3 4.22

2972 4.13e-6 3.37 1.07e-4 3.37 8.84e-6 3.65 1.15e-4 3.37

11374 2.20e-7 4.36 1.94e-5 2.54 1.37e-6 2.77 1.24e-5 3.31
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Кратко отметим, что решения (3.4), (3.5) и (3.6) содержат слагаемые log r, для кото-
рых (0, 0) является точкой ветвления, где решения обращаются в бесконечность. Несмотря
на то что эта точка находится вне области решения задачи Ω, для некоторых численных ме-
тодов ее наличие принципиально важно. Речь идет о бессеточных коллокационных методах
(см. [8–10]), в которых нерегулярная Ω включается в прямоугольник, а уже затем в нем стро-
ится единое непрерывное полиномиальное решение без разбиения на подобласти. С помощью
такого подхода данную задачу решить не удастся [9], что лишний раз подчеркивает актуаль-
ность применения сеточных методов.

Краевые задачи для системы (1.6)–(1.9) принципиально отличаются от других рассмотрен-
ных в данной работе краевых задач для (1.1) и (1.3)–(1.5) тем, что в первых количество неиз-
вестных (четыре) не совпадает с количеством краевых условий (два). При применении h-КМ4

для ТКЛ возникает необходимость взять Nc = 3, Nmatch = 3, Nbound = 6. Однако в этом случае
обусловленность СЛАУ оказывается очень большой. Например, при расчете изгиба шарнирно
закрепленной пластины толщиной t = 1 на сетке из 254 ячеек cond2(A) = 1.32 · 1011 , а погреш-
ность ‖EMx

r ‖∞ = 2.18 ·10−2 на сетке из 11374 ячеек. Установлено, что для заметного снижения
обусловленности необходимо слегка переопределить СЛАУ, добавив одну точку согласования
на каждой стороне. Таким образом, достаточно взять Nc = 3, Nmatch = 4, Nbound = 2 для
h-МКНК4. Тогда на сетке из 254 ячеек cond2(A) = 1.04 · 107, а ‖EMx

r ‖∞ = 1.24 · 10−5 на сет-
ке из 11374 ячеек. Дальнейшее переопределение практически никак не влияло на результаты
расчетов. Результаты численных экспериментов по сходимости h-МКНК4 приведены в табл. 5,
из которой видно, что метод в среднем имеет третий порядок сходимости.

3.2.2. Анализ НДС круглых пластин с нецентральным отверстием в зависимо-
сти от эксцентриситета, толщины и теорий пластин. Далее проведен анализ компонент
НДС в зависимости от эксцентриситета d и толщины t при расчете изгиба круглых пластин с
нецентральным отверстием в рамках ТРМ и ТКЛ. Напряжения вычислялись по следующим
формулам,

в ТРМ:

σx = E1
∂φx

∂x
+ E12

∂φy

∂y
, σy = E12

∂φx

∂x
+ E1

∂φy

∂y
, σxy = Gz

(∂φx

∂y
+

∂φy

∂x

)

,

σxz = G
(∂w

∂x
+ φx

)

, σyz = G
(∂w

∂y
+ φy

)

, E1 =
Ez

1− ν2
, E12 =

Eνz

1− ν2
, G =

E

2(1 + ν)
,

в ТКЛ:

σx =
12Mxz

t3
, σy =

12Myz

t3
, σxy =

12Mxyz

t3
, z ∈ [−t/2, t/2].

Для сравнения касательных напряжений в ТКЛ и в ТРМ σxz и σyz восстанавливались по
методике из [3, п. 5.2.2] c использованием уравнения равновесия трехмерной теории упругости:

σ∗

xz = −
z

∫

−t/2

(∂σx
∂x

+
∂σxy
∂y

)

dz, σ∗

yz = −
z

∫

−t/2

(∂σxy
∂x

+
∂σy
∂y

)

dz. (3.7)

В табл. 6 и 7 приведены результаты сходимости h-КМ4 и h-МКНК4 при расчете изгиба
пластин в рамках ТРМ и ТКЛ соответственно для разных краевых условий (С или S), толщин
t (β = t/r1) и значений эксцентриситета d. В ТРМ сходимость расчетных значений для φh

y

аналогична φh
x; для σh

xy, σ
h
y , Mh

x , Mh
y , Mh

xy — для σh
x , для σh

yz — σh
xz, для σ∗h

yz — σ∗h
xz . В ТКЛ

сходимость расчетных значений для σh
x , σh

y , σh
xy, M

h
y , Mh

xy аналогична Mh
x ; для σ∗h

yz — σ∗h
xz .
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Т а б л и ц а 6
Сходимость h-КМ4 в ТРМ при d = 1.5

S, β = 0.02 S, β = 0.2

Ncells 818 2942 10858 818 2942 10858

‖Ew
r ‖∞ 9.86e-4 4.97e-5 3.53e-6 2.63e-5 8.25e-7 5.95e-8
R — 4.42 4.05 — 5.40 4.02

‖Eφx
r ‖∞ 8.21e-4 5.83e-5 4.68e-6 3.00e-5 2.25e-6 8.72e-8
R — 4.13 3.86 — 4.04 4.97

‖Eσx
r ‖∞ 1.36e-3 1.23e-4 2.73e-5 2.56e-4 2.15e-5 1.18e-6
R — 3.75 2.30 — 3.87 4.44

‖Eσxz
r ‖∞ 2.90e-2 2.27e-3 1.62e-4 9.00e-4 7.42e-5 3.96e-6
R — 3.98 4.04 — 3.89 4.48

‖Eσ∗

xz
r ‖∞ 1.47e-2 2.53e-3 1.00e-3 5.70e-4 1.21e-4 2.03e-5
R — 2.74 1.42 — 2.42 2.73

Т а б л и ц а 7
Сходимость h-МКНК4 в ТКЛ

S, β = 0.1, d = 3.5 C, β = 0.2, d = 0.5

Ncells 648 2294 8670 824 3040 11278

‖Ew
r ‖∞ 8.02e-5 2.75e-6 3.94e-7 3.56e-5 2.56e-6 1.68e-7
R — 5.33 2.92 — 4.03 4.15

‖EMx
r ‖∞ 7.84e-3 5.24e-4 6.05e-5 3.60e-4 3.38e-5 2.41e-6
R — 5.33 3.24 — 3.62 4.02

‖Eσ∗

xz
r ‖∞ 1.95e-1 1.88e-2 4.48e-3 1.17e-2 1.13e-3 1.93e-4
R — 5.33 2.15 — 3.58 2.69
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Рис. 3. Восстановленные нормированные напряжения σ∗h
xz в зависимости от эксцентриситета d =

0, 0.5, 1.5, 2.5, 3.5 для шарнирно закрепленной пластины при t = 0.1 слева от отверстия (а) и защемлен-
ной при t = 1 справа от отверстия (б) в ТКЛ (−−) и ТРМ (− · −)

Результаты табл. 6 и 7 демонстрируют высокую точность расчетов. При этом для h-КМ4

порядок сходимости R для wh, φh
x, σ

h
x и σh

xz равняется приблизительно четырем. Компонен-
та σ∗h

xz имеет в среднем порядок сходимости не хуже второго. Снижение порядка сходимости
по сравнению с другими характеристиками НДС объясняется наличием вторых производных
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Т а б л и ц а 8
Результаты расчетов изгиба пластины в зависимости от эксцентриситета

d Ew
left Ew

right E
σ∗

xz

left E
σ∗

xz

right Ew
left Ew

right E
σ∗

xz

left E
σ∗

xz

right

C, β = 0.2, t = 1 S, β = 0.2, t = 1

0 4.76e-1 4.76e-1 3.74e-2 3.74e-2 1.98e-1 1.98e-1 1.29e-2 1.29e-2
0.5 5.37e-1 4.23e-1 1.02e-2 9.11e-2 2.31e-1 1.73e-1 2.30e-2 4.57e-2
1.5 6.86e-1 3.39e-1 6.59e-2 2.11e-1 3.29e-1 1.35e-1 1.07e-1 1.02e-1
2.5 8.53e-1 2.76e-1 2.73e-2 3.39e-1 5.14e-1 1.10e-1 2.08e-1 1.54e-1
3.5 9.81e-1 2.28e-1 6.92e-2 4.90e-1 8.89e-1 9.13e-2 2.21e-1 2.04e-1

C, β = 0.1, t = 0.5 S, β = 0.1, t = 0.5

0 1.86e-1 1.86e-1 1.09e-2 1.09e-2 5.86e-2 5.86e-2 3.26e-3 3.26e-3
0.5 2.24e-1 1.57e-1 1.36e-2 3.90e-2 6.99e-2 5.02e-2 1.58e-2 2.05e-2
1.5 3.46e-1 1.17e-1 3.76e-2 1.01e-1 1.07e-1 3.84e-2 6.16e-2 4.86e-2
2.5 5.86e-1 9.18e-2 6.86e-3 1.63e-1 2.04e-1 3.07e-2 1.17e-1 7.56e-2
3.5 9.30e-1 7.35e-2 2.08e-2 2.34e-1 6.62e-1 2.52e-2 9.49e-2 9.99e-2

C, β = 0.02, t = 0.1 S, β = 0.02, t = 0.1

0 9.09e-3 9.09e-3 7.12e-4 6.49e-4 2.49e-3 2.49e-3 4.03e-5 1.06e-4
0.5 1.13e-2 7.53e-3 4.13e-3 5.53e-3 2.98e-3 2.12e-3 3.72e-3 3.53e-3
1.5 2.03e-2 5.50e-3 9.81e-3 1.73e-2 4.74e-3 1.61e-3 1.34e-2 7.63e-3
2.5 5.33e-2 4.24e-3 7.35e-3 2.57e-2 9.89e-3 1.28e-3 2.95e-2 1.32e-2
3.5 3.34e-1 3.38e-3 1.09e-2 3.54e-2 7.17e-2 1.05e-3 6.30e-3 1.82e-2

от углов поворота. В h-МКНК4 порядок сходимости для рассматриваемых величин в среднем
не хуже третьего.

Использование сеток без сгущения к отверстию приводит к потере точности. Например,
применение h-КМ4 при β = 0.02 позволяет достичь ‖Ew

r ‖∞ =4.75e-3, 4.30e-4, 2.70e-5 на сет-
ках Ncells = 906, 3186, 11554 соответственно. Полученные значения погрешности практически
на один десятичный порядок хуже представленных в табл. 6. На рис. 3 в качестве примера
отражены нормированные значения σ∗h

xz · t/(qL) при z = 0 в двух теориях, из которых видно
увеличение градиента напряжений при приближении к отверстию. Отметим, что на рис. 3(а)
для тонкой пластины визуально графики напряжений не отличаются.

В табл. 8 приведены относительные отклонения максимальных значений wh и σ∗h
xz в рам-

ках ТКЛ и ТРМ в зависимости от эксцентриситета при различных условиях закрепления и
толщины пластин. В качестве эталонного решения принимались значения в ТРМ. Отклонения
рассматривались по отдельности вдоль двух линий: при y = 0 вдоль оси x слева (индекс “left”)
и справа (индекс “right”) от отверстия.

Анализ табл. 8 показал следующее:

1) при увеличении значений эксцентриситета отклонения значений прогибов на левом
участке и восстановленных напряжений на правом участке увеличиваются для любого t;

2) отличия между ТРМ и ТКЛ более заметны при увеличении толщины t, что и следовало
ожидать [19, подразд. 3.3];

3) отклонения менее 20% достигаются при выполнении одновременно β ≤ 0.1 и l/t ≥ 10 —
для защемленной пластины и β ≤ 0.2 и l/t ≥ 5 — для шарнирно закрепленной (здесь l —
минимальное расстояние между внешней и внутренней окружностями пластины).

Отметим, что для круглой шарнирно закрепленной пластины без отверстия отклонения,
вычисляемые на всем отрезке x ∈ [−5, 5], y = 0, равняются Ew=4.13e-2 при t = 1 и Ew=4.30e-4
при t = 0.1, а для защемленной — Ew=1.50e-1 при t = 1 и Ew=1.77e-3 при t = 0.1, что суще-
ственно меньше отклонений при наличии отверстия (табл. 8). При этом напряжения σ∗

xz, σ
∗

yz

в двух теориях в данном случае полностью совпадают, что можно обнаружить, подставляя
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точные решения задач в уравнения (3.7). В случае круглой пластины без отверстия выраже-
ния для компонент НДС уже не будут содержать слагаемые log r, а для определения неиз-
вестных констант в зависимости от вида краевых условий достаточно решить СЛАУ разме-
ра 2×2. Тогда в ТРМ и ТКЛ восстановленные касательные напряжения определяются как

σ∗

xz = −3qx(t2 − 4z2)

4t3
, σ∗

yz = −3qy(t2 − 4z2)

4t3
.

3.3. Расчет НДС круглой пластины с несколькими отверстиями

Рассмотрим применение разработанных коллокационных методов к расчету изгиба круг-
лой пластины толщины t = 1, имеющей несколько круглых отверстий. Внешняя граница обла-
сти задавалась уравнением x2+y2 = 52, а границы внутренних отверстий — (x+2)2+(y−1)2 =
12, (x − 2)2 + (y − 0.5)2 = 1.52 и (x + 1.5)2 + (y + 2.5)2 = 0.52. Предполагалось, что внешний
контур шарнирно закреплен, а внутренние отверстия защемлены. Были взяты следующие па-
раметры материала: E = 2 · 105, ν = 0.28. В табл. 9 приведены результаты сходимости h-КМ4

и h-МКНК4, демонстрирующие характер поведения скорости уменьшения погрешности, что и
в случае круглой пластины с одним отверстием (см. табл. 6 и 7).

На рис. 4 и 5 приведены значения интенсивности напряжений, отнесенной к q, вычисляемой
по формуле

I∗ =
1

q
√
2

√

(σx − σy)2 + σ2
x + σ2

y + 6(σ2
xy + (σ∗

xz)
2 + (σ∗

yz)
2).

Отметим, что при z = t/2 напряжения σ∗

xz и σ∗

yz равны 0 (рис. 4), а при z = 0 компоненты σx,
σy и σxy равняются нулю (рис. 5). Качественно картины в ТКЛ и ТРМ схожи: максимальные
значения I∗ достигаются в одинаковых зонах в окрестности отверстий. Однако относительные
отклонения при z = t/2 и z = 0, которые получаем, как максимум модуля разности интен-
сивностей в ТРМ и ТКЛ, разделив на максимум интенсивности в ТРМ, составляют 37.74% и
79.69% соответственно. Кроме того, количественные значения σ∗

xz и σ∗

yz находятся на одном
уровне и даже превышают напряжения σx, σy, σxy, что вносит большие погрешности при рас-
чете в ТКЛ, в которой сдвиговые напряжения σxz и σyz не учитываются. Соответствующие
отклонения для тонкой пластины (t = 0.1) составляют 1.61% и 37.68%. Максимальные отно-
сительные отклонения значений прогибов между двумя теориями составляют 44.95% и 0.98%
при t = 1 и t = 0.1.

Т а б л и ц а 9
Сходимость h-КМ4 и h-МКНК4 в ТРМ и ТКЛ

в случае пластины с тремя отверстиями

ТРМ ТКЛ

Ncells 772 2342 9062 772 2342 9062

‖Ew
r ‖∞ 1.58e-3 9.59e-5 4.33e-6 5.79e-3 2.01e-4 1.67e-5
R — 5.04 4.57 — 6.05 3.67

‖Eφx
r ‖∞ 1.54e-2 2.79e-4 1.31e-5 — — —
R — 7.22 4.52 — — —

‖Eσx
r ‖∞ 5.20e-2 1.92e-3 1.28e-4 5.48e-2 2.34e-3 1.51e-4
R — 5.94 4.00 — 5.62 4.05

‖Eσxz
r ‖∞ 2.28e-2 1.27e-3 7.45e-5 — — —
R — 5.20 4.19 — — —

‖Eσ∗

xz
r ‖∞ 4.97e-2 1.82e-3 2.24e-4 4.46e-1 2.30e-2 6.43e-3
R — 5.96 3.09 — 5.34 1.88
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Рис. 4. Нормированная интенсивность напряжений I∗ при z = t/2 в ТКЛ (а) и ТРМ (б) в случае t = 1.
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Рис. 5. Нормированная интенсивность напряжений I∗ при z = 0 в ТКЛ (а) и ТРМ (б) в случае t = 1.

Заключение

В настоящей работе предложены, реализованы и протестированы новые адаптивные колло-
кационные методы, обладающие преимуществами по сравнению с предыдущими вариантами
метода коллокации и наименьших квадратов. Установлено, что для систем УЧП, в которых ко-
личество неизвестных функций совпадает с количеством краевых условий, достаточно исполь-
зовать h-КМ4 четвертого порядка сходимости. В ином случае необходимо применять h-МКНК4

с решением переопределенных СЛАУ, имеющий порядок сходимости не хуже третьего.

С помощью h-КМ4 и h-МКНК4 проведен анализ НДС при статическом изгибе толстых и
тонких круглых пластин с нецентральным отверстием в зависимости от положения эксцентри-
ситета и краевых условий. Численно получены оценки, гарантирующие отклонение прогибов
и восстановленных напряжений между ТРМ и ТКЛ в 20% и меньше в зависимости от соотно-
шений между толщинами пластины и положения отверстия. Показаны возможность расчета
изгиба круглых пластин с несколькими отверстиями и отличия между интенсивностью напря-
жений в рамках ТРМ и ТКЛ, значительно возрастающие при увеличении толщины пластины.

Дальнейшие перспективы развития темы связаны с построением и исследованием возмож-
ностей hp-вариантов на адаптивных треугольных сетках в рамках описанного подхода аппрок-
симации за счет записи уравнений коллокации, условий согласования и краевых условий. С
другой стороны, актуальным является применение разрабатываемых коллокационных методов
для расчета и сравнительного анализа изгиба многослойных композитных пластин нерегуляр-
ных форм в рамках различных теорий.
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