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ке времени для управляемых аффинных систем дифференциальных уравнений. Для такого класса задач
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четает расщепление неавтономной системы квадратичных дифференциальных уравнений на подсистемы
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Введение

В задаче минимизации со свободным правым концом на заданном отрезке времени для
управляемой аффинной системы дифференциальных уравнений изучение управлений, опре-
деляемых из принципа максимума Понтрягина ([1–3]), тесно связано с анализом неавтономной
линейной системы дифференциальных уравнений для функции переключений и отвечающих
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ей вспомогательных функций. Эти функции непосредственно зависят от решений соответ-
ствующей сопряженной системы. Считая, что условие максимума почти всюду однозначно
определяет такие управления, можно говорить о том, что функции переключений полностью
задают вид оптимальных управлений ([1–3]).

В свою очередь, исследование поведения функции переключений связано с оценкой ко-
личества ее различных нулей на заданном отрезке времени. А это напрямую зависит от воз-
можности приведения с помощью замены переменных матрицы упомянутой неавтономной
линейной системы дифференциальных уравнений к специальному верхне-треугольному ви-
ду ([4;5]). Функции, осуществляющие такую замену переменных, удовлетворяют неавтономной
системе квадратичных дифференциальных уравнений, а потому определены лишь локально, в
окрестности заданного начального условия. Поэтому важным является продолжимость реше-
ния такой системы квадратичных уравнений из некоторой окрестности начального условия на
заданный отрезок времени. Это связано с тем, что применение обобщенной теоремы Ролля к
преобразованной неавтономной линейной системе дифференциальных уравнений дает оценку
числа нулей соответствующей функции переключений.

В связи с этим выделим работу [6], в которой приведено утверждение, гарантирующее су-
ществование решения неавтономной системы квадратичных дифференциальных уравнений,
определенного на заданном отрезке времени. Обоснование этого утверждение использует диф-
ференциальные неравенства и теорему сравнения Чаплыгина. В настоящей работе приводится
формулировка такого утверждения и отмечается его применимость при анализе неавтономных
линейных систем дифференциальных уравнений для функций переключений и отвечающих
им вспомогательных функций в различных задачах минимизации из эпидемиологии.

Кроме того, в настоящей работе описывается новый подход, обосновывающий продолжи-
мость решений неавтономной системы квадратичных дифференциальных уравнений на за-
данный отрезок времени. Он основан на сочетании расщепления этой системы квадратичных
уравнений на подсистемы меньшей размерности и применения условия квазиположительности
к этим подсистемам. Также указывается применимость данного подхода при анализе неавто-
номных линейных систем дифференциальных уравнений для функций переключений и отве-
чающих им вспомогательных функций в различных задачах минимизации из медицины.

1. Функции переключений в задачах оптимального управления

На заданном отрезке времени [0, T ] рассмотрим управляемую систему:




x′(t) = f(x(t)) +
m∑
i=1

ui(t)gi(x(t)),

x(0) = x0,
(1.1)

где x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) — траектория системы (1.1), которая удовлетворяет включе-
нию

x(t) ∈ G ⊂ R
n, t ∈ [0, T ]. (1.2)

Здесь G — открытое ограниченное множество из R
n. Компоненты вектор-функций f(x) и

gi(x), i = 1, . . . ,m, мы считаем бесконечно дифференцируемыми на множестве G. В приклад-
ных задачах в роли G наиболее часто выступают следующие множества:

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : 0 < x1 < xmax
1 , 0 < x2 < xmax

2 , . . . , 0 < xn < xmax
n

}
,

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : x1 > 0, x2 > 0, . . . , xn > 0, x1 + x2 + · · ·+ xn < M
}
,

где xmax
i , i = 1, . . . , n, и M — заданные константы.

Для управляемой системы (1.1) включение (1.2) обычно устанавливается заранее, на основе
анализа ее дифференциальных уравнений. Это включение важно для системы (1.1), поскольку
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показывает физичность ее переменных xi(t), i = 1, . . . , n, а также корректность записи ее урав-
нений. Кроме того, включение (1.2) гарантирует существование решения x(t) такой системы
на всем отрезке [0, T ].

В системе (1.1) также присутствуют управляющие функции ui(t), i = 1, . . . ,m, удовлетво-
ряющие ограничениям

0 ≤ umin
i ≤ ui(t) ≤ umax

i , i = 1, . . . ,m, t ∈ [0, T ]. (1.3)

Мы предполагаем, что множество допустимых управлений Ω(T ) состоит из всевозможных
совокупностей управлений (u1(t), u2(t), . . . , um(t)), компоненты ui(t), i = 1, . . . ,m, которых
являются измеримыми по Лебегу функциями и при почти всех t ∈ [0, T ] подчиняются соот-
ветствующим ограничениям (1.3).

З а м е ч а н и е 1. Компоненты xi(t), i = 1, . . . , n, решения x(t) системы (1.1), отвеча-
ющего совокупности управлений (u1(t), u2(t), . . . , um(t)) из Ω(T ), являются абсолютно непре-
рывными функциями.

К управляемой системе (1.1) мы добавляем целевую функцию

J(u1, u2, . . . , um) = g0(x(T )) +

T∫

0

(
f0(x(t)) +

m∑

i=1

ui(t)bi(x(t))
)
dt, (1.4)

где функции bi(x), i = 1, . . . ,m, а также f0(x) и g0(x) бесконечно дифференцируемы на мно-
жестве G. Для целевой функции (1.4) мы ставим задачу оптимального управления, заключа-
ющуюся в минимизации этой функции на множестве допустимых управлений Ω(T ):

J(u1, u2, . . . , um) → min
(u1(·),u2(·),...,um(·))∈Ω(T )

(1.5)

Особенности задачи минимизации (1.5) вместе с теоремой 4 из ([3], гл. 4) гарантируют су-
ществование оптимального решения, состоящего из совокупности (u∗1(t), u

∗
2(t), . . . , u

∗
m(t)) опти-

мальных управлений и отвечающего ей оптимального решения x∗(t) = (x∗1(t), x
∗
2(t), . . . , x

∗
n(t))

системы (1.1).
Для анализа оптимального решения применим принцип максимума Понтрягина (теорема 1,

гл. 6, [2]) как необходимое условие оптимальности. Для этого сначала выпишем отвечающую
задаче (1.5) функцию Гамильтона

H(x, ψ, u) = 〈f(x), ψ〉 +
m∑

i=1

ui〈gi(x), ψ〉 −
(
f0(x) +

m∑

i=1

uibi(x)
)
,

где ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn) — вектор сопряженных переменных, u = (u1, u2, . . . , um) — вектор
управлений, а 〈r, s〉 — скалярное произведение векторов r и s из R

n. Затем вычислим необхо-
димые частные производные этой функции:

∂H

∂x
(x, ψ, u) =

(∂f
∂x

(x) +
m∑

i=1

ui
∂gi
∂x

(x)
)⊤
ψ −

(∂f0
∂x

(x) +
m∑

i=1

ui
∂bi
∂x

(x)
)
,

∂H

∂ui
(x, ψ, u) = 〈gi(x), ψ〉 − bi(x), i = 1, . . . ,m.

Здесь
∂f

∂x
(x),

∂gi
∂x

(x), i = 1, . . . ,m, — квадратные матрицы порядка n × n;
∂f0
∂x

(x),
∂bi
∂x

(x),

i = 1, . . . ,m — вектор-столбцы порядка n. Знак ⊤ означает транспонирование.
Тогда согласно принципу максимума Понтрягина для совокупности оптимальных управ-

лений u∗(t) = (u∗1(t), u
∗
2(t), . . . , u

∗
m(t)) и оптимальной траектории x∗(t) = (x∗1(t), x

∗
2(t), . . . , x

∗
n(t))

существует такая сопряженная функция ψ∗(t) = (ψ∗
1(t), ψ

∗
2(t), . . . , ψ

∗
n(t)), что
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• функция ψ∗(t) является абсолютно непрерывным нетривиальным решением сопряжен-
ной системы 




ψ′
∗(t) =−

∂H

∂x
(x∗(t), ψ∗(t), u∗(t))

=−

(
∂f

∂x
(x∗(t)) +

m∑

i=1

u∗i (t)
∂gi
∂x

(x∗(t))

)⊤

ψ∗(t)

+

(
∂f0
∂x

(x∗(t)) +

m∑

i=1

u∗i (t)
∂bi
∂x

(x∗(t))

)
,

ψ∗(T ) =−
∂g0
∂x

(x∗(T )),

(1.6)

где
∂g0
∂x

(x) — вектор-столбец порядка n;

• оптимальные управления u∗i (t), i = 1, . . . ,m, доставляют максимум функции Гамильтона
H(x∗(t), ψ∗(t), u) по переменным ui, i = 1, . . . ,m, удовлетворяющим ограничениям (1.3).
Тогда для этих управлений справедливы соотношения

u∗i (t) =





umax
i , если Li(t) > 0,

любое u ∈ [umin
i , umax

i ], если Li(t) = 0,
umin
i , если Li(t) < 0,

i = 1, . . . ,m, (1.7)

где отвечающие управлениям u∗i (t), i = 1, . . . ,m, абсолютно непрерывные функции

Li(t) = 〈gi(x∗(t)), ψ∗(t)〉 − bi(x∗(t)), i = 1, . . . ,m, (1.8)

являются функциями переключений. Они описывают поведение соответствующих опти-
мальных управлений u∗i (t), i = 1, . . . ,m, согласно формулам (1.7).

В результате образуется двух-точечная краевая задача принципа максимума, состоящая
из систем (1.1) и (1.6), а также соотношений (1.7).

Анализ формул (1.7) и (1.8) определяет свойства оптимальных управлений u∗i (t), i =
1, . . . ,m, и особенности отвечающих им функций переключений Li(t), i = 1, . . . ,m ([7], гл. 2).
А именно, управления u∗i (t), i = 1, . . . ,m, могут иметь только релейный вид и переключать-
ся между соответствующими значениями umin

i и umax
i , i = 1, . . . ,m. Это происходит, когда

при прохождении через точки, в которых функции переключений Li(t), i = 1, . . . ,m, обра-
щаются в нуль, знак этих функций изменяется. Такие точки называются переключениями.
Или в дополнение к участкам, на которых управления u∗i (t), i = 1, . . . ,m, являются релейны-
ми функциями, они могут также содержать так называемые особые режимы. Это возникает,
когда функции переключений Li(t), i = 1, . . . ,m, по отдельности или несколько одновремен-
но равны тождественно нулю на некоторых интервалах отрезка [0, T ], называемых особыми
участками.

Будем предполагать, что функция переключений Li(t) не обращается тождественно в нуль
ни на каком интервале отрезка [0, T ]. Тогда возможно ее обращение в нуль только в отдельных
точках, слева и справа от которых на интервалах ненулевой длины она принимает значения
разных знаков. Соответственно возникает вопрос об оценке числа различных нулей функции
переключений Li(t) на интервале (0, T ). В свою очередь, это приводит к нахождению соответ-
ствующей оценки числа переключений управления u∗i (t) на данном интервале. Обсуждению
того, каким образом это можно сделать, и посвящена настоящая статья.

З а м е ч а н и е 2. Иногда ввиду положительности компонент x∗i (t), i = 1, . . . , n, реше-

ния x∗(t), функция переключений Li(t) допускает представление Li(t) = di(t)L̃i(t), где функ-
ция di(t) положительна и непрерывна на отрезке [0, T ]. Тогда удобно ввести новую функцию
переключений L̃i(t) и для нее проводить дальнейшие рассуждения, поскольку функции Li(t)
и L̃i(t) одновременно обращаются в нуль и синхронно изменяют свои знаки.
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Для функции переключений Li(t) путем ее дифференцирования с использованием соот-
ветствующих уравнений систем (1.1) и (1.6) можно получить систему дифференциальных
уравнений, которая будет неавтономной линейной системой дифференциальных уравнений
для функции Li(t) и отвечающих ей некоторых вспомогательных функций. Наличие такой
системы является существенной особенностью задачи минимизации (1.5) при оценке числа
различных нулей функции переключений Li(t).

Дальнейшие рассуждения о том, каким образом можно оценивать число различных нулей
функции переключений Li(t), i = 1, . . . ,m, справедливы для каждой такой функции. А потому
для упрощения этих рассуждений мы опустим индекс i в Li(t) и рассмотрим случай n = 3.

2. Системы трех дифференциальных уравнений

для функций переключений

На заданном отрезке времени [0, T ] рассмотрим неавтономную линейную систему диффе-
ренциальных уравнений для функции переключений L(t) и отвечающих ей двух вспомога-
тельных функций G(t) и P (t):





L′(t) = a1(t)L(t) + b1(t)G(t),

G′(t) = a2(t)L(t) + b2(t)G(t) + c2(t)P (t),

P ′(t) = a3(t)L(t) + b3(t)G(t) + c3(t)P (t),

(2.1)

где ai(t) и bi(t), i = 1, 2, 3, ci(t), i = 2, 3, — заданные измеримые по Лебегу ограниченные
функции. Также мы считаем, что функции b1(t) и c2(t) положительны почти всюду на интер-
вале (0, T ).

Для оценки числа различных нулей функции L(t) используем преобразование системы (2.1),
предложенное в [4; 5]. Оно заключается в приведении матрицы этой системы к следующему
верхне-треугольному виду:



a1(t) b1(t) 0
a2(t) b2(t) c2(t)
a3(t) b3(t) c3(t)


 →



∗ ∗ 0
0 ∗ ∗
0 0 ∗


 ,

где “ ∗ ” обозначены ненулевые элементы матрицы. Для этого выполним в системе (2.1) невы-
рожденную замену переменных:

L̃(t) = L(t), G̃(t) = G(t) + h1(t)L(t), P̃ (t) = P (t) + h2(t)L(t) + h3(t)G(t),

где функции hi(t), i = 1, 2, 3, удовлетворяют неавтономной системе квадратичных дифферен-
циальных уравнений





h′1(t) = b1(t)h
2
1(t)− c2(t)h1(t)h3(t) + (b2(t)− a1(t))h1(t) + c2(t)h2(t)− a2(t),

h′2(t) = c2(t)h2(t)h3(t) + (c3(t)− a1(t))h2(t)− a2(t)h3(t)− a3(t),

h′3(t) = c2(t)h
2
3(t)− b1(t)h2(t) + (c3(t)− b2(t))h3(t)− b3(t).

(2.2)

Добавим к системе (2.2) начальные условия

hi(0) = h0i , i = 1, 2, 3. (2.3)

Тогда в силу теоремы существования и единственности решения задачи Коши (теоре-
ма 1.1 [8]), соответствующее решение h(t) = (h1(t), h2(t), h3(t)) системы (2.2), (2.3) будет опре-
делено на полуинтервале [0, tmax), который является максимально возможным полуинтерва-
лом существования такого решения, и либо tmax = +∞, либо tmax < +∞. При этом всюду
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на [0, tmax) система (2.1) преобразуется к системе требуемого вида:




L̃′(t) = (a1(t)− b1(t)h1(t))L̃(t) + b1(t)G̃(t),

G̃′(t) = (b2(t) + b1(t)h1(t)− c2(t)h3(t))G̃(t) + c2(t)P̃ (t),

P̃ ′(t) = (c3(t) + c2(t)h3(t))P̃ (t).

(2.4)

Рассуждения от противного в такой системе и одновременное использование в первых двух
ее уравнениях обобщенной теоремы Ролля [4; 5] приводят к заключению о том, что на полу-
интервале [0, tmax) функция переключений L(t) = L̃(t) имеет не более двух различных нулей.
Поскольку хотелось бы иметь такую оценку числа нулей функции L(t) не на полуинтерва-
ле [0, tmax), а на отрезке [0, T ] (при этом, может оказаться так, что tmax ≤ T ), то необходимо
иметь утверждение о существовании решения h(t) = (h1(t), h2(t), h3(t)) системы (2.2), (2.3),
которое было бы определено на всем отрезке [0, T ].

З а м е ч а н и е 3. Эти рассуждения одновременно означают продолжимость решения
h(t) = (h1(t), h2(t), h3(t)) системы (2.2), (2.3) с полуинтервала [0, tmax) на заданный отре-
зок [0, T ] в ситуации, когда tmax ≤ T .

3. Теорема сравнения Чаплыгина

В упомянутой работе [6] утверждение о существовании решения h(t) = (h1(t), h2(t), h3(t))
системы (2.2), (2.3), которое было бы определено на всем отрезке [0, T ], было доказано в ви-
де теоремы 1. Чтобы его сформулировать, запишем систему (2.2) в векторном виде. Введем
симметричные матрицы

Q1(t) =




b1(t) 0 −0.5c2(t)
0 0 0

−0.5c2(t) 0 0


 , Q2(t) =



0 0 0
0 0 0.5c2(t)
0 0.5c2(t) 0


 , Q3(t) =



0 0 0
0 0 0
0 0 c2(t)


 ,

вектор-функции

d1(t) =



b2(t)− a1(t)

c2(t)
0


 , d2(t) =




0
c3(t)− a1(t)

−a2(t)


 , d3(t) =




0
−b1(t)

c3(t)− b2(t)


 ,

и скалярные функции

f1(t) = −a2(t), f2(t) = −a3(t), f3(t) = −b3(t).

Тогда система (2.2) перепишется в виде





h′1(t) = 〈Q1(t)h(t), h(t)〉 + 〈d1(t), h(t)〉 + f1(t),

h′2(t) = 〈Q2(t)h(t), h(t)〉 + 〈d2(t), h(t)〉 + f2(t),

h′3(t) = 〈Q3(t)h(t), h(t)〉 + 〈d3(t), h(t)〉 + f3(t).

(3.1)

Также считаем положительные константы Amax, Bmax, Cmax оценками соответствующих вели-
чин Qi(t), di(t), fi(t), i = 1, 2, 3:

√
(q1(t))2 + (q2(t))2 + (q3(t))2 ≤ Amax,√

||d1(t)||2 + ||d2(t)||2 + ||d3(t)||2 ≤ Bmax,√
(f1(t))2 + (f2(t))2 + (f3(t))2 ≤ Cmax,

(3.2)

где qi(t) — наибольшее по модулю собственное значение матрицы Qi(t), i = 1, 2, 3. Кроме того,
||p|| — евклидова норма вектора p ∈ R

3.
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З а м е ч а н и е 4. При получении системы (2.1) в каждом конкретном примере мож-
но видеть, что функция переключений L(t) и отвечающие ей вспомогательные функции G(t)
и P (t) выражаются в первую очередь через компоненты сопряженной функции ψ∗(t) и, мо-
жет быть, через компоненты оптимального решения x∗(t). Функции ai(t) и bi(t), i = 1, 2, 3,
ci(t), i = 2, 3, задаются также с помощью компонент оптимального решения x∗(t) и, может
быть, оптимальных управлений u∗i (t), i = 1, . . . ,m. Поэтому при нахождении констант Amax,
Bmax, Cmax в соотношениях (3.2) для оценки функций ai(t) и bi(t), i = 1, 2, 3, ci(t), i = 2, 3,
используются включение (1.2), справедливое для компонент x∗i (t), i = 1, . . . , n, оптимального
решения x∗(t) и неравенства (1.3), которые выпоняются для оптимальных управлений u∗i (t),
i = 1, . . . ,m.

В результате требуемое утверждение формулируется следующим образом.

Теорема 1. Пусть для системы уравнений (3.1) неравенства (3.2) выполняются при всех

t ∈ [0, T ]. Более того, величины Amax, Bmax, Cmax удовлетворяют соотношению

(Bmax)
2 − 4AmaxCmax > 0.

Тогда существует решение h⋆(t) = (h⋆1(t), h
⋆
2(t), h

⋆
3(t)) системы (3.1), (2.3), которое определе-

но на всем отрезке [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы использует дифференциальные неравенства и тео-
рему сравнения Чаплыгина (теорема 16.2 [9]).

Из теоремы 1 следует, что система (2.4), в которой использованы функции h⋆i (t), i = 1, 2, 3,
также определена на всем отрезке [0, T ]. Это означает, что функция переключений L(t) имеет
не более двух различных нулей на отрезке времени [0, T ].

З а м е ч а н и е 5. Применение теоремы 1 при анализе неавтономных линейных систем
дифференциальных уравнений для функций переключений и отвечающих им вспомогатель-
ных функций в различных задачах минимизации (1.5) из эпидемиологии демонстрируется
в [10–13]. Другие задачи оптимального управления, возникающие в математических моделях
эпидемиологии, представлены, например, в [14; 15].

4. Расщепление и условие квазиположительности

Существование решения h⋆(t) = (h⋆1(t), h
⋆
2(t), h

⋆
3(t)) системы (2.2), (2.3) или, что то же са-

мое, системы (3.1), (2.3), определенного на всем отрезке [0, T ], можно обосновать и другим
способом, не привлекая теорему 1. Соответствующие рассуждения проводятся следующим об-
разом. Сначала мы расщепим неавтономную систему квадратичных дифференциальных урав-
нений (2.2) на две подсистемы меньшей размерности. Для этого заметим, что второе и третье
уравнения этой системы не содержат переменную h1(t). Поэтому такие уравнения вместе с
соответствующими начальными условиями из (2.3) будут образовывать первую подсистему
квадратичных дифференциальных уравнений:





h′2(t) = c2(t)h2(t)h3(t) + (c3(t)− a1(t))h2(t)− a2(t)h3(t)− a3(t),

h′3(t) = c2(t)h
2
3(t)− b1(t)h2(t) + (c3(t)− b2(t))h3(t)− b3(t),

h2(0) = h02, h3(0) = h03.

(4.1)

Затем в первом уравнении системы (2.2) мы введем новую переменную h0(t) по формуле

h0(t) = h1(t)h3(t)− h2(t). (4.2)



244 Е.Н.Хайлов

После чего найдем дифференциальное уравнение для функции h0(t). В результате, добавляя
соответствующие начальные условия из (2.3) и (4.2), мы получаем вторую подсистему квад-
ратичных дифференциальных уравнений:





h′0(t) = b1(t)h0(t)h1(t) + (c3(t)− a1(t))h0(t)− b3(t)h1(t) + a3(t),

h′1(t) = b1(t)h
2
1(t)− c2(t)h0(t) + (b2(t)− a1(t))h1(t)− a2(t),

h0(0) = h00 = h01h
0
3 − h02, h1(0) = h01.

(4.3)

Таким образом, выполнив расщепление системы (2.2), (2.3), мы перешли от этой системы
уравнений к двум подсистемам (4.1) и (4.3).

Теперь, наоборот, предположим, что имеем две подсистемы (4.1) и (4.3). Покажем, что
справедливо связующее равенство (4.2). Для этого введем функцию

m(t) = h1(t)h3(t)− h2(t)− h0(t).

Из начальных условий подсистем (4.1) и (4.3) следует, что m(0) = 0. Кроме того, используя
уравнения этих подсистем, мы находим линейное однородное дифференциальное уравнение
для этой функции

m′(t) =
(
b1(t)h1(t) + c2(t)h3(t) + (c3(t)− a1(t))

)
m(t).

Нулевое начальное условие немедленно приводит к тому, что m(t) = 0 всюду, где одновременно
определены решения h0(t), h1(t) подсистемы (4.3) и решения h2(t), h3(t) подсистемы (4.1).
Это означает выполнение связующего равенства (4.2). Подстановка этого равенства во второе
уравнение подсистемы (4.3) и добавление уравнений подсистемы (4.1) приводит нас к исходной
системе (2.2), (2.3).

Проведенные рассуждения показывают, что система (2.2), (2.3) эквивалентна двум под-
системам (4.1) и (4.3) в том смысле, что эта система, к которой мы добавляем связующее
уравнение (4.2), имеет те же решения, что и подсистемы (4.1) и (4.3). Поэтому далее важно
исследовать эти подсистемы, поскольку анализ двух подсистем второго порядка легче, чем
изучение системы уравнений третьего порядка.

Далее, выполним в подсистемах квадратичных дифференциальных уравнений (4.1) и (4.3)
линейную замену переменных:

gi(t) = µi(t)hi(t) + νi(t), i = 0, 1, 2, 3, (4.4)

где µi(t) — некоторая заданная функция. Например, она может либо быть равной 1 или −1,
либо быть связанной с какой-либо конкретной функцией из совокупности {b1(t); c2(t)}. Ве-
личина νi(t) может либо, как и µi(t), иметь отношение к какой-то конкретной функции из
совокупности {ai(t), i = 1, 2, 3; bi(t), i = 2, 3; c3(t)}, либо быть равной 0, либо, наоборот, быть
неизвестной и подлежащей определению.

В результате такой замены переменных возникают две новые подсистемы квадратичных
дифференциальных уравнений вида:

{
g′0(t) = Ψ0(t, g0(t), g1(t)),

g′1(t) = Ψ1(t, g0(t), g1(t)),
(4.5)

{
g′2(t) = Ψ2(t, g2(t), g3(t)),

g′3(t) = Ψ3(t, g2(t), g3(t)).
(4.6)

Важная особенность уравнений этих подсистем заключается в том, что перед слагаемыми c
g0(t)g1(t) и g21(t) в подсистеме (4.5), а также перед слагаемыми c g2(t)g3(t) и g23(t) в подсисте-
ме (4.6) стоят знаки минус. По своему внешнему виду такие уравнения похожи на соответ-
ствующие уравнения подсистем (4.1) и (4.3).

Далее мы считаем, что
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• начальные значения g00 и g01 в подсистеме (4.5), а также начальные значения g02 и g03 в
подсистеме (4.6) неотрицательны;

• решения g0(t), g1(t) подсистемы (4.5) и решения g2(t), g3(t) подсистемы (4.6) определены
на соответствующих максимально возможных полуинтервалах [0, t0,1) и [0, t2,3) суще-
ствования этих решений.

Тогда применим к подсистемам (4.5) и (4.6) условие квазиположительности (теорема 2.1.1
из [16]). Оно заключается в проверке условий

{
Ψ0(t, 0, g1) ≥ 0 при всех g1 ≥ 0,

Ψ1(t, g0, 0) ≥ 0 при всех g0 ≥ 0
(4.7)

для подсистемы (4.5) и условий

{
Ψ2(t, 0, g3) ≥ 0 при всех g3 ≥ 0,

Ψ3(t, g2, 0) ≥ 0 при всех g2 ≥ 0
(4.8)

для подсистемы (4.6).
При выполнении соотношений (4.7) и (4.8) существуют соответствующие неотрицательные

функции g0(t) и g1(t), являющиеся решениями подсистемы (4.5) на полуинтервале [0, t0,1), а
также неотрицательные функции g2(t) и g3(t), удовлетворяющие подсистеме (4.6) на полуин-
тервале [0, t2,3).

При этом, возможны следующие ситуации:

• условия (4.7) и (4.8) приводят к дифференциальным неравенствам для нахождения неиз-
вестных функций νi(t), i = 0, 1, 2, 3 в замене переменных (4.4);

• при заданных функциях νi(t), i = 0, 1, 2, 3 в замене переменных (4.4), условия (4.7) и (4.8)
справедливы без каких-либо дополнительных ограничений;

• при заданных функциях νi(t), i = 0, 1, 2, 3 в замене переменных (4.4), условия (4.7) и (4.8)
выполняются при некоторых дополнительных ограничениях.

Заметим, что из трех указанных ситуаций наиболее предпочтительна вторая ситуация.
Именно ее возможное возникновение для подсистем (4.1) и (4.3) является другой важной при-
чиной поиска подходящих функций µi(t), νi(t), i = 0, 1, 2, 3, и последующего выполнения заме-
ны переменных (4.4). Первая и третья ситуации более обременительны, поскольку приводят
либо к необходимости решения дифференциальных неравенств для функций νi(t), i = 0, 1, 2, 3
(первая ситуация), либо к появлению дополнительных ограничений, связывающих функции
ai(t), bi(t), i = 1, 2, 3 и ci(t), i = 2, 3 (третья ситуация).

Теперь остается обосновать продолжимость решений g0(t), g1(t) и g2(t), g3(t) с соответству-
ющих полуинтервалов [0, t0,1) и [0, t2,3) на весь отрезок [0, T ], если t0,1 ≤ T и t2,3 ≤ T . Для
этого рассмотрим функции Ляпунова

V01(g0, g1) = 0.5
(
g20 + g21

)
, V23(g2, g3) = 0.5

(
g22 + g23

)
.

После чего вычислим производные этих функций в силу соответствующих подсистем (4.5)
и (4.6). Знаки минус у слагаемых с g20(t)g1(t), g

3
1(t) и g22(t)g3(t), g

3
3(t), а также неотрицатель-

ность функций gi(t), i = 0, 1, 2, 3, приводят к дифференциальным неравенствам, интегрирова-
ние которых и дает ограниченность этих функций на максимальных полуинтервалах их суще-
ствования. В свою очередь, это означает продолжимость решений g0(t), g1(t) подсистемы (4.5)
и решений g2(t), g3(t) подсистемы (4.6) на требуемый отрезок [0, T ]. Наконец, возвращаясь к
первоначальным функциям hi(t), i = 0, 1, 2, 3, мы и для них делаем подобное заключение.

Затем мы обращаемся к системе уравнений (2.4) для нахождения оценки числа различных
нулей функции переключений L(t) на отрезке [0, T ].
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З а м е ч а н и е 6. В первой ситуации функции νi(t), i = 0, 1, 2, 3, могут быть определены
на некотором отрезке [τ, θ], длина которого меньше T . Тогда продолжение решений gi(t), i =
0, 1, 2, 3, будет осуществляться только на такой отрезок времени. Систему (2.4) также будем
рассматривать на отрезке [τ, θ]. В результате снова, рассуждая от противного в этой системе
и применяя в первых двух ее уравнениях обобщенную теорему Ролля, мы приходим к выводу
о том, что функция переключений L(t) имеет не более двух различных нулей на отрезке [τ, θ].
Значит, мы можем получить требуемую оценку числа нулей функции L(t) на всем отрезке [0, T ]
в виде 2([T/(θ − τ)] + 1), где [ω] — целая часть положительного числа ω.

З а м е ч а н и е 7. Применение описанного подхода при анализе неавтономных линейных
систем дифференциальных уравнений для функций переключений и отвечающих им вспомо-
гательных функций в различных задачах минимизации (1.5) из медицины демонстрируется
в [17–19]. Другие задачи оптимального управления, возникающие в математических моделях
медицины, представлены, например, в [20].
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