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Найден ряд свойств периодических и смешанных групп с фробениусо-энгелевыми элементами (леммы
разд. 2 и теорема 1). Полученные результаты используются для описания смешанных и периодических
групп с конечными элементами, насыщенных конечными группами Фробениуса. Доказано, что бинарно
конечная группа, насыщенная конечными группами Фробениуса, является группой Фробениуса c локаль-
но конечным дополнением (теорема 2). В теореме 3 установлено, что в насыщенной конечными группами
Фробениуса примитивно бинарно конечной группе G без инволюций характеристическая подгруппа Ω1(G),
порожденная всеми элементами простых порядков из G, является периодической группой Фробениуса с
ядром F и локально циклическим дополнением H. При этом любая максимальная периодическая под-
группа T группы G является группой Фробениуса с ядром F и дополнением T ∩ NG(H). Приведен ряд
примеров периодических не локально конечных и смешанных групп, удовлетворяющих теореме 3.
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Введение

Элемент a группы G называется энгелевым [1, с. 54], если для любого элемента b ∈ G
существует такое зависящее от него натуральное число n = n(b), что выполняется равенство
[. . . [[b, a], a], . . . , a] = [b, na] = 1. Элемент a группы G назовем фробениусо-энгелевым, если лю-
бые два элемента из aG порождают либо нильпотентную подгруппу, либо конечную группу
Фробениуса. Неединичный элемент a группы G будем называть по типу подгрупп Lg = 〈a, ag〉,
где g ∈ G \ NG(〈a〉): называем элемент a конечным, если подгруппы Lg конечны; конечным

фробениусовым, если подгруппы Lg — конечные группы Фробениуса; конечным фробениусо-

абелевым, если каждая из подгрупп Lg конечна и либо группа Фробениуса, либо абелева;
конечным фробениусо-энгелевым, если каждая из подгрупп Lg конечна и либо группа Фро-
бениуса, либо нильпотентна. Иногда используем в терминах дополнительное слово “почти”.
Напомним, что выражение “почти для всех” означает “для всех, кроме, быть может, конечного
числа”. Так, например, элемент a группы G почти фробениусо-абелев [2, с. 125], если почти

1Исследования поддержаны Российским научным фондом, проект № 19-71-10017 .
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для любого элемента ag, где g ∈ G, подгруппа Lg = 〈a, ag〉 является или абелевой, или груп-
пой Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉. Заметим, что фробениусов, или энгелев
элемент — частные случаи фробениусо-энгелева элемента.

Неединичные элементы a, b группы G удовлетворяют условию (a, b)-конечности, если все
подгруппы вида 〈a, bg〉 (g ∈ G) конечны. Полупрямое произведение G = F ⋋H мы называем
группой Фробениуса с дополнением H и ядром F , если H ∩ Hg = 1 для любого элемента
g ∈ G \H и F = G \

⋃
g∈G g−1H#g.

В работе найден ряд свойств периодических и смешанных групп с фробениусо-энгелевыми
элементами. Получена следующая теорема 1, которая применяется для изучения бинарно ко-
нечных и примитивно бинарно конечных групп, насыщенных конечными группами Фробениу-
са (см. [3–5]).

Теорема 1. Пусть в группе G без инволюций и без локально конечного радикала, насы-

щенной конечными группами Фробениуса, выполняется (a, b)-условие конечности, где a и b —

конечные элементы различных простых порядков p и q, элемент a фробениусо-энгелев, эле-

мент b энгелев и не перестановочен с каждым элементом из aG. Тогда G = F ⋋ NG(〈a〉)
и F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с дополнением 〈a〉 и периодическим ядром F , содержащим

элемент b.

Группа G насыщена группами из множества X, если любая конечная подгруппа из G со-
держится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из X; множество X называют
насыщающим для G (см. [6]). В последние годы бурное развитие получило исследование групп,
насыщенных простыми группами (см. [7–12]). Периодическая группа, в которой любые два эле-
мента порождают конечную подгруппу, называется бинарно конечной. Следуя В.П.Шункову,
группу, в которой любые два элемента простых порядков порождают конечную подгруппу,
назовем примитивно бинарно конечной.

Теорема 2 дает положительный ответ на вопрос 5 из [4, Question 5].

Теорема 2. Бинарно конечная группа, насыщенная конечными группами Фробениуса, яв-

ляется группой Фробениуса c локально конечным дополнением.

Локально конечны ли группы из теоремы 2, нам неизвестно (см. также [13, Question 6.56 a)]).
Ряд дополнительных свойств групп из теоремы можно найти в исследованиях [2; 4; 5; 14].

Теорема 3. В насыщенной конечными группами Фробениуса примитивно бинарно конеч-

ной группе G без инволюций характеристическая подгруппа Ω1(G), порожденная всеми эле-

ментами простых порядков из G, является периодической группой Фробениуса с ядром F
и локально циклическим дополнением H. Любая максимальная периодическая подгруппа T
группы G — это группа Фробениуса с ядром F и дополнением T ∩NG(H).

Примеры не локально конечных периодических групп и смешанных групп, удовлетворяю-
щих условиям и заключению теоремы 3, приведены в разд. 3 работы.

1. Определения, используемые результаты, примеры

Группа, в которой каждый элемент простого порядка конечен, называется слабо сопря-

женно бипримитивно конечной. В произвольной группе G через Ω1(G) обозначаем характе-
ристическую подгруппу, порожденную всеми элементами простых порядков из G.

Наиболее часто используемый в работе результат следует из [2, теорема 3.1] и может быть
сформулирован так:

Предложение 1. Если a — конечный (почти) фробениусовый элемент группы G порядка

|a| > 2, то G = F ⋋NG(〈a〉), 〈a
G〉 = F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с периодическим ядром F

и дополнением 〈a〉 и Lf = 〈a, af 〉 = 〈a, f〉 для любого f ∈ F (либо |aG| < ∞).
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Сформулируем еще два используемых результата из [2].

Предложение 2 [2, теорема 4.1]. Если a — фробениусо-абелев элемент группы G и

a2 6= 1, то либо 〈aG〉 — абелева группа, либо множество фробениусовых подгрупп с неинвари-

антным множителем 〈a〉 в группе G обладает единственным максимальным по включению

элементом T и 〈aG〉 — прямое произведение всех сопряженных с T подгрупп группы G.

Предложение 3 [2, теорема 4.2]. Если a — почти фробениусо-абелевый элемент группы

G и a2 6= 1, то либо 〈aG〉 — группа с конечными классами сопряженных элементов, либо

множество фробениусовых подгрупп с неинвариантным множителем 〈a〉 в группе G облада-

ет единственным максимальным по включению элементом T и 〈aG〉 — прямое произведение

всех сопряженных с T подгрупп группы G.

Предложение 4 [3, теорема 1]. Пусть периодическая группа G с нетривиальным локаль-

но конечным радикалом R содержит конечный не энгелев элемент a простого порядка и на-

сыщена конечными группами Фробениуса. Если a ∈ R, то G = F ⋋H — группа Фробениуса с

ядром F < R и дополнением H, где H = NG(〈a〉). Если a /∈ R, то G = F ⋋H, (G,H) — пара

Фробениуса и F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с ядром F > R и дополнением 〈a〉.

Приведем также основные, хорошо известные, свойства конечных групп Фробениуса [2;14],
наиболее часто используемые в тексте.

Предложение 5. Пусть G = F ⋋ H — конечная группа Фробениуса без инволюций с

ядром F и дополнением H. Тогда F и H — холловские, сильно изолированные подгруппы груп-

пы G, F — нильпотентная группа, силовские p-подгруппы в H циклические, подгруппа Ω1(H)
циклическая и H — либо циклическая, либо метациклическая группа.

Предложение 6. Любая собственная подгруппа L (локально) конечной группы Фробени-

уса G = F ⋋ H содержится либо в F и нильпотентна, либо — в одном из дополнений или

L — группа Фробениуса с ядром L ∩ F и дополнением L ∩Hx (для некоторого x ∈ G).

Приведем примеры смешанных и периодических не локально конечных групп, удовлетво-
ряющих условиям лемм и теорем работы.

Необходимость дополнительных условий конечности в леммах и теоремах иллюстрируют
примеры свободных произведений G =

∏∗
L∈X L, где X — множество произвольных групп,

насыщенных конечными группами Фробениуса, |X| ≥ 2. Поскольку конечные подгруппы в
свободных произведениях сопряжены с подгруппами сомножителей [1, с. 211], то группы G
насыщены конечными группами Фробениуса (в более общем смысле: свойства насыщенности
сомножителей наследуются их свободным произведением).

Особую роль в доказательствах работы играют подгруппы H, в которых все элементы про-
стых порядков порождают локально циклическую подгруппу Ω1(H). Это характеристическое
свойство дополнений Фробениуса, не содержащих подгрупп, изоморфных группе SL2(3). Для
каждой периодической группы H с локально циклической подгруппой Ω1(H) и любого просто-
го числа q /∈ π(H) существуют слабо сопряженно бипримитивно конечные группы Фробениуса
F ⋋H с элементарным абелевым q-ядром F и дополнением H (см., например, [2, теорема 5.2],
[4, Example 3]).

Если A — периодическая локально циклическая группа и {Hj | j ∈ J, |J | ≥ 2} — мно-
жество не обязательно периодических групп, в которых Hj 6= Ω1(Hj) ≃ A, то свободное про-
изведение H (групп Hj) с обьединенной подгруппой A [1, с. 219] также обладает свойством
Ω1(H) ≃ A и является смешанной группой. Для любого простого числа q /∈ π(H) существует
смешанная группа G = F ⋋H, насыщенная конечными группами Фробениуса [2, теорема 5.2].
При этом в G любая максимальная периодическая T является группой Фробениуса с ядром F
и дополнением T ∩H.
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2. Некоторые свойства групп с фробениусо-энгелевыми элементами

На протяжении всего раздела G — группа без инволюций и локально конечных нормаль-
ных подгрупп, насыщенная конечными группами Фробениуса, X — насыщающее множество,
X(K) — множество всех подгрупп группы G, содержащих K и изоморфных группам из X,
а F — множество всех конечных фробениусовых подгрупп группы G. Как и в работах [4; 5],
для любой группы Фробениуса L ≤ G ее ядро обозначаем через FL, а подходящее по смыс-
лу текста дополнение — через HL. Запись K ≤ HL означает, что K содержится в некотором
дополнении HL группы L.

Лемма 1. Локально конечная подгруппа M группы G может принадлежать только од-

ному из следующих типов.

1. M — локально нильпотентная группа.

2. Неабелева группа M = A ⋋ B, где A и B — холловские в M локально циклические

группы и подгруппа Ω1(M) является локально циклической;
3. M — группа Фробениуса с нильпотентным ядром FM и дополнением HM , причем

HM — либо локально циклическая группа (и типа 1), либо группа типа 2 леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что любая локально конечная подгруппа в G, содер-
жащая группу Фробениуса, очевидно насыщена конечными группами Фробениуса, и, значит,
сама является группой Фробениуса [3, лемма 1] и имеет тип 3 леммы. Если подгруппа M не
содержит конечных фробениусовых подгрупп, то каждая конечная подгруппа из M содержит-
ся либо в ядре некоторой подгруппы L ∈ X(1) и M — типа 1 леммы (локально нильпотентна),
либо в дополнении подходящей подгруппы L ∈ X(1). Во втором случае M либо локально
циклическая (и типа 1), либо типа 2 леммы. �

Лемма 2. Любая конечная подгруппа L = 〈a, ag〉, где a — элемент простого порядка p из

G и g ∈ G \NG(〈a〉), является либо p-группой, либо группой Фробениуса с дополнением 〈a〉, и

любой конечный элемент простого порядка фробениусо-энгелевый. Любая конечная подгруппа

с тривиальным центром из G — группа Фробениуса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма следует из пп. 1, 3 леммы 1. �

Пусть a — конечный элемент простого порядка p из G и Da = aG. Через Pa (соответ-
ственно Fa) обозначим множество элементов x из Da, для которых Lx = 〈a, x〉 — p-группа
(соответственно Lx — группа Фробениуса). Согласно лемме 2 Da = Pa ∪ Fa.

Лемма 3. Если множества Pa\〈a〉 и Fa непусты, то Pa содержит бесконечно много

элементов x, для которых p-подгруппы Lx = 〈a, x〉 не абелевы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что a — фробениусо-абелев элемент группы G. Тогда
по предложению 2 либо 〈aG〉 — абелева группа, либо множество фробениусовых подгрупп с
неинвариантным множителем 〈a〉 в группе G обладает единственным максимальным по вклю-
чению элементом T и 〈aG〉 — прямое произведение всех сопряженных с T подгрупп группы G.
Первый случай невозможен ввиду единичности локально конечнного радикала группы G, а
во втором случае в G появляются конечные подгруппы вида 〈a〉×L, где L — конечная группа
Фробениуса, что противоречит условию насыщенности.

Допустим, что a — почти фробениусо-абелевый элемент группы G. Тогда по предложению 3
либо 〈aG〉 — группа с конечными классами сопряженных элементов, либо множество фробе-
ниусовых подгрупп с неинвариантным множителем 〈a〉 в группе G обладает единственным
максимальным по включению элементом T и 〈aG〉 — прямое произведение всех сопряженных
с T подгрупп группы G. Как и выше, оба случая невозможны. Отсюда заключаем, что если
множество Pa \〈a〉 в группе G не пусто, то множество элементов x ∈ Pa, для которых конечная
p-подгруппа Lx = 〈a, ax〉 не абелева, бесконечно. �



О группах с фробениусо-энгелевыми элементами 217

Неединичный элемент a группы G с собственной подгруппой H называется почти H-фро-

бениусовым, если почти для всех элементов ag, где g ∈ G\H, подгруппы Lg = 〈a, ag〉 являются
группами Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉 [2, с. 86].

Лемма 4. Если G слабо сопряженно бипримитивно конечна и в G есть почти H-фробе-

ниусовый элемент a, то Ω1(G) является периодической группой Фробениуса с ядром F и ло-

кально циклическим дополнением A и любая максимальная периодическая подгруппа T группы

G — это группа Фробениуса с ядром F и дополнением T ∩NG(A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 3.5 из [2] либо |aG| < ∞, либо G = F ⋋ NG(〈a〉) и
F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с ядром F и дополнением 〈a〉. В первом случае по лемме Диц-
мана нормальная в G подгруппа 〈aG〉 конечна, что невозможно по условиям. Следовательно,
F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с ядром F и дополнением 〈a〉. Покажем, что A = Ω1(NG(〈a〉)) —
локально циклическая группа и F ⋋A — группа Фробениуса с ядром F и дополнением A.

Не ограничивая общности, будем считать, что элемент a имеет простой порядок p. Ввиду
конечности элемента a в G для любого c ∈ F подгруппа 〈a, ac〉 конечна, является группой
Фробениуса и 〈a, ac〉 = 〈a, c〉. Допустим, что L = 〈a〉 ⋋ 〈b〉 — группа Фробениуса, где b — эле-
мент простого порядка q 6= p из NG(〈a〉). Если c — неединичный элемент из CF (b), то 〈a, b, c〉 —
конечная группа. Но такая группа не вложима в конечную группу Фробениуса; противоречие.
Значит, CF (b) = 1 и CG1

(b) = 〈b〉, где G1 = FL. По предложению 1 G1 = F1 ⋋ 〈b〉 — группа
Фробениуса с ядром F1, содержащим элемент a. По [2, теорема 5.11] a содержится в беско-
нечной локально конечной b-допустимой подгруппе M ≤ F1, которая нильпотентна (теорема
Томпсона — Хигмена). Но тогда CF (a) 6= 1; противоречие.

Следовательно, ab = ba для любого элемента b простого порядка q 6= p из NG(〈a〉),
Ω1(NG(〈a〉)) ≤ CG(a) и в NG(〈a〉) нет конечных фробениусовых подгрупп. Если bc = cb, где
c ∈ F#, то 〈a, b, c〉 = 〈b〉×〈a, c〉, что противоречит условию насыщенности. Значит, CF (b) = 1 и
по предложению 1 F ⋋ 〈b〉 — группа Фробениуса. Отсюда следует, что b — H1-фробениусовый
элемент, где H1 = NG(〈a〉), и G = F1 ⋋ NG(〈b〉). При этом F ≤ F1 и ввиду симметричности
F1 ≤ F . Отсюда F1 = F и NG(〈a〉) = NG(〈b〉).

Из доказанного следует, что подгруппа Ω1(H) абелева и F ⋋ Ω1(H) = Ω1(G) — перио-
дическая группа Фробениуса. Согласно условию насыщенности в Ω1(H) нет элементарных
абелевых подгрупп ранга 2 и Ω1(H) — локально циклическая группа. Для любого элемента b
простого порядка из Ω1(H) смежный класс bF совпадает с классом bF . Если y — произволь-
ный элемент конечного порядка из G\F , то некоторая его степень yn принадлежит классу bF
некоторого простого порядка из фактор-группы G/F и в силу доказанного выше y ∈ ∪x∈FH

x.
Следовательно, любая периодическая подгруппа вида G1 = F ⋋H1, где H1 = H ∩G1, является
группой Фробениуса с ядром F и дополнением H1. �

Утверждение 1. Если некоторая не циклическая силовская p-подгруппа P группы G ко-

нечна, то NG(P ) = F ⋋H — группа Фробениуса с ядром F и конечным дополнением H, где

либо F = P , либо F = P × C, C = Op′(F ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условиям утверждения P ≤ L ∈ X(P ), и понятно, что P ≤ FL

и L ≤ NG(P ). Пусть K — произвольная конечная подгруппа из NG(P ) и T = PK. В соответст-
вии с условием насыщенности T ≤ M ∈ X(P ). Как и выше, P ≤ FM , P нормальна в M и M ≤
NG(P ). Значит, NG(P ) насыщена конечными группами Фробениуса и согласно предложению 4
NG(P ) = F ⋋ H — это группа Фробениуса с ядром F и конечным дополнением H. Понятно
также, что либо F = P , либо F = P × C, где C = Op′(F ). �

Утверждение 2. Если a, b — конечные энгелевы элементы простых порядков p, q из G и

p 6= q, то подгруппы P = 〈aG〉 и Q = 〈bG〉 поэлементно перестановочны и либо P ∩ Q = 1,
либо подгруппа P ∩Q ≤ Z(〈aG, bG〉) абелева и не имеет кручения. В централизаторе CG(x)
произвольного неединичного элемента x конечного порядка группы G нормальные замыкания
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любых двух конечных в CG(x) элементов разных простых порядков поэлементно перестано-

вочны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если x ∈ aG, y ∈ bG, то Lx = 〈x, xy〉 — (конечная) p-группа, Ly =
〈y, yx〉 — (конечная) q-группа и, поскольку x−1y−1xy ∈ Lx∩Ly = 1, xy = yx. Значит, подгруппы
P = 〈aG〉 и Q = 〈bG〉 поэлементно перестановочны и подгруппа A = P ∩ Q ≤ Z(〈aG, bG〉)
абелева. По предположению G не содержит локально конечных нормальных подгрупп, отсюда
либо A = 1 и 〈P,Q〉) = P ×Q, либо A — группа без кручения.

Пусть x — неединичный элемент конечного порядка из G. Понятно, что в его централи-
заторе CG(x) нет конечных фробениусовых подгрупп, поэтому согласно лемме 2 каждый ко-
нечный элемент простого порядка из CG(x) энгелев. Как и выше, заключаем, что нормальные
замыкания любых двух конечных в CG(x) элементов разных простых порядков поэлементно
перестановочны. �

Утверждение 3. Пусть N — подгруппа группы G и a ∈ NG(N) — конечный в G1 = 〈a,N〉
элемент простого порядка p /∈ π(N). Тогда либо G1 = N × 〈a〉, либо G1 = F ⋋ NG1

(〈a〉)
и F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с периодическим ядром F ≤ N и дополнением 〈a〉. Если,

дополнительно, N нормальна в G и элемент a конечен в G, то a — фробениусовый элемент

группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть N � CG(a). Ввиду условий для любого g ∈ N \ NG(〈a〉)
подгруппа Lg = 〈a, ag〉 конечна и Lg = (N ∩Lg)⋋〈a〉, где N ∩Lg — p′-группа. Согласно лемме 2
Lg = Fg ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с дополнением 〈a〉. Применяя предложение 1, получаем
G1 = F ⋋NG1

(〈a〉).
Пусть N нормальна в G и элемент a конечен в G. Если второе положение утверждения 3

не верно, то в G есть элементарная абелева p-группа L = 〈a, ag〉 6= 〈a〉, |L| = p2. Очевидно, что
подгруппа F допустима относительно ag, и легко убедиться, что CF (a

g) = 1 и F⋋〈ag〉 — группа
Фробениуса с дополнением 〈ag〉. Это возможно только в случае CL(F ) = 〈c〉 6= 1. Но тогда для
f ∈ F# подгруппа K = 〈a, f, c〉 конечна и не вложима в конечную группу Фробениуса. Однако
это противоречит условию насыщенности, что и доказавает утверждение. �

Утверждение 4. В слабо сопряженно бипримитивно конечном нормализаторе G1 =
NG(FL) ядра FL любой конечной фробениусовой подгруппы L ∈ F характеристическая под-

группа Ω1(G1) является периодической группой Фробениуса Ω1(G1) = F1⋋〈h〉 c ядром F1 ≥ FL

и циклическим дополнением 〈h〉 ≥ Ω1(HL).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа G1 содержит фробениусову подгруппу M = FL ⋋HM ,
ядро FM которой совпадает с FL, а подгруппа Ω1(HM ) имеет наибольший возможный порядок.
Пусть a ∈ HM — элемент простого порядка p, конечный в G1, g ∈ G1 \ NG1

(〈a〉) и Lg =
〈a, ag〉. Подгруппа FLLg конечна и по условию насыщенности FLLg ≤ K ∈ X(FL). Ввиду
предложения 6 Lg � FK , Lg � HK и Lg = Fg ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с дополнением 〈a〉.
По предложению 1 G1 = F1 ⋋ H1, где H1 = NG1

(〈a〉), и F1 ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с
периодическим ядром F1. Если в Ω1(HM ) 6= 〈a〉, то в Ω1(HM ) есть элемент b простого порядка
q 6= p и аналогично G1 = F2 ⋋ H2, где H2 = NG1

(〈b〉), и F2 ⋋ 〈b〉 — группа Фробениуса с
периодическим ядром F2. При этом CF1

(b) = 1 (как показано в доказательстве леммы 4) и
F1 ≤ F2. Аналогично F2 ≤ F1 и F1 = F2. Из разложений G1 = F1 ⋋ H1 и G1 = F1 ⋋ H2

и включения Ω1(HM ) ≤ H1 ∩ H2 заключаем, что H1 = H2 и H1 = NG1
(Ω1(HM )). Отсюда

следует, что F1⋋Ω1(HM) и F1⋋HM — группы Фробениуса с общим ядром F1 и дополнениями
Ω1(HM ) и HM . Кроме того, подгруппа Ω1(HM ) = 〈h〉 циклическая (предложение 5) и, как
установлено выше, фробениусова подгруппа F1 ⋋ 〈h〉 нормальна в G1. Докажем, что 〈h〉 =
Ω1(HM ) = Ω1(H1).

Предположим, что b — элемент простого порядка q из H1 \ Ω1(HM ). В силу доказанного
выше подгруппа S = 〈a, b〉 конечна и имеет порядок pq (здесь a — произвольный элемент
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простого порядка p из Ω1(HM)). Равенство p = q невозможно, поскольку конечная подгруппа
FLS не вложима в конечную группу Фробениуса. Значит, q /∈ π(FL). Равенство bc = cb для

некоторого c ∈ F#
1 также невозможно, поскольку конечная подгруппа 〈a, b, c〉 не вложима

в конечную группу Фробениуса. Следовательно, CF1
(b) = 1 и из конечности элемента b в

G1 вытекает, что F1 ⋋ 〈b〉 — группа Фробениуса с ядром F1, дополнением 〈b〉 и q /∈ π(F1)
(предложение 1). Но тогда FLS — группа Фробениуса с дополнением S и по теореме Бернсайда
ab = ba. Ввиду произвольности a из 〈h〉 подгруппа K = 〈b, h〉 циклическая и FL ⋋K — группа
Фробениуса с дополнением K, что противоречит выбору подгрупп M и HM . Таким образом,
〈h〉 = Ω1(HM ) = Ω1(H1), при этом очевидно, что 〈h〉 ≥ Ω1(HL), и утверждение доказано. �

Лемма 5. Подгруппа Ω1(G) насыщена конечными группами Фробениуса. Теоремы 2, 3 вер-

ны для группы G тогда и только тогда, когда они верны для подгруппы Ω1(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условиям теоремы 1 для конечной подгруппы K из Ω1(G)
имеем K ≤ L ∈ X(1) и либо K ≤ Ω1(L) ≤ Ω1(G), либо K ≤ Ω1(L) · K ≤ Ω1(G), поскольку
Ω1(L) ∈ X(1). Следовательно, для группы Ω1(G) выполняется условие насыщенности конеч-
ными группами Фробениуса (возможно, с другим насыщающим множеством). И если теорема
верна для группы G, то она очевидно верна и для подгруппы Ω1(G).

Пусть T = Ω1(G) есть группа Фробениуса T = FT ⋋HT . В силу [2, теорема 5.3] и условия
насыщенности Ω1(HL) — локально циклическая группа. По лемме Фраттини G = FT ⋋ H,
где H = NG(HT ). Согласно определению подгруппы Ω1(G) все элементы простых порядков
из H содержатся в HT = Ω1(H). Отсюда выводим, что (G1,H1) — пара Фробениуса для любой
периодической подгруппы G1 = FT ⋋H1 и для любых h ∈ H1, f ∈ FT элемент hf в некоторой
степени n принадлежит смежному классу aFT , где a — элемент простого порядка из HT .
Отсюда (hf)n = at, где t ∈ FT , и поскольку FT ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса, то at = s−1as и

hf ∈ Hs
1 , где s ∈ FT . Значит, G1 \ F

#
T = ∪g∈G1

Hg
1 и G1 = FT ⋋H1 — группа Фробениуса. �

3. Доказательство теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть x ∈ aG, y ∈ bG — произвольные элементы.
По условиям подгруппы (по лемме 3) Lxy = 〈x, y〉, Lx = 〈y, yx〉 конечны, Lx — q-группа,
x−1y−1xy — q-элемент, а Lxy — группа Фробениуса с дополнением 〈x〉 и ядром, содержащим
элементы x−1y−1xy и y. Поэтому xy, yx ∈ aG, aGbG = bGaG = aG и BaG = aGB = aG, где
B = 〈bG〉. Отсюда следует, что CB(a) либо единичная группа, либо имеет период p.

Допустим, что 1 6= c ∈ CB(a), |c| = p. Так как af, afc ∈ aG для любого f ∈ B, то подгруппа
L = 〈af, afc〉 = (L ∩ B) ⋋ 〈af〉 конечна и, очевидно, является p-группой. Значит, 〈c, caf 〉 =
〈c, cf 〉 — конечная p-группа для любого f ∈ B и c — конечный энгелев элемент группы B.
По утверждению 2 подгруппы cB и B поэлементно перестановочны, что влечет 〈cB〉 ≤ Z(B).
Но ввиду условий теоремы Z(B) = 1; противоречие.

Таким образом, CB(a) = 1. По предложению [1] B⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с ядром B и
дополнением 〈a〉 и для любого f ∈ B подгруппа 〈a, af 〉 = 〈a, f〉. В частности, B — периодиче-
ская группа и p /∈ π(B). Если для некоторого элемента s ∈ aG \ 〈a〉 конечная подгруппа 〈a, s〉
является p-группой, то в ней найдется элемент x ∈ aG, для которого P = 〈a, x〉 = 〈a〉×〈x〉. Вви-
ду доказанного выше для любого f ∈ B# подгруппа M = 〈af, x〉 конечна, M ≥ 〈x, xf 〉 = 〈x, f〉
и M = 〈a, x, f〉 = (M∩B)⋋P . Отсюда следует, что M = 〈a, f, x〉 и не p-группа и не группа Фро-
бениуса; противоречие условиям теоремы. Значит, подгруппа 〈a, s〉 не может быть p-группой и
согласно условиям a — фробениусовый элемент группы G. По предложению 1 G = F⋋NG(〈a〉),
F ⋋ 〈a〉 — группа Фробениуса с периодическим ядром F и дополнением 〈a〉. Очевидно, что
B ≤ F и b ∈ F .

Теорема 1 доказана.

Лемма 6. Теорема 2 верна, когда в группе G есть инволюции.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть исследуемая группа G имеет 2-ранг один и i — инволюция
из G. Если в G есть конечный элемент a четного порядка, большего двух, то по [4, теорема 1]
G = F ⋋CG(i), где i — инволюция из 〈a〉, F — периодическая абелева группа, инвертируемая
инволюцией i, и для любой периодической подгруппы T ≤ CG(i) произведение F ⋋ T являет-
ся группой Фробениуса с ядром F и дополнением T . И в этом случае теорема 2 верна. Если
в G нет элемента конечного четного порядка, большего 2, то i инвертирует каждый элемент b
из G нечетного порядка. В частности, любая подгруппа, порожденная парой элементов нечет-
ных порядков, допустима относительно i, является абелевой подгруппой нечетного порядка
и G = F ⋋ 〈i〉 — группа Фробениуса с периодическим абелевым ядром F и дополнением 〈i〉.
И теорема 2 верна для групп 2-ранга один.

Пусть 2-ранг G больше либо равен двум. Тогда по [4, теорема 3] G = F ⋋ H, где F —
периодическая группа, Ω1(H) — локально циклическая группа без инволюций, и Ω1(G) =
F ⋋ Ω1(H) — группа Фробениуса с ядром F и дополнением Ω1(H). Легко убедиться, что
теорема 2 верна и в этом случае (лемма 5).

Лемма 7. Теоремы 2, 3 верны, если aG∩CG(a) ⊆ 〈a〉 для некоторого элемента a простого

порядка p из G, в частности когда G — группа p-ранга 1 для некоторого p ∈ π(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае G = NG(〈a〉) теорема 2 следует из предложения 4.
Пусть G 6= NG(〈a〉) = H. Тогда для любого g ∈ G \ H подгруппа Lg = 〈a, ag〉 конечна,
|Sylp(Lg)| > 2 и a /∈ Op(Lg). По условиям Lg ≤ M ∈ X(Lg) в силу предложения 6 Lg = Fg⋋〈a〉 —
группа Фробениуса с ядром Fg и дополнением 〈a〉. По предложению 1 G = F ⋋ H, где F =
∪g∈G\HFg и G = F ⋋ 〈a〉 — периодическая группа Фробениуса с ядром F и дополнением 〈a〉.
Следовательно, для любого элемента b конечного порядка из H подгруппа L = 〈a, b〉 конечна
и ввиду условий леммы 〈a〉 — единственная подгруппа порядка p в H.

Допустим, что в H есть элемент b простого порядка q 6= p не перестановочный с a, т. е.
L = 〈a〉 ⋋ 〈b〉 — группа Фробениуса. Если c — неединичный элемент из CF (b), то 〈a, b, c〉 —
конечная группа, не вложимая в группу Фробениуса; противоречие. Значит, CF (b) = 1 и
CG1

(b) = 〈b〉, где G1 = FL. Применяя предложение 1, заключаем, что G1 = F1 ⋋ 〈b〉 — группа
Фробениуса с ядром F1, содержащим элемент a. По [2, теорема 5.11] a содержится в бесконеч-
ной локально конечной b-допустимой подгруппе M ≤ F1, которая в силу теорем Томпсона и
Хигмена нильпотентна. Но тогда CF (a) 6= 1; противоречие.

Таким образом, ab = ba для любого элемента b простого порядка q 6= p из H, Ω1(H) ≤ CG(a)
и в H нет конечных фробениусовых подгрупп. Как и выше CF (b) = 1 и NG(〈b〉) ≤ H.
Действительно, если bf = fb для f ∈ F#, то (ab)f = afb и M = 〈a, f, b〉 = 〈b〉 × L, где
L = 〈a, f〉 = 〈a, af 〉 — конечная группа Фробениуса. Однако M не может быть подгруппой
конечной группы Фробениуса вопреки условию насыщенности. Из CF (b) = 1 следует, что для
любого f ∈ F# конечная подгруппа L = 〈b, bf 〉 является группой Фробениуса с ядром L ∩ F и
дополнением 〈b〉. По предложению 1 F⋋〈b〉 — группа Фробениуса с ядром F и дополнением 〈b〉
и Ω1(H) ≤ NG(〈b〉). Отсюда выводим, что подгруппа Ω1(H) абелева и F ⋋ Ω1(H) = Ω1(G) —
периодическая группа Фробениуса. В силу условия насыщенности в Ω1(H) нет элементарных
абелевых подгрупп ранга 2 и Ω1(H) — локально циклическая группа.

Согласно доказанному смежный класс bF совпадает с классом bF . Если y — произвольный
элемент конечного порядка из G \ F , то некоторая его степень yn принадлежит классу bF
некоторого простого порядка q из фактор-группы G/F и с учетом доказанного выше y ∈
∪x∈FH

x. Следовательно, любая периодическая подгруппа вида G1 = F ⋋H1, где H1 = H ∩G1,
является группой Фробениуса с ядром F и дополнением H1. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. По леммам 6 и 7 теорема верна, когда в группе G есть
инволюции или G — p-группа ранга 1 для некоторого p ∈ π(G). Пусть a, b — произвольные не
перестановочные элементы различных простых порядков p и q из G. Согласно лемме 2 a, b —
фробениусо-энгелевы элементы в G. В силу бинарной конечности группы G и условия насы-
щенности подгруппа L = 〈a, b〉 ∈ F. Положим для определенности, что b ∈ FL, тогда HL = 〈a〉.
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Пусть c ∈ CG(a), |c| = p и M = 〈c, b〉. Если cb = bc, то 〈a, b, c〉 = 〈c〉 × L, что невозможно в
силу условия насыщенности. Ввиду бинарной конечности подгруппа M конечна, и поскольку
bc 6= cb, то M — группа Фробениуса, и порядок элемента cb равен p или q. Подгруппа K = 〈a, cb〉
содержит элементы b и c и, значит, содержит фробениусовы подгруппы L и M , а также эле-
ментарную абелеву подгруппу 〈a, c〉. Но тогда группа M не может быть группой Фробениуса.
Следовательно, G — группа p-ранга 1, и по лемме 7 G = F ⋋ H — группа Фробениуса. По
теореме 5.4 из [2] группа H локально конечна.

Теорема 2 доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Также, как в доказательстве теоремы 2, уста-
навливается, что Ω1(G) — периодическая группа Фробениуса с дополнением H = Ω1(H), при
этом согласно предложению 5 и условию насыщенности H — локально циклическая группа.
Доказательство теоремы 3 завершает лемма 5.

Отметим, что теоремы 1–3, доказанные в настоящей работе, а также утверждения 1–4,
приведенные в разд. 2 , позволяют сделать следующее предположение для дальнейших ис-
следований групп, насыщенных группами Фробениуса.

Предположение 1. Теорема 3 справедлива для слабо сопряженно бипримитивно конеч-

ных групп.
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