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О ПРОИЗВЕДЕНИИ ФУНКЦИЙ ОТ ОПЕРАТОРА

М. А. Рекант

В банаховом пространстве заданы линейный плотно определенный оператор A и некоторая замкнутая

область G, лежащая в его регулярном множестве и содержащая неположительную вещественную полуось.

Предполагается известной степенная оценка нормы резольвенты этого оператора в данной области G. В

предположении замкнутости операторов euA при u > 0, заданных степенными операторными рядами,

вводятся и изучаются два класса функций этих операторов, построенных на базе интегральной форму-

лы Коши по соответствующим скалярным аналитическим в дополнении G функциям, модули которых

имеют показательную оценку в дополнении G. Если оператор A удовлетворяет наложенным в статье

ограничениям, то классы функций от A являются расширениями соответствующих классов оператор-

ных функций, изучаемых совместно Л.Ф.Коркиной и автором ранее. Установлено мультипликативное

свойство исследуемых в статье функций от оператора. Рассмотрен вопрос об их обратимости.
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In a Banach space, a linear densely defined operator A and some closed domain G lying in the regular set

of A and containing the nonpositive real semiaxis are given. A power estimate for the norm of the resolvent

of A in the domain G is assumed to be known. Under the assumption that the operators euA defined by

power operator series are closed for u > 0, two classes of functions of this operator are introduced and

studied. The construction of these classes is based on the integral Cauchy formula with corresponding scalar

functions analytic in the complement of G and such that their modules have an exponential estimate in the

complement of G. If the operator A satisfies certain constraints, then the introduced classes of functions of A are

extensions of the corresponding classes of operator functions, which we studied earlier jointly with L. F. Korkina.

The multiplicative property of the operator functions is established, and the question of their invertibility is

considered.
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Введение

Пусть X — комплексное банахово пространство, A — действующий в нем плотно опреде-
ленный линейный оператор. Различными способами (при соответствующих предположениях)
строятся и изучаются классы функций оператора A. Эти функции применяются при решении
конкретных математических задач. Основополагающее значение в создании теории функци-
онального исчисления операторов имеют работы [1–3]. Фундаментальные труды [4–7] внесли
большой вклад в развитие теории дробных степеней операторов. В [4–6] содержатся прило-
жения этой теории. Публикации [8; 9] посвящены конкретным задачам с использованием опе-
раторных функций. Нами перечислена лишь малая часть источников, где рассматриваются
такие функции. Один из способов их построения связан с соответствующими аналитическими
в некоторой области скалярными функциями и интегральной формулой Коши (см., например,
[1;4–6]). При этом норма резольвенты оператора и модули скалярных функций имеют степен-
ной порядок роста на бесконечности. В русле исследований такого рода операторных функций
лежат и наши, в соавторстве с Л.Ф.Коркиной, работы (см., например, [10]). В данной статье
аналогичным способом вводятся и изучаются два новых класса операторных функций, соот-
ветствующих скалярным аналитическим функциям, модули которых могут расти на беско-
нечности быстрее степенных, но не быстрее показательных. Для этого используются свойства
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операторных экспонент, рассмотренные, например, в [11]. На эти классы операторных функ-
ций распространяется мультипликативное свойство.

1. Основные обозначения и предположения

Пусть кривая L = L(p, q) (p > 0, q > 0) лежит в комплексной плоскости (λ) и задана
уравнением

β2 = 2pα ln
α

q
(α = Reλ, β = Imλ, α ≥ q), (1.1)

G = G(p, q) — область с границей L, содержащая 0; обход L задается так, что область G
остается справа; G (замыкание G) лежит в регулярном множестве ρ(A) оператора A. Предпо-
лагается известной оценка нормы резольвенты R(λ) = RA(λ) = (A − λE)−1 (E — единичный
оператор в X) оператора A в G: при некоторых γ ≤ 1, C0 > 0, и всех λ ∈ G

‖R(λ)‖ ≤ C0

(|λ|+ 1)γ
. (1.2)

Если B — оператор, действующий в X, то оператор eB можно определить формулой

eBx =

∞∑

n=0

Bnx

n!
(1.3)

для тех x ∈
∞⋂

n=1

D(Bn), для которых ряд справа сходится. В частности, etA =

∞∑

n=0

tnAn

n!
.

С другой стороны, при t > 0 можно рассмотреть операторы

(e−tA)I = − 1

2πi

∫

L

e−tλR(λ) dλ

(см. [10; 11]). Интеграл здесь сходится абсолютно к непрерывному на X оператору.
Пусть F0 — множество функций, аналитических в C\G, для каждой из которых найдутся

такие числа σ ∈ R и C > 0, что при всех λ ∈ C \ G справедливо неравенство |f(λ)| ≤ C|λ|σ.
При этом для таких чисел n ∈ N ∪ {0}, для которых

σ − n < γ − 1, (1.4)

рассмотрим операторные функции

f(A,n) = − 1

2πi
An

∫

L

f(λ)λ−nR(λ) dλ, (1.5)

f̃(A,n) = − 1

2πi

∫

L

f(λ)λ−nR(λ) dλ An (1.6)

(условие (1.4) обеспечивает абсолютную сходимость интеграла). Заметим, что в [10] на опе-
ратор накладывались менее жесткие ограничения, чем в данной работе, что вызвано необхо-
димостью использования свойств операторных функций euA и (e−uA)I , установленных в [11].
Так же, как и в отношении функции (e−uA)I оператора A в [11], устанавливается, что если
A удовлетворяет наложенным в статье ограничениям, то оба определения функций f(A,n) и
f̃(A,n), введенных формулами (1.5), (1.6) и ранее в [10], при выполнении (1.4) эквивалентны.

Пусть n = n(f) (f ∈ F0) — наименьшее из чисел n ∈ N ∪ {0}, удовлетворяющих (1.4).
Согласно [10] оператор f(A,n) замкнут и не зависит от n ≥ n, оператор f̃(A,n) имеет за-
мыкание, не зависящее от n ≥ n, и при таких n f̃(A,n) ⊂ f(A,n). Следуя [10], полагаем

f(A) = f(A,n), f̃(A) = f̃(A,n) (n ≥ n).
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Для функции ϕ ∈ F0, заданной формулой (которая, в частности, может содержать произ-
ведение нескольких функций), введем обозначение: (ϕ(λ))(A) = ϕ(A).

Пусть при t ∈ R

F(t) =
{
f : f(λ)e−tλ ∈ F0

}
.

Заметим, что F(0) = F0, при s < t F(s) ⊂ F(t) и для f ∈ F(s) n(f(λ)e−tλ) = 0.
Пусть s > 0, f ∈ F(s), n ≥ n(f(λ)e−sλ). Положим

f(A, s, n) = esAAn(f(λ)λ−ne−sλ)(A), f̃(A, s, n) = (f(λ)λ−ne−sλ)(A)AnesA.

Как уже отмечалось, f(A, s, n) не зависит от n ≥ n (f(λ)e−λs). При таких n считаем, что
f(A, s) = f(A, s, n).

В работе исследуются некоторые свойства этих операторных функций и функций f(A) и
f̃(A), из них получаемых в дальнейшем.

2. Результаты работы

Утверждение 1. Пусть операторы euA (u > 0) замкнуты. Тогда при любых s, t > 0
(n ∈ N)

AnesA = esAAn, (2.1)

esAetA = e(s+t)A, (2.2)

esA(e−tA)I =

{
e(s−t)A, s > t,(

e−(t−s)A
)
I
, s ≤ t.

(2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [11, следствие 3] установлено, что в условиях утверждения
операторы euA (u > 0) обратимы и

(euA)−1 = (e−uA)I ,

т. е. имеет место второе из равенств (2.3) при t = s. Там же (утверждение 4) оно было уста-
новлено при s < t (без предположения замкнутости операторов euA при u > 0). Соотношения
(2.1), (2.2) и первое из соотношений (2.3) получаются с помощью перехода к обратным опера-
торам и c учетом теоремы 3 из [10], утверждения 4 из [11], а также непрерывности операторов
A−1 и (e−uA)I при u > 0:

(e−uA)IA
−n = (e−sλ)(A)(λ−n)(A) = (λ−ne−sλ)(A),

(e−tA)I(e
−sA)I = (e−(t+s)A)I , etA(e−sA)I = (e−(s−t)A)I , s > t.

Утверждение доказано. �

Утверждение 2. Пусть при некотором s > 0 оператор esA — плотно определенный и

операторы euA при u > 0 замкнуты. Тогда при всех u > 0 операторы euA плотно определены.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольно u > 0 и такое n ∈ N, что ns > u. Так как
оператор esA замкнут, то он обратим и (esA)−1 = (e−sA)I — непрерывный оператор на X, т. е.
0-регулярная точка оператора esA. Поэтому ([6, с. 30]) оператор (esA)n также плотно определен
и замкнут и согласно (2.2) равен ensA. Поскольку D(euA) ⊃ D(ensA) (см. [11, утверждение 2]),
то D(euA) = X.

Утверждение доказано. �

Следствие 1. В условиях утверждения 2 при всех n ∈ N, u > 0 операторы AneuA плот-

но определены.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Следствие выводим из включения D(AneuA) ⊃ D(e2uA), спра-
ведливого при u > 0, n ∈ N (используются равенство (2.1) и [11, утверждение 2]). �

Лемма. Пусть f ∈ F0, причем оператор f(A) непрерывен на X, t > 0. Тогда

f(A)etA ⊂ etAf(A). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливы соотношения

f(A)etA = f(A)

∞∑

n=0

(tA)n

n!
⊂

∞∑

n=0

f(A)
(tA)n

n!
=

∞∑

n=0

tn

n!
f(A)An

(включение вытекает из непрерывности f(A)). Как доказано в теоремах 1, 3 из [10], f(A)An ⊂
Anf(A) (n ∈ N). Поэтому

∞∑

n=0

tn

n!
f(A)An ⊂

∞∑

n=0

tnAn

n!
f(A) = etAf(A),

и устанавливается (2.4).
Лемма доказана. �

Утверждение 3. Пусть 0 ≤ s < t, f ∈ F(s), m2 > m1 ≥ n(f(λ)e−sλ), n2 > n1 ≥ 0. Тогда

f̃(A, t, n2) ⊂ f̃(A, t, n1) ⊂ f̃(A, s,m2) ⊂ f̃(A, s,m1). (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеют место соотношения

f̃(A, t, n2) =
(
f(λ)λ−n2e−tλ

)
(A)An2etA

=
(
f(λ)λ−n1e−tλ

)
(A)A−(n2−n1)An2etA ⊂

(
f(λ)λ−n1e−tλ

)
(A)An1etA = f̃(A, t, n1),

т. е. выполнено первое из включений (2.5).
Заменяя n1 на 0, а n2 на n1, получаем

f̃(A, t, n1) ⊂ f̃(A, t, 0) =
(
f(λ)e−tλ

)
(A)etA =

(
f(λ)λ−m2e−sλ

)
(A)

(
λm2e−(t−s)

)
(A)etA

=
(
f(λ)λ−m2e−sλ

)
(A)Am2

(
e−(t−s)A

)
I
etA ⊂

(
f(λ)λ−m2e−sλ

)
(A)Am2esA = f̃(A, s,m2)

(последнее включение имеет место по утверждению 4 из [11]), т. е. справедливо второе из
включений (2.5).

Наконец, последнее включение в (2.5) устанавливается так же, как и первое.
Утверждение доказано. �

В дальнейшем предполагаем замкнутость операторов euA при u > 0 и их плотную опреде-
ленность.

Утверждение 4. Пусть 0 ≤ s < t, f ∈ F(s). Тогда f(A, t) = f(A, s) и f(A, s) — замкну-

тый оператор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для n ≥ n(f(λ)e−λs) (n ∈ N ∪ {0}) имеют место соотношения

f(A, t) = etA
(
f(λ)e−tλ

)
(A) = etA

(
λne−(t−s)λ

)
(A)

(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A)

= etAAn
(
e−(t−s)A

)
I

(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A)

= AnetA
(
e−(t−s)A

)
I

(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A) = AnesA

(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A)
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= esAAn
(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A) = f(A, s).

Здесь использованы равенства (2.1), (2.3), (λn)(A) = An (через An обозначена в обычном
смысле понимаемая целая степень оператора A) и непрерывность операторов (λne−(t−s)λ)(A),
(f(λ)λ−ne−sλ)(A).

Оператор f(A, s) = f(A, t) замкнут как произведение замкнутого оператора etA на непре-
рывный.

Утверждение доказано. �

Пусть s ≥ 0, f ∈ F(s). Положим

f(A) = f(A, s). (2.6)

З а м е ч а н и е 1. Поскольку для s ≥ 0, f ∈ F(s), n ≥ n(f(λ)e−sλ) верно включение

f̃(A, s, n) ⊂ f(A), то оператор f̃(A, s, n) имеет замыкание и f̃(A, s, n) ⊂ f(A).

Утверждение 5. Пусть 0 ≤ s < t, f ∈ F(s), m ≥ n(f(λ)e−sλ), n ≥ 0 (m, n ∈ N ∪ {0}).
Тогда

f̃(A, t, n) = f̃(A, s,m). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предыдущего утверждения достаточно установить, что

f̃(A, s,m) ⊂ f̃(A, t, n). (2.8)

Возьмем произвольно x ∈ D
(
f̃(A, s,m)

)
и пусть w = AmesAx. D(An−me(t−s)A) = X, поэто-

му найдется такая последовательность {wk} ⊂ D(An−me(t−s)A), что wk −→
k→∞

w. Положим

xk = (e−sA)IA
−mwk. Тогда xk −→

k→∞
(e−sA)IA

−mw = x. При этом

AmesAxk = wk −→
k→∞

w = AmesAx. (2.9)

Так как {wk} ⊂ D(An−me(t−s)A), то {xk} ⊂ D(AnetA) = D
(
f̃(A, t, n)

)
. По утверждению 4

f̃(A, t, n)xk = f̃(A, s,m)xk. Далее, из непрерывности оператора (f(λ)λ−me−sλ)(A) и из (2.9)
получаем

f̃(A, s,m)xk =
(
f(λ)λ−me−sλ

)
(A)AmesAxk −→

k→∞

(
f(λ)λ−me−sλ

)
AmesAx = f̃(A, s,m)x.

Итак,
{xk} ⊂ D

(
f̃(A, t, n)

)
, xk −→

k→∞
x, f̃(A, t, n)xk −→ f̃(A, s,m)x.

Поэтому x ∈ D
(
f̃(A, t, n)

)
и f̃(A, t, n)x = f̃(A, s,m)x, откуда следует (2.8), а значит, и (2.7).

Утверждение доказано. �

З а м е ч а н и е 2. При s = t ≥ 0, f ∈ F(s), n(f(λ)e−sλ) ≤ m < n (m, n ∈ N) имеет
место (2.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о замечания полностью аналогично доказательству утверждения 5.

Формула (2.7) позволяет определить оператор f̃(A) формулой

f̃(A) = f̃(A, s,m) (2.10)

для f ∈ F(s), m ≥ n(f(λ)e−sλ).

Утверждение 6. Пусть f(λ) = λkesλ (s > 0, k ∈ Z). Тогда

f(A) = f̃(A) = esAAk. (2.11)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим n = n(f(λ)λ−sλ), т. е. n = n(λk). Выводим соотноше-
ния

f(A) = f(A, s, n) = esAAn
(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A) = esAAn

(
λk−n

)
(A) = esAAnAk−n = esAAk.

Здесь учтено, что оператор esA замкнут и что для любого целого n (λn)(A) = An. Итак, имеет
место равенство f(A) = AkesA.

Установим второе из равенств (2.11).
Оператор esAAk замкнут как обратный к непрерывному A−k(e−sA)I . Кроме того,

f̃(A, s, n) =
(
f(λ)λ−ne−sλ

)
(A)An(s)esA = (λk−n)(A)AnesA = Ak−nAnesA ⊂ AkesA = esAAk,

а потому f̃(A) ⊂ esAAk.
Требуется доказать, что

Ak−nAnesA ⊃ esAAk. (2.12)

Пусть x ∈ D(esAAk). Положим w = esAAkx. Оператор An−k плотно определен. Найдем
такую последовательность {wm} ⊂ D(An−k), что wm −→

m→∞
w. Положим xm = A−k(e−sA)Iwm.

Тогда xm −→
m→∞

A−k(e−sA)Iw = x. При этом в случае k ≥ 0

Ak−nAnesAxm = Ak−nAnesAA−k(e−sA)Iwm = Ak−nAnesA(e−sA)IA
−kwm

= Ak−nAnA−kwm = Ak−nAn−kwm = wm −→
m→∞

w = esAAkx,

а в случае k < 0

Ak−nAnesAxm = Ak−nAnesAA−k(e−sA)Iwm = Ak−nAnA−kesA(e−sA)Iwm

= Ak−nAn−kwm = wm −→
m→∞

w = esAAkx.

В результате получим, что x ∈ D
(
Ak−nAnesA

)
, Ak−nAnesAx = esAAkx, и, следовательно,

справедливо включение (2.12), а значит, и второе из равенств (2.11).
Утверждение доказано. �

Из утверждения вытекает, что в его условиях функциональные определения (2.6) и (2.10)
операторной экспоненты эквивалентны ее определению в виде суммы степенного операторного
ряда (1.3).

Утверждение 7. Пусть при некоторых s, t ≥ 0 f ∈ F(s), g ∈ F(t). Тогда справедливы

соотношения

f(A)g(A) ⊂ (fg)(A), (2.13)

f̃(A)g̃(A) ⊃ (f̃ g)(A). (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При достаточно больших m, n ∈ N ∪ {0}

f(A)g(A) = AmesA
(
f(λ)λ−me−sλ

)
(A)AnetA

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)

⊂ AmesAAnetA
(
f(λ)λ−me−sλ

)
(A)

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)

= Am+ne(s+t)A
(
f(λ)g(λ)λ−(m+n)e−(s+t)λ

)
(A) = (fg)(A).

Здесь использованы непрерывность операторов
(
f(λ)λ−me−sλ

)
(A),

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A), утвер-

ждения 1 и 3 из [10] и лемма. В итоге справедливо (2.13).
Аналогично

f̃(A)g̃(A) ⊃ f̃(A, s,m)g̃(A, t, n) =
(
f(λ)λ−me−sλ

)
(A)AmesA

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)AnetA
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⊃
(
f(λ)λ−me−tλ

)
(A)

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)AmesAAnetA

=
(
f(λ)g(λ)λ−(m+n)e−(s+t)λ

)
(A)Am+ne(s+t)A = (f̃ g)(A, s + t,m+ n),

откуда следует (с учетом (2.10)), что включение (2.14) справедливо.
Утверждение доказано. �

Утверждение 8. Пусть f ∈ F0, причем оператор f(A) непрерывен, g ∈ F(t). Тогда

g(A)f(A) = (fg)(A), (2.15)

f(A)g̃(A) = (f̃ g)(A). (2.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольно такое число n ∈ N ∪ {0}, что n ≥ n(f),
n ≥ n(g(λ)e−tλ). Учитывая непрерывность f(A), выводим

g(A)f(A) = AnetA
(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)f(A) = AnetAf(A)

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)

= AnetAAn
(
f(λ)λ−n

)
(A)

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A) = A2netA

(
f(λ)g(λ)λ−2ne−tλ

)
(A) = (fg)(A),

т. е. выполнено (2.15).
Докажем (2.16). По предыдущему утверждению имеет место (2.14). Поэтому для доказа-

тельства (2.16) нужно установить (из-за замкнутости оператора (f̃ g)(A)), что

f(A)g̃(A) ⊂ (f̃ g)(A). (2.17)

Возьмем произвольно x ∈ D(g̃(A)), m ≥ n(f), n ≥ n(g(λ)e−λt). В силу равенства

g̃(A, t, 2n) = g̃(A)

найдется такая последовательность {xk} ⊂ D(g̃(A, t, 2n)) = D(A2netA), что

xk −→
k→∞

x, g̃(A, t, 2n)xk −→
k→∞

g̃(A)x. (2.18)

Заметим, что {xk} ⊂ D((f̃ g)(A, t, 2n)) = D(A2netA). Поскольку по утверждению 3 g̃(A, t, n)xk =
g̃(A, t, 2n)xk, а также

(f̃ g)(A, t, 2n)xk =
(
f(λ)g(λ)λ−2ne−tλ

)
A2netAxk = (f(λ)λ−n)(A)

(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)A2netAxk

= (f(λ)λ−n)(A)An
(
g(λ)λ−ne−tλ

)
(A)AnetAxk = f̃(A, 0, n)g̃(A, t, n)xk = f(A)g̃(A, t, 2n)xk,

то с учетом (2.18) и непрерывности f(A)

(f̃ g)(A)xk = (f̃ g)(A, t, 2n)xk −→
k→∞

f(A)g̃(A)x.

Итак,
{xk} ⊂ D

(
(f̃ g)(A)

)
, xk −→

k→∞
x, (f̃ g)(A)xk −→

k→∞
f(A)g̃(A)x.

Поэтому x ∈ D((f̃ g)(A)) и (f̃ g)(A)x = f(A)g(A)x, т. е. выполнено (2.17), а потому и (2.16).
Утверждение доказано. �

Утверждение 9. Пусть f ∈ F(s), 1/f ∈ F(t) при некоторых s, t ≥ 0. Тогда

( 1
f

)
(A)f(A) = E

∣∣
D(f(A))

, (2.19)

( 1
f̃

)
(A)f̃ (A) = E

∣∣
D(f̃(A))

. (2.20)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u > max{s, t}, x ∈ D(f(A)). В этом случае

( 1

f(λ)
e−λu

)
(A)f(A)x = euA

( 1

f(λ)
e−λu

)
(A)(f(λ)e−λu)(A)x

= euA
( 1

f(λ)
e−λuf(λ)e−uλ

)
(A)x = euAe−2uA

)
I
x = (e−uA)Ix.

Но (e−uA)Ix ∈ D(euA) и
1

f(A)
f(A)x = euA(e−uA)Ix = x, т. е. (2.19) имеет место.

Возьмем теперь произвольно x ∈ D(f̃(A)). f̃(A) = f̃(A, 2u, 0), поэтому найдем (это воз-
можно) такую последовательность {xk} ⊂ D(f̃(A, 2u, 0)) = D(e2uA), что

xk −→
k→∞

x, f̃(A, 2u, 0)xk −→
k→∞

f̃(A)x.

Поскольку, кроме того,

( 1̃
f

)
(A, u, 0)f̃ (A, u, 0)xk =

( 1

f(λ)
f(λ)

)
(A, 2u, 0)xk = E

∣∣
D(e2uA)

xk = xk −→
k→∞

x,

то f̃(A)xk −→
k→∞

f̃(A)x,
(
1̃/f

)
(A)f̃(A)xk −→

k→∞
x, т. е. в силу замкнутости оператора (1̃/f)(A)

f̃(A)x ∈ D
(
(1̃/f)(A)

)
и
(
1̃/f

)
(A)f̃(A)x = x, а потому справедливо соотношение (2.20).

Утверждение доказано. �

Следствие 2. Пусть при некоторых s, t ≥ 0 f ∈ F(s), 1/f ∈ F(t). Тогда операторы

f(A) и f̃(A) обратимы и

(f(A))−1 =
( 1

f

)
(A),

(
f̃(A)

)−1
=

( 1

f̃

)
(A).

З а м е ч а н и е 3. Утверждения 6–8 при s = t = 0 имеются в [10].

П р и м е р. Пусть оператор A, действующий в пространстве X = Lr[2q,+∞) (1 ≤ r < ∞,
q участвует в задании (1.1) кривой L = L(p, q)), определяется формулой

(Ax)(v) = vx(v)

для таких x ∈ X, для которых vx ∈ X. Этот оператор плотно определен в X (D(A) содержит
финитные непрерывные функции, заданные на [2q,+∞)), и его резольвента вычисляется по
формуле

R(λ)x(v) =
x(v)

v − λ
(λ ∈ C \ [2q,+∞)).

При этом

‖R(λ)x‖ ≤ max
v≥2q

1

|v − λ| ‖x‖ =
1

min
v≥2q

|v − λ| ‖x‖.

Пусть λ ∈ G. Для v ≥ 2q, если Reλ ≥ 2q, то |v − λ| ≥ |Imλ| ≥ 2
√
pq ln 2 = C1, а если

Reλ ≤ 2q, то min
v≥2q

|v − λ| = |2q − λ| ≥ C2 > 0 (C2 — расстояние от точки 2q до G 6∋ 2q), и, взяв

C = min{C1, C2} (C > 0), получаем, что при всех λ ∈ G

‖R(λ)‖ ≤ 1

min
v≥2q

|v − λ| ≤
1

C
= C0 < +∞

(γ из (1.2) здесь равно 0).
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Если f ∈ F0, |f(λ)| ≤ |λ|σ, λ ∈ C \G(p, q), n ∈ N ∪ {0}, σ − n < γ − 1, то

f(A)x(v) = An(f(λ)λ−n)(A)x(v) = An
(
− 1

2πi

) ∫

L

f(λ)R(λ) dλ x(v)

= − 1

2πi
An

∫

L

f(λ)λ−n

λ− v
x(v) dλ = Anf(v)v−nx(v) = f(v)x(v)

для тех x ∈ X, для которых fx ∈ X.
При t > 0

etAx(v) =

∞∑

n=0

tnAnx(v)

n!
=

∞∑

n=0

tnvnx(v)

n!
= etvx(v)

для тех x ∈ X, для которых etvx(v) ∈ X.
Отметим, что оператор eAx плотно определен по тем же причинам, что и A, и замкнут, так

как обратный к нему оператор (etA)−1y(v) = e−tvy(v) непрерывен на X.
Пусть f ∈ F(s) и t > s. Тогда (e−tλf(λ)) ∈ F0 и

(f(A)x)(v) = (f(A, t, 0)x)(v) = etA
(
(e−tλf(λ))(A)

)
x(v)

= etAe−tvf(v)x(v) = etve−tvf(v)x(v) = f(v)x(v).

Установим, что f̃(A) = f(A). Действительно, финитные на L функции, равные

xR(v) =

{
x(v), 2q ≤ v ≤ R,
0, v > R,

(R > 2q)

принадлежат D(f̃(A, t, 0)) = D(etA) и при достаточно большом R > 0 с произвольной точ-
ностью приближают в X элемент x ∈ D(f(A)), а функции f̃(A)xR(v) = f̃(A, t, 0)xR(v) =
f(A, t, 0)xR(v) = f(A)xR(v) = f(v)xR(v) — функцию f(A)x(v) = f(v)x(v).

В дальнейшем мы предполагаем изучить аналогичные классы операторных функций без
предположения об ограниченности оператора A−1.

Выражаем глубокую благодарность Л.Ф.Коркиной за полезные обсуждения результатов
работы и высказанные ею ценные замечания.
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