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Введение

Метод приближений периодических функций средними арифметическими полиномиаль-
ных рядов Фурье ведет свою историю с работ Л. Фейера [1], А. Лебега [2], С.Н.Бернштейна [3],
И.И.Привалова [4], С.М.Никольского [5], А. Зигмунда [6]. К настоящему времени полиноми-
альные суммы Фейера достаточно хорошо изучены и нашли широкое применение при решении
аппроксимационных задач [7–10].

В 1956 г. М.М.Джрбашян [11] ввел рациональные ряды Фурье, обобщающие классические
тригонометрические ряды. Одним из основных результатов этой работы было компактное
представление ядра Дирихле рациональных рядов Фурье. Основываясь на этом представ-
лении, В.Н.Русак [12; 13] построил рациональные интегральные операторы типа Фейера на
вещественной оси, восходящие своими корнями к классическим методам суммирования три-
гонометрических рядов Фурье, и исследовал их аппроксимационные свойства [14]. Отметим

1Работа выполнена при финансовой поддержке государственной программы научных исследований
“Конвергенция 2020”, № 20162269 (Республика Беларусь).
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работу А.А.Китбаляна [15], в которой также было построено рациональное обобщение клас-
сического ядра Фейера на единичной окружности несколько иным методом, без ссылок на
работы В.Н.Русака.

В 1996 г. Е.А.Ровба [16] ввел рациональные интегральные операторы Фейера на отрез-
ке [−1, 1]. Пусть задана последовательность чисел {αk}nk=1 , где αk — либо действительные и
|αk| < 1, k = 1, 2, . . . , n, либо — попарно комплексно-сопряженные. Тогда для f ∈ C[−1, 1]
рациональный интегральный оператор Фейера имеет вид (см. [16]):

σn(f, x) =
1

2πλn(u)

+π∫

−π

f(cos v)
sin2 λn(v, u)

sin2
v − u

2

dv, x = cos u, x ∈ [−1, 1], (0.1)

где

λn(v, u) =
1

2

v∫

u

λn(y) dy, λn(y) = 1 +

n∑

k=1

1− |αk|2
1− 2|αk| cos(y − argαk) + |αk|2

. (0.2)

Образом оператора σn являются рациональные функции порядка не выше n (под порядком
рациональной функции понимается наибольшая степень полиномов, находящихся в числителе
и знаменателе) вида

pn(x)
n∏

k=1

(1− akx)

, pn ∈ Pn, ak = ak(αk) ∈ [0, 1), k = 1, 2, . . . , n,

причем σn(1, x) ≡ 1. В частности, если положить все αk = 0, k = 1, 2, . . . , n, то σn(f, x)
представляет собой суммы Фейера полиномиального ряда Фурье — Чебышёва. Из (0.1) выте-
кает, что оператор σn(·, ·) положительный. Вместе с этим в [16] исследованы приближения
рациональным интегральным оператором Фейера функций f ∈MH(γ)[−1, 1], γ ∈ (0, 1]. Впо-
следствии [17; 18] были найдены функциональные классы на отрезке [−1, 1], отражающие
особенности рациональной аппроксимации интегральными операторами Фейера.

Как известно, функция (1 − x)s играет в теории приближений такую же роль, что и |x|s.
В 1937 г. С.Н.Бернштейн [19] установил асимптотическую оценку наилучших полиномиаль-
ных приближений функции (1 − x)s на отрезке [−1, 1]. Эти исследования были продолже-
ны в трудах И.И.Ибрагимова [20], С.М.Никольского [21] и других известных математиков.
А.Р. Редди [22] вывел двусторонние оценки равномерных приближений функции (1− x)1/2 на
отрезке [0, 1] рациональными функциями порядка не выше n с действительными неотрица-
тельными коэффициентами. Р.А.Бундшух [23] улучшил результат работы А.Р.Редди, полу-
чив точный порядок равномерных рациональных приближений в двусторонней оценке [22].
А.МакД. Мерсер [24] обобщил предыдущий результат на случай функции (1− x)s, s ∈ (0, 1).
Позднее эта тематика нашла свое отражения в трудах [25; 26]. В работах [27; 28] на основе
факта, что функция (1 − x)γ , γ ∈ (0, +∞)\N, может быть представлена функцией Марко-
ва, найдены двусторонние оценки ее равномерных приближений рациональными функциями.
В [29] установлена асимптотическая оценка равномерных рациональных приближений на от-
резке [−1, 1] функции (1 − x)γ , γ ∈ (0, +∞)\N, рациональным интегральным оператором
Фурье — Чебышёва с ограничениями на количество геометрически различных полюсов, вве-
денным в [30]. В [31; 32] аналогичная задача при γ ∈ (0, 1) была решена с использованием
соответственно сумм Абеля — Пуассона и сумм Фейера рациональных интегральных операто-
ров Фурье — Чебышёва с ограничениями на количество геометрически различных полюсов.
Отметим работу В.Р.Мисюка [33], в которой установлены порядки наилучших полиномиаль-
ных приближений функции fα(z) = (1− z)α в пространстве Бергмана.
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Цель настоящей работы — дальнейшее исследование свойств рационального интеграль-
ного оператора Фейера (0.1) при решении аппроксимационных задач. Представляет интерес
получение оценки приближений функций f ∈ C[−1, 1] и изучение приближения конкретной
функции fγ(x) = (1− x)γ , γ ∈ (0, 1), оператором Фейера.

1. Оценки приближений рациональными функциями Фейера

для непрерывных на отрезке функций

Установим порядок приближений функций f ∈ C[−1, 1] функциями Фейера (0.1) в тер-
минах модулей непрерывности и достаточные условия, которым должен удовлетворять набор
параметров A = (α1, α2, . . . , αn), для равномерной сходимости последовательности функций
Фейера

Теорема 1. Для всякой функции f ∈ C[−1, 1] справедливо неравенство

|f(x)− σn(f, x)| ≤ ωf

(
√
1− x2 lnλn(arccos x)

λn(arccos x)

)

+ 3ωf

( |x|
λn(arccos x)

)

, x ∈ [−1, 1], (1.1)

где ωf — модуль непрерывности функции f на отрезке [−1, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая точность оператора σn(·, ·) для единицы, получим

f(x)− σn(f, x) =
1

2πλn(u)

π∫

−π

[f(cos u)− f(cos v)]Kn(u, v) dv,

где

Kn(u, v) =
sin2 λn(v, u)

sin2
v − u

2

, x = cos u. (1.2)

Для дальнейших рассуждений воспользуемся методом А. Ф. Тимана [34, с. 269]. Заметив, что

|f(cos u)− f(cos v)| ≤ ωf (sinu sin(v − u)) + 2ωf

(

| cos u| sin2 v − u

2

)

,

находим

|f(x)− σn(f, x)| ≤
1

2πλn(u)

[ π∫

−π

ωf (sinu sin(v − u))Kn(u, v) dv

+ 2

π∫

−π

ωf

(

| cos u| sin2 v − u

2

)

Kn(u, v) dv

]

≤ 1

2πλn(u)

[

ωf

(sinu lnλn(u)

λn(u)

)
π∫

−π

(sin(v − u)λn(u)

lnλn(u)
+ 1
)

Kn(u, v) dv

+ 2ωf

( | cos u|
λn(u)

)
π∫

−π

(

λn(u) sin
2 v − u

2
+ 1
)

Kn(u, v) dv

]

.

Отcюда

|f(x)− σn(f, x)| ≤ ωf

(sinu lnλn(u)

λn(u)

)

[J1 + 1] + 2ωf

( | cos u|
λn(u)

)

[J2 + 1], (1.3)
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где

J1 =
1

2π lnλn(u)

π∫

−π

sin(v − u)
sin2 λn(v, u)

sin2
v − u

2

dv, J2 =
1

2π

π∫

−π

sin2 λn(v, u) dv.

Найдем значения интегралов J1 и J2. Так, выполнив в интеграле J1 замену переменных по
формулам ζ = eiv, ξ = eiu, получим

J1 = − 1

4π lnλn(u)

∮

|ζ|=1

ζ + ξ

ξζ2(ζ − ξ)

[

ζ2
ωn(ζ)

ωn(ξ)
− 2ξζ + ξ2

ωn(ξ)

ωn(ζ)

]

dζ,

где

ωn(ζ) =
n∏

k=1

ζ − αk
1− αkζ

, |αk| < 1, k = 1, 2, . . . , n. (1.4)

Отметим, что для подынтегральной функции точка ζ = ξ будет устранимой особой точкой
поскольку она является также нулем числителя. Для вычисления интеграла воспользуемся
возможностью выведения параметра ξ в комплексную плоскость [14, с. 93]. Будем полагать,
что ξ = reiu, r ∈ (0, 1). Разбивая последний интеграл на три интеграла, устанавливаем,
что подынтегральная функция каждого из них по отдельности будет иметь полюс при ζ = ξ.
Выполнив соответствующие вычисления, находим, что J1 = 0. Рассуждая аналогичным обра-
зом, интеграл J2 представим в виде

J2 = − 1

8πi

∮

|ζ|=1

[ζωn(ζ)

ξωn(ξ)
− 2 +

ξωn(ξ)

ζωn(ζ)

]dζ

ζ
.

После соответствующих вычислений убеждаемся, что J2 = 1/2. Подставив значения J1 и J2
в (1.3), получим (1.1).

Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Если выполняется условие

lim
n→∞

n∑

k=0

(1− |αk|) = ∞,

то последовательность функций Фейера (0.1) сходится к f(x) равномерно на всем отрез-

ке [−1, 1].

Расходимость рассматриваемого в следствии ряда является необходимым и достаточным усло-
вием замкнутости системы функций {(1 + anx)

−1}+∞
n=0 в C[−1, 1] (см. [35, с. 294]).

Заметим, что и здесь, и везде в дальнейшем для каждого индекса n может выбираться
соответствующий набор параметров A. Однако мы не будем указывать эту зависимость, так
как все приведенные оценки равномерны относительно αk, k = 1, 2, . . . , n.

Положив в теореме 1 значения параметров αk = 0, k = 1, 2, . . . , n, получаем, что соотно-
шение (1.1) представляет собой оценку приближений функции f ∈ C[−1, 1] суммами Фейе-

ра σ
(0)
n (f, x) полиномиального ряда Фурье — Чебышёва. В этом случае из теоремы 1 выводим

Следствие 2. Для всякой функции f ∈ C[−1, 1] справедливо неравенство

|f(x)− σ(0)n (f, x)| ≤ ωf

(
√
1− x2 ln(n+ 1)

n+ 1

)

+ 3ωf

( |x|
n+ 1

)

, x ∈ [−1, 1],

где ωf — модуль непрерывности функции f на отрезке [−1, 1].
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2. Приближения функции (1− x)γ , γ ∈ (0, 1),
рациональным интегральным оператором Фейера

Для γ ∈ (0, 1) введем в рассмотрение функцию fγ(x) = (1− x)γ . Обозначим

εn(x, fγ, A) = fγ(x)− σn(fγ , x), x ∈ [−1, 1],

εn(fγ , A) = ‖fγ(x)− σn(fγ , x)‖C[−1, 1] , n ∈ N.

В дальнейшем будем считать, что параметры аппроксимирующей функции (0.1) выбраны сле-
дующим образом: αk ∈ [0, 1), θk = 0, k = 1, 2, . . . , n. При этом из (0.2) находим

λn(v, u) =
1

2

v∫

u

λn(y) dy, λn(y) = 1 +
n∑

k=1

1− α2
k

1− 2αk cos y + α2
k

, x = cos u. (2.1)

Теорема 2. Для приближений функции fγ(x) на отрезке [−1, 1] рациональным инте-

гральным оператором Фейера (0.1) имеют место

1) интегральное представление:

εn(x, fγ , A) =

= −21−γ sinπγ

πλn(u)

1∫

0

(1− t)2γt−γ
√

1− 2tωn(t)Mn+1(x) + t2ω2
n(t)

1− 2t cos u+ t2
cosψn(x, t) dt, (2.2)

где ωn(t) из (1.4),

ψn(x, t) = arg
ξ

1− tξ
+ arg

1− ξωn(ξ)tωn(t)

1− tξ
,

Mn+1 =
1

2

(

ξωn(ξ) + ξωn(ξ)
)

, ξ = eiu, x = cos u,

— рациональная функция Чебышёва — Маркова порядка n+ 1;
2) оценка поточечных приближений:

|εn(x, fγ , A)| ≤
21−γ sinπγ

πλn(u)

1∫

0

(1− t)2γt−γ
√

1− 2tωn(t)Mn+1(x) + t2ω2
n(t)

1− 2t cos u+ t2
dt; (2.3)

3) оценка равномерных приближений:

εn(fγ , A) ≤ ε∗n(fγ , A), n ∈ N, (2.4)

где

ε∗n(fγ , A) =
21−γ sinπγ

π
[I1 + I2 + I3], (2.5)

I1 =
1

n∑

k=0

1 + αk
1− αk

1∫

αn

(1− t)2γ−1t−γ
1− tωn(t)

1− t
dt,

I2 = 2
n−1∑

j=1

αj+1∫

αj

(1− t)2γt−γ(1 + tωn(t))

(1− t)2
j
∑

k=0

1 + αk
1− αk

+ (1 + t)2
n∑

k=j+1

1− αk
1 + αk

dt,

I3 =
1

n∑

k=0

1− αk
1 + αk

α1∫

0

(1− t)2γt−γ(1 + tωn(t))

(1 + t)2
dt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись точностью оператора (0.1) на константах,
запишем

εn(fγ , x, A) =
1

2πλn(u)

π∫

−π

[(1− cos u)γ − (1− cos v)γ ]Kn(u, v) dv, x ∈ [−1, 1], x = cos u, (2.6)

где Kn(u, v) — из (1.2), λn(v, u) — из (2.1). Известно [16], что для выражения Kn(u, v) имеет
место представление

Kn(u, v) =
ζ2ωn(ζ)/ωn(ξ)− 2ζξ + ξ2ωn(ξ)/ωn(ζ)

(ζ − ξ)2
, ξ = eiu, ζ = eiv.

В интеграле (2.6) выполним замену переменных по формулам ξ = eiu, ζ = eiv . Тогда

εn(x, fγ, A) =
(−1)γ

2γ+1ξγπλn(u)i

×
∮

|ζ|=1

(1− ξ)2γ − (1− ζ)2γξγζ−γ

(ζ − ξ)2ζ

[

ζ2
ωn(ζ)

ωn(ξ)
− 2ζξ + ξ2

ωn(ξ)

ωn(ζ)

]

dζ, x = cos u.

Отметим, что для подынтегральной функции интеграла справа значение ζ = ξ будет устра-
нимой особой точкой, поскольку является нулем не меньшего порядка также и числителя.
Воспользовавшись возможностью выведения параметра ξ в комплексную плоскость [14, с. 93],
положим, что ξ = reiu, r ∈ (0, 1). Разобьем последний интеграл на три интеграла так, что

εn(x, fγ , A) =
(−1)γ

2γ+1ξγπλn(u)i

[

ωn(ξ)I1 − 2ξI2 + ξ2ωn(ξ)I3

]

; (2.7)

здесь

I1 =

∮

|ζ|=1

(1− ξ)2γζ − (1− ζ)2γξγζ1−γ

(ζ − ξ)2
ωn(ζ) dζ,

I2 =

∮

|ζ|=1

(1− ξ)2γ − (1− ζ)2γξγζ−γ

(ζ − ξ)2
dζ, I3 =

∮

|ζ|=1

(1− ξ)2γζγ − (1− ζ)2γξγ

(ζ − ξ)2ζ1+γ
ωn(ζ) dζ.

Нетрудно показать, что для подынтегральных функций каждого из интегралов I1, I2 и I3, зна-
чение ζ = ξ является простым полюсом. Кроме этого отметим, что подынтегральные функции
указанных интегралов имеют точки ветвления при ζ = 0, ζ = 1 и ζ = ∞. Исследуем каждый
из трех интегралов по отдельности. Так, для интеграла I1 его подынтегральная функция

ϕ1(ζ, ξ) = ζ
(1− ξ)2γ − gγ(ζ)ξ

γ

(ζ − ξ)2
ωn(ζ), gγ(ζ) = (1− ζ)2γζ−γ,

при фиксированном значении переменной ξ в области, ограниченной контуром

Γ = C1 ∪ C ∪ C−
2 ∪ C−

δ ,

где C =
{
ζ : ζ = eiv, 0 ≤ v ≤ 2π

}
, Cδ =

{
ζ : ζ = δeiv , 0 ≤ v ≤ 2π

}
, C1 и C2 — соответственно

верхний и нижний берега разреза по действительной оси от точки ζ = 0 до точки ζ = 1
распадается на регулярные ветви, определяемые условием gγ(e

iπ/3) = ei2πkγ , k ∈ Z. Выбрав ту
ветвь, для которой выполняется условие g∗γ(e

iπ/3) = 1, применим основную теорему о вычетах.
Тогда ∫

C1

ϕ1(t, ξ) dt+ I1 +

∫

C−

2

ϕ1(e
2iπt, ξ) dt+

∫

C−

δ

ϕ1(ζ, ξ) dζ = r1,
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где r1 = 2πiRes
ζ=ξ

ϕ1(ζ, ξ) = 2πiγωn(ξ)(1 − ξ)2γ−1(1 + ξ).

Рассмотрим отдельно интеграл по контуру C−
δ . Выполнив замену переменного интегриро-

вания по формуле ζ = δeiϕ и учитывая, что γ ∈ (0, 1), имеем

∫

C−

δ

ϕ1(ζ, ξ) dζ = −
2π∫

0

(1− ξ)2γδeiϕ − (1− δeiϕ)2γξγ(δeiϕ)1−γ

(δeiϕ − ξ)2
ωn(δe

iϕ)iδeiϕ dϕ −→
δ→0

0.

При этом при δ → 0 приходим к равенству

1∫

0

(1− ξ)2γ − (1− t)2γξγt−γ

(t− ξ)2
tωn(t)dt+ I1 +

0∫

1

(1− ξ)2γ − (1 − t)2γξγ(te2iπ)−γ

(t− ξ)2
tωn(t)dt = r1.

Отсюда нетрудно получить, что

I1 = ξγ(1− e−2πiγ)

1∫

0

(1− t)2γt−γ

(t− ξ)2
tωn(t)dt+ r1. (2.8)

Займемся исследованием интеграла I3. Рассмотрим область ограниченную контуром Γ, конту-
ром CR = {ζ : |ζ| = R} достаточно большого радиуса R, который огибает точку ζ = ∞ против
часовой стрелки, и верхним и нижним берегами разреза по действительной оси от точки ζ = 1
до ζ = R. Внутри этой области функция gγ(ζ) также допускает выделение регулярных ветвей.
Рассуждая аналогично предыдущему случаю, зафиксировав ξ, выделим ее регулярную ветвь
так, что подынтегральная функция третьего интеграла

ϕ3(ζ, ξ) =
(1− ξ)2γ − g∗γ(ζ)ξ

γ

(ζ − ξ)2
ζωn(ζ)

является регулярной в рассматриваемой области. Применив интегральную теорему Коши, бу-
дем иметь

−I3 +
R∫

1

(1− ξ)2γ − (1− t)2γξγt−γ

(t− ξ)2t
ω−1
n (t) dt+

∫

CR

(1− ξ)2γ − (1− ζ)2γξγζ−γ

(ζ − ξ)2
ζωn(ζ) dζ

+

1∫

R

(1− ξ)2γ − ((1 − t)e−2iπ)2γξγ(te−2iπ)−γ

(t− ξ)2t
ω−1
n (t) dt = 0.

(2.9)

Исследуем интеграл по окружности CR. С этой целью проведем замену переменного по фор-
муле ζ = Reiϕ. Тогда

∫

CR

ϕ3(ζ, ξ) dζ =
i

R2−γ

π∫

−π

(1/Rγ)(1− ξ)2γ − (1/R − eiϕ)2γξγe−iγϕ

(eiϕ − ξ/R)2

n∏

k=1

1/R − αke
iϕ

eiϕ − αk/R
dϕ.

Если R→ ∞, то
∫

CR

ϕ3(ζ, ξ) dζ ∼ (−1)n2iξγ sinπγ

R2−γ(2− γ)

n∏

k=1

αk.

Поскольку 2− γ > 0, то заключаем, что при R→ ∞ интеграл по окружности CR стремится к
нулю. При этом из (2.9) получим

I3 = ξγ(1− e−2iπγ)

∞∫

1

(1− t)2γt−γ

(t− ξ)2t

n∏

k=1

1− αkt

t− αk
dt.
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Выполнив в интеграле замену переменного по формуле t 7→ 1/t, окончательно будем иметь

I3 = ξγ(1− e−2iπγ)

1∫

0

(1− t)2γt−γ

(1− tξ)2
tωn(t) dt. (2.10)

Займемся интегралом I2. Его преобразуем способами, которые были применены в отношении
интегралов I1 и I3. В результате, с одной стороны,

I2 = ξγ(1− e−2πiγ)

1∫

0

(1− t)2γt−γ

(t− ξ)2
dt+

r1
ξωn(ξ)

,

где r1 — величина, определенная при вычислении интеграла I1. С другой стороны,

I2 = ξγ(1− e−2iπγ)

1∫

0

(1− t)2γt−γ

(1 − tξ)2
dt.

Два последних интегральных представления приводят к выражению

I2 = ξγ(1− e−2iπγ)

1∫

0

(1− t)2γt−γ
[

1

(1− tξ)2
+

1

(t− ξ)2

]

dt+
r1

ξωn(ξ)
. (2.11)

Из (2.7) с учетом (2.8), (2.10), и (2.11) получим

εn(x, fγ , A) = − sinπγ

2γπλn(u)

1∫

0

(1− t)2γt−γ
[
ξ(1− ξωn(ξ)tωn(t))

(1− tξ)2
+
ξ(1− ξωn(ξ)tωn(t))

(t− ξ)2

]

dt.

Выражения в квадратных скобках под знаком интеграла взаимно комплексно-сопряженные.
Следовательно, их сумма является действительнозначной и представляет собой косинус неко-
торого угла, умноженный на модуль этих выражений. Поскольку

∣
∣
∣
∣

ξ(1− ξωn(ξ)tωn(t))

(1− tξ)2

∣
∣
∣
∣
=

√

1− 2tωn(t) cos arg(ξωn(ξ)) + t2ω2
n(t))

1− 2t cos u+ t2
,

а cos arg(ξωn(ξ)) =
1

2
(ξωn(ξ) + ξωn(ξ)) — рациональная функция Чебышёва — Маркова [14]

порядка n+ 1, то выполнив соответствующие преобразования, придем к (2.2).
Из интегрального представления (2.2) легко получается оценка (2.3).
Докажем оценку (2.4). С этой целью исследуем поведение функции переменного x

µn(x) = λn(arccos x)(1− 2tx+ t2), λn(arccos x) =

n∑

k=0

1− α2
k

1− 2αkx+ α2
k

,

при фиксированном значении величины t. Так как

µ
′

n(x) = 2
n∑

k=0

(1− α2
k)(αk − t)(1− αkt)

(1− 2αkx+ α2
k)

2
,

мы заключаем, что если t ∈ [0, α1], то функция µn(x) возрастает на отрезке [−1, 1] и, значит,
достигает своего минимального значения при x = −1 :

µn(−1) = (1 + t)2
n∑

k=0

1− αk
1 + αk

, t ∈ [0, α1].
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В то же время если t ∈ [αn, 1], то функция µn(x) убывает на отрезке [−1, 1] и минимальное ее

значение будет уже при x = 1 вычисляться как µn(1) = (1− t)2
n∑

k=0

1 + αk
1− αk

, t ∈ [αn, 1]. Если

t ∈ [α1, αn], то в этом случае оценим интеграл следующим образом:

1

λn(u)

αn∫

α1

(1− t)2γt−γ
√

1− 2tωn(t)Mn+1(x) + t2ω2
n(t)

1− 2t cos u+ t2
dt ≤

n−1∑

j=1

αj+1∫

αj

(1− t)2γt−γ

µn(x)
(1 + tωn(t)) dt.

Учитывая, что, c одной стороны,

µn(x) ≥ (1− 2tx+ t2)

j
∑

k=0

1− α2
k

1− 2αkx+ α2
k

≥ (1− t)2
j
∑

k=0

1 + αk
1− αk

, t ∈ (αj , αj+1),

а, с другой стороны,

µn(x) ≥ (1− 2tx+ t2)

n∑

k=j+1

1− α2
k

1− 2αkx+ α2
k

≥ (1 + t)2
n∑

k=j+1

1− αk
1 + αk

, t ∈ (αj , αj+1),

заключаем, что

µn(x) ≥
1

2

(

(1− t)2
j
∑

k=0

1 + αk
1− αk

+ (1 + t)2
n∑

k=j+1

1− αk
1 + αk

)

, t ∈ (αj , αj+1),

и, следовательно,

1

λn(u)

αn∫

α1

(1− t)2γt−γ
√

1− 2tωn(t)Mn+1(x) + t2ω2
n(t)

1− 2t cos u+ t2
dt

≤ 2

n−1∑

j=1

αj+1∫

αj

(1− t)2γt−γ(1 + tωn(t))

(1− t)2
j
∑

k=0

1 + αk
1− αk

+ (1 + t)2
n∑

k=j+1

1− αk
1 + αk

dt.

Разбивая интеграл справа в (2.3) на n + 1 интегралов по интервалам [0, α1], [αj, αj+1], j =
1, 2, . . . , n− 1, и [αn, 1] и воспользовавшись оценкой сверху величины µn(x) на каждом из них,
придем к оценке (2.4).

Теорема 2 доказана.

В теореме 2 положим значения параметров αk = 0, k = 1, 2, . . . , n. Тогда εn(x, fγ , O) =

ε
(0)
n (x, fγ) и εn(fγ , O) = ε

(0)
n (fγ) представляют собой соответственно поточечные и равномер-

ные приближения функции fγ(x) на отрезке [−1, 1] суммами Фейера полиномиального ряда
Фурье — Чебышёва. Тогда из теоремы 2 получаем

Следствие 3. Для приближений функции fγ(x) на отрезке [−1, 1] суммами Фейера по-

линомиального ряда Фурье — Чебышёва имеют место

1) интегральное представление:

ε(0)n (x, fγ) = −21−γ sinπγ

π(n+ 1)

×
1∫

0

(1− t)2γt−γ(tn+3Tn(x)− 2tn+2Tn+1(x) + tn+1Tn+2(x)− t2x+ 2t− x)

(1− 2tx+ t2)2
dt, x ∈ [−1, 1],
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где Tn(·) — многочлены Чебышёва первого рода;
2) интегральное представление равномерных приближений:

ε(0)n (fγ) =
21−γ sinπγ

π(n+ 1)

1∫

0

(1− t)2γ−1t−γ
1− tn+1

1− t
dt, γ ∈ (0, 1), n ∈ N.

3. Асимптотическое выражение мажоранты равномерных приближений

Исследуем асимптотическое поведение при n→ ∞ величины (2.5). С этой целью в выраже-
ниях I1, I2 и I3 выполним замену переменного по формуле t = (1−y)/(1+y), dt = −2dy/(1+y)2.
Тогда

ε∗n(fγ , A) =
2γ sinπγ

π
[I1 + I2 + I3], γ ∈ (0, 1), n ∈ N, (3.1)

где

I1 =
1

ϕn(A)

βn∫

0

y2γ−1

(1− y2)γ
1− χn+1(y)

y
dy,

I2 = 2
n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γ(1 + χn+1(y))

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
dy, I3 =

1

ψn(A)

1∫

β1

y2γ(1 + χn+1(y))

(1− y2)γ
dy,

ϕn(A) =

n∑

k=0

1

βk
, ψn(A) =

n∑

k=0

βk, βk =
1− αk
1 + αk

, χn+1(y) =
1− y

1 + y

n∏

k=1

βk − y

βk + y
.

Будем полагать, что параметры βk, k = 1, 2, . . . , n, упорядочены следующим образом:

0 < βn ≤ βn−1 ≤ . . . ≤ β1 ≤ β0 = 1.

Более того, для каждого значения n может выбираться соответствующий набор параметров
{β1, β2, . . . , βn} . То есть, вообще говоря, βk = βk(n), k = 1, 2, . . . , n. В связи с этим будем
полагать выполненными условия

A) ϕn(A) =

n∑

k=0

1

βk
−→
n→∞

∞, B) ψn(A) =

n∑

k=0

βk −→
n→∞

∞.

Условия A) и B) не противоречивы. Нетрудно привести пример последовательностей, удовле-
творяющих обоим условиям одновременно.

Теорема 3. При n→ ∞ справедливы асимптотические равенства

ε∗n(fγ , A) ∼
2γ sinπγ

π







21−2γΓ(2γ)

(1− 2γ)[ϕn(A)]2γ
+Φ(γ)

n (A), γ ∈ (0, 1/2),

lnϕn(A)

ϕn(A)
+ Φ(1/2)

n (A), γ = 1/2,

1

ϕn(A)

∫ βn

0

y2γ−2

(1− y2)γ
dy +Φ(γ)

n (A), γ ∈ (1/2, 1),

(3.2)

где

Φ(γ)
n (A) = 2

n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γ dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
+

1

ψn(A)

1∫

β1

y2γ

(1− y2)γ
dy, γ ∈ (0, 1),

Γ(s) — гамма-функция Эйлера.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем каждый из интегралов, входящих в выражение (3.1),
по отдельности. Изучим их асимптотическое поведение при n→ ∞. Так, интеграл I1 предста-
вим в виде

I1 =
1

ϕn(A)

( ε∫

0

+

βn∫

ε

)
y2γ−1

(1− y2)γ
1− eS(y)

y
dy, S(y) =

n∑

k=0

ln
βk − y

βk + y
,

где ε — некоторая достаточно малая величина такая, что ε ∈ (0, βn]. Пусть γ ∈ (0, 1/2].
Второй интеграл справа существует, следовательно,

I1 =
1

ϕn(A)

ε∫

0

y2γ−1

(1− y2)γ
1− eS(y)

y
dy +O

( 1

ϕn(A)

)

, n→ ∞.

Очевидно, что асимптотическое поведение интеграла I1 определяется в сколь угодно малой
окрестности нуля переменного интегрирования. Раскладывая функцию S(y) в ряд Тейлора в
окрестности точки y = 0, получим

I1 =
1

ϕn(A)

ε∫

0

y2γ−1 1− e−2yϕn(A)

y
dy +O

( 1

ϕn(A)

)

, n→ ∞.

Выполнив в последнем интеграле замену переменного по формуле 2yϕn(A) 7→ y, придем к
выражению

I1 =
21−2γ

[ϕn(A)]2γ

2εϕn(A)∫

0

y2γ−1 1− e−y

y
dy +O

( 1

ϕn(A)

)

, n→ ∞. (3.3)

Для исследования асимптотического поведения интеграла справа воспользуемся методами,
изложенными в [36, с. 375]. Рассмотрим интеграл

J(p) =

p∫

0

y2γ−1 1− e−y

y
dy, γ ∈ (0, 1/2].

Установим его асимптотическое поведение при p→ ∞. Продифференцируем интеграл J(p) по
параметру p. Имеем

∂J(p)

∂p
=

1− e−p

p2−2γ
∼ 1

p2−2γ
, p→ ∞.

Чтобы вернуться к первоначальному интегралу в последнем выражении выполним интегри-
рование по параметру p. Тогда

J(p) ∼







c1(γ)−
1

(1− 2γ)p1−2γ
, γ ∈ (0, 1/2),

ln p, γ = 1/2, p→ ∞,
(3.4)

где c1(γ) — некоторая величина, не зависящая от p. Очевидно, что

c1(γ) =

+∞∫

0

y2γ−1 1− e−y

y
dy =

Γ(2γ)

1− 2γ
, γ ∈ (0, 1/2).

Из (3.3) с учетом асимптотических равенств (3.4) при p = 2εϕn(A) находим

I1 ∼







21−2γΓ(2γ)

(1− 2γ)[ϕn(A)]2γ
, γ ∈ (0, 1/2),

lnϕn(A)

ϕn(A)
, γ = 1/2.

(3.5)
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Пусть теперь γ ∈ (1/2, 1). В этом случае

I1 =
1

ϕn(A)

βn∫

0

y2γ−2

(1− y2)γ
dy − 1

ϕn(A)

βn∫

0

y2γ−2χn+1(y)

(1− y2)γ
dy, γ ∈ (1/2, 1).

Первый интеграл существует. Применив для исследования второго интеграла те же методы
нахождения асимптотик, что и при γ ∈ (0, 1/2], получим

I1 =
1

ϕn(A)

βn∫

0

y2γ−2

(1− y2)γ
dy +O

(
Γ(2γ − 1)

22γ−1[ϕn(A)]2γ

)

, γ ∈ (1/2, 1), n→ ∞. (3.6)

Из (3.5) и (3.6) приходим к асимптотическим равенствам

I1 ∼







21−2γΓ(2γ)

(1− 2γ)[ϕn(A)]2γ
, γ ∈ (0, 1/2),

lnϕn(A)

ϕn(A)
, γ = 1/2,

1

ϕn(A)

∫ βn

0

y2γ−2

(1− y2)γ
dy, γ ∈ (1/2, 1).

(3.7)

где ϕn(A) определено в формулировке теоремы 3.
Изучим выражение I2 (см. (3.1)). Представим его в виде

I2 = 2
n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γ dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
+ 2

n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γχn+1(y) dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
. (3.8)

Интегралы в первой сумме справа существуют при βk ∈ (0, 1], k = 1, 2, . . . , n. Для второй
суммы, очевидно, справедлива оценка

n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γχn+1(y) dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]

≤
n−1∑

j=1

max
y∈[βj+1, βj ]

|χn+1(y)|
βj∫

βj+1

y2γ dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
.

Поскольку (1− t)/(1 + t) ≤ e−2t, t ≥ 0, то

|χn+1(y)| ≤
1− βn
1 + βn

j
∏

k=1

βk − βn
βk + βn

n∏

k=j+1

βj − βk
βj + βk

≤ e
−2[βnϕj(A)+

1
βj
ψn−j(A)]

, y ∈ [βj+1, βj ].

В силу условий A) и B) при изменении индекса j от 1 до n − 1 в степени экспоненты либо
первое, либо второе слагаемое будет стремиться к бесконечности и, значит, для любого набора
параметров βk ∈ (0, 1], k = 1, 2, . . . , n, заключаем, что maxy∈[βj+1, βj ]|χn(y)| стремится к нулю.
При этом из (3.8) для любого γ ∈ (0, 1) следует справедливость асимптотического равенства

I2 ∼ 2

n−1∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γ dy

(1− y2)γ [ϕj(A)y2 + ψn−j(A)]
, n→ ∞. (3.9)
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Наконец, изучим асимптотическое поведение интеграла I3 (см. (3.1)). Рассуждая аналогичным
образом, как в случае с интегралом I2, находим, что

I3 ∼
1

ψn(A)

1∫

β1

y2γ

(1− y2)γ
dy, γ ∈ (0, 1), n→ ∞. (3.10)

Для того чтобы прийти к асимптотическому равенству (3.2), достаточно подставить в (3.1)
асимптотические равенства (3.7), (3.9) и (3.10).

Доказательство теоремы 3 завершено.

Положив в теореме 3 значение параметров βk = 1, k = 1, 2, . . . , n, можно убедиться, что

величина ε∗n(fγ , O) = ε
(0)
n (fγ) представляет собой асимптотическую оценку равномерных при-

ближений функции (1 − x)γ , γ ∈ (0, 1), суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье —
Чебышёва. Отсюда получаем

Следствие 4. Для равномерных приближений функции fγ(x) суммами Фейера полино-

миального ряда Фурье — Чебышёва при n→ ∞ имеют место асимптотические равенства

ε(0)n (fγ) ∼
2γ sinπγ

π







21−2γΓ(2γ)

(1− 2γ)(n + 1)2γ
, γ ∈ (0, 1/2),

ln(n+ 1)

n+ 1
, γ = 1/2,

Γ(1− γ)Γ(γ − 1/2)

2
√
π(n+ 1)

, γ ∈ (1/2, 1),

где Γ(s) — гамма-функция Эйлера.

Обратим внимание, что в отличие от результатов, полученных в теореме 3, в следствии 4
содержится именно асимптотическая оценка равномерных приближений, а не мажоранты.
Это объясняется тем обстоятельством, что в полиномиальном случае максимум приближе-

ний ε
(0)
n (fγ , x) достигается при x = 1.

4. Асимптотическая оценка мажоранты в случае ограничений

на количество геометрически различных полюсов

Пусть q — произвольное натуральное число. Aq есть множество параметров таких, что
среди чисел α1, α2, . . . , αn ровно q различных и кратность каждого параметра равна m, n =
mq, n > q. Таким образом, будем вести речь об аппроксимации рациональными функциями
с q геометрически различными полюсами в расширенной комплексной плоскости и простым
полюсом в бесконечно удаленной точке. В этом случае из (3.2) получим

ε∗n, q(fγ , Aq) ∼
2γ sinπγ

π







21−2γΓ(2γ)

(1− 2γ) (ϕn, q(Aq))
2γ +Φ(γ)

n (Aq), γ ∈ (0, 1/2),

lnϕn, q(Aq)

ϕn, q(Aq)
+ Φ

( 1
2
)

n (Aq), γ = 1/2,

1

ϕn, q(Aq)

∫ βq

0

y2γ−2

(1− y2)γ
dy +Φ(γ)

n (Aq), γ ∈ (1/2, 1);

(4.1)

здесь

ϕn, q(Aq) = 1 +m

q
∑

k=1

1

βk
;
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Φ(γ)
n (Aq) = 2

q−1
∑

j=1

βj∫

βj+1

y2γ dy

(1− y2)γ
((

1 +m

j
∑

k=1

1

βk

)

y2 +
(

m

q
∑

k=j+1

βk

))

+
1

(

1 +m

q
∑

k=1

βk

)

1∫

β1

y2γ

(1− y2)γ
dy, γ ∈ (0, 1);

Γ(s) — гамма-функция Эйлера. Исследуем асимптотические выражения величин из соотноше-
ний (4.1). Очевидно, что при постоянных значениях параметров βk, k = 1, 2, . . . , q, порядок
указанных соотношений не отличается от полиномиального. Будем полагать, что параметры
βk = βk(n) → 0, βk+1 = o(βk), k = 1, 2, . . . , q, при n → ∞. Нетрудно показать, что в этом
случае соотношения в (4.1) примут вид

ε∗n, q(fγ , Aq) ∼
2γ sinπγ

πm







21−2γΓ(2γ)m1−2γβ2γq
1− 2γ

+
2

1− 2γ

q−1
∑

j=1

βj

β1−2γ
j+1

+
c1(γ)

β1
,

γ ∈ (0, 1/2),

βq lnm+ 2

q−1
∑

j=1

βj ln
βj
βj+1

+
1

β1
, γ = 1/2,

β2γq
2γ − 1

+
2

2γ − 1

q−1
∑

j=1

β2γj +
c1(γ)

β1
, γ ∈ (1/2, 1),

(4.2)

где

c1(γ) =

1∫

0

y2γ

(1− y2)γ
dy =

Γ(1− γ)Γ(γ + 1/2)√
π

,

Γ(s) — гамма-функция Эйлера.

Представляет интерес минимизировать правые части соотношений в (4.2) посредством вы-
бора оптимального для этой задачи набора параметров βk, k = 1, 2, . . . , q. Другими словами,
найти наилучшую мажоранту равномерных приближений функции fγ(x) рациональным инте-
гральным оператором Фейера (0.1) с фиксированным количеством геометрически различных
полюсов. Положим

εn, q(fγ) = inf
Aq

εn, q(fγ , Aq), ε∗n, q(fγ) = inf
Aq

ε∗n, q(fγ , Aq),

где εn, q(fγ , Aq) — равномерные приближения функции fγ(x) на отрезке [−1, 1] рациональ-
ным интегральным оператором Фейера (0.1), имеющим q геометрически различных полюсов
в расширенной комплексной плоскости. Отметим очевидное неравенство, следующее из (2.4):

εn, q(fγ) ≤ ε∗n, q(fγ), n ∈ N.

При каждом фиксированном γ ∈ (0, 1) асимптотические соотношения в (4.2) представляют
собой функции переменных (β1, β2, . . . , βq), непрерывные в каждой точке q-мерного куба [δ, 1]q ,
где δ = δ(n) > 0 — некоторая величина, зависящая от n и при любом n ограничивающая мно-
жество параметров (β1, β2, . . . , βq) слева. Согласно теореме Вейерштрасса правые части указан-
ных равенств имеют строгий минимум при некотором β∗ = (β∗1 , β

∗
2 , . . . , β

∗
q ). Причем поскольку

βk = 1, k = 1, 2, . . . , q, соответствует полиномиальному случаю, а при βk(n) → 0, n → ∞,
с достаточно большой скоростью асимптотические соотношения в (4.2) неограниченно растут,
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то можно предположить, что β∗ — внутренняя точка куба [δ, 1]q . Для того чтобы найти опти-
мальный набор β∗ для соответствующего асимптотического соотношения в (4.2), приходим к
задаче на экстремум

ε∗n, q(fγ , Aq) −→
Aq

inf.

В следующей теореме устанавливается асимптотическое выражение наилучшей мажоранты
равномерных приближений в зависимости от значений параметра γ. Приводим эту теорему
без доказательства, поскольку оно в точности содержится в [32].

Теорема 4. При любом γ ∈ (0, 1) и натуральном q ∈ (0, n) для мажоранты равномерных

приближений при n→ ∞ справедливы асимптотические равенства

ε∗n, q(fγ) ∼
2γ sinπγ

π

1 + 2γ

2γ
q







µ(γ, q)

n
1− (1−2γ)q

1+2γ

, γ ∈ (0, 1/2),

√
1 + lnq n

n
, γ = 1/2,

µ1(γ, q)

n
, γ ∈ (1/2, 1);

(4.3)

здесь

µ(γ, q) =

(

2(1−2γ)q (2γ)(1−2γ)q−1
[c1(γ)]

2γ [Γ(2γ)](1−2γ)q−1

(1− 2γ)
1−(1−2γ)q

2γ q(1−2γ)q

) 1
1+2γ

;

µ1(γ, q) =
2γ

1 + 2γ
inf
Aq

(
β2γq

2γ − 1
+

1

2(2γ − 1)

q−1
∑

j=1

β2γj +
c1(γ)

β1

)

;

lnq n = ln(1 + ln(1 + . . . lnn))
︸ ︷︷ ︸

q раз

;

c1(γ) определена в (4.2); Γ(·) — гамма-функция Эйлера.

В теореме 4 положим значение параметра q = 1. Другими словами, аппроксимирующая ра-
циональная функция имеет один полюс в расширенной комплексной плоскости. При этом
получаем

Следствие 5. При любом γ ∈ (0, 1) для мажоранты равномерных приближений при

n→ ∞ справедливы асимптотические равенства

ε∗n, 1(fγ) ∼
2γ sinπγ

π







(1 + 2γ)2
1−2γ
1+2γ [c1(γ)]

2γ
1+2γ [Γ(2γ)]

1
1+2γ

(2γ)
2γ

1+2γ (1− 2γ)
1

1+2γ

1

n
4γ

1+2γ

, γ ∈ (0, 1/2),

2
√
lnn

n
, γ = 1/2,

[c1(γ)]
2γ

1+2γ

( 2γ

2γ − 1

) 1
1+2γ 1

n
, γ ∈ (1/2, 1).

З а м е ч а н и е. Сравнивая результаты теоремы 4 и следствия 4, приходим к выводу,
что при γ ∈ (0, 1/2] специальным выбором набора параметров βk, k = 1, 2, . . . , q, возможно
добиться большей скорости равномерных приближений рациональным интегральным опера-
тором Фейера в сравнении с соответствующим полиномиальным аналогом. Этот вывод спра-
ведлив даже в случае одного геометрически различного полюса. Иначе говоря, рациональные
функции Фейера отражают специфику рациональной аппроксимации непрерывных функций
со степенными особенностями. В случае же γ ∈ (1/2, 1) ситуация иная. Из (4.3) следует, что
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изучаемый метод рациональной аппроксимации не позволяет увеличить скорость убывания
мажоранты равномерных приближений, а лишь минимизирует константу.

Известно [19, с. 96], что наилучшие равномерные полиномиальные приближения рассмат-
риваемой функции обладают следующим свойством:

E2n(|x|2γ , [−1, 1]) =
1

2γ
En((1− x)γ , [−1, 1]).

Используя соответствующие рассуждения в нашем случае, из (4.3) получим

Следствие 6. Для мажоранты равномерных приближений функции |x|s, s ∈ (0, 2), на

отрезке [−1, 1] рациональным интегральным оператором Фейера при n → ∞ справедливы

асимптотические равенства

ε∗2n, 2q(|x|s) ∼
1

π
sin

πs

2







µ2(s, q)

n1−
(1−s)q

1+s

, s ∈ (0, 1),

2q
√

1 + lnq n

n
, s = 1,

µ3(s, q)

n
, s ∈ (1, 2),

где

µ2(s, q) =
(1 + s)2

(1−s)q

1+s [c2(s)]
s

1+s [Γ(s)]
(1−s)q−1

1+s q1−
(1−s)q

1+s

s1−
(1−s)q−1

1+s (1− s)
1−(1−s)q

s(1+s)

, c2(s) =
Γ
(

1− s

2

)

Γ
(s

2
+

1

2

)

√
π

,

µ3(s, q) =
s

1 + s
inf
Aq

( βsq
s− 1

+
1

2(s − 1)

q−1
∑

j=1

βsj +
c2(s)

β1

)

,

Γ(·) — гамма-функция Эйлера.

В частности,

ε∗2n, 2(|x|s) ∼
1 + s

π
sin

πs

2







(
21−s[c2(s)]

sΓ(s)

ss(1− s)

) 1
1+s 1

n
2s
1+s

, s ∈ (0, 1),

√
lnn

n
, s = 1,

µ3(s, 1)

n
, s ∈ (1, 2).

Аналогичный по порядку результат содержится в [37]. Он получен приближениями функции
|x|s, s ∈ (0, 2), на отрезке [−1, 1] суммами Фейера рядов Фурье по одной системе ортого-
нальных рациональных функций Чебышёва — Маркова с двумя геометрически различными
полюсами.

Заключение

Изучены аппроксимационные свойства рационального интегрального оператора Фейера на
отрезке [−1, 1]. Получены оценки сверху равномерных приближений непрерывных на отрезке
функций последовательностями изучаемых операторов в терминах модулей непрерывности.
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Исследованы приближения функции (1− x)γ , γ ∈ (0, 1). Установлены интегральное пред-
ставление приближений, оценки поточечных и равномерных приближений, найдена асимпто-
тическая оценка мажоранты соответствующих приближений. Следствием полученных резуль-
татов являются асимптотические оценки равномерных приближений исследуемой функции
суммами Фейера полиномиальных рядов Фурье — Чебышёва. Рассмотрен случай фиксирован-
ного количества полюсов аппроксимирующей функции. При этом определены значения пара-
метров, с которыми равномерные рациональные приближения функции (1 − x)γ , γ ∈ (0, 1),
оператором Фейера имеют большую скорость стремления к нулю в сравнении с соответству-
ющими полиномиальными аналогами.
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