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Рассматривается новая задача динамической упаковки в контейнеры, возникающая в облачных вычис-
лениях. Имеется конечное множество виртуальных машин. Для каждой машины задано временное окно
для обслуживания и два размера: число ядер и объем оперативной памяти. Все машины делятся на два
типа: большие и малые. Каждый сервер состоит их двух одинаковых узлов. Малые машины помещаются
полностью на один из них. Большие машины делятся пополам и помещаются на оба узла. Требуется
разместить все машины в минимальное число серверов. Для решения задачи разработана эвристика, ос-
нованная на методе генерации столбцов. Для получения нижних оценок оптимума выбираются моменты
времени с большой суммарной нагрузкой и для них решается статическая задача. Для построения верхних
оценок решение статической задачи расширяется на все моменты времени известным алгоритмом “Пер-
вый подходящий” (First Fit). Приводятся теоретические утверждения о точности оценок в худшем случае.
Вычислительные эксперименты для реальных тестовых примеров указывают на небольшой разрыв меж-
ду границами, не более 0.9% для недельного интервала, 50000 машин и среднем времени расчетов 26 с
на персональном компьютере. В работе удалось улучшить некоторые известные результаты на открытых
примерах.
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A new temporal bin packing problem originating from cloud computing is introduced. There is a finite set
of virtual machines. For each machine, the time window for processing, the number of cores, and the RAM
size are known. Each machine can be of one of two types: large or small. Each server consists of two identical
nodes. Each small machine is placed completely on one of the nodes, and each large machine is divided into two
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derive upper bounds, we extend the solution of the static problem to all times using the well-known First Fit
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Введение

Задача об упаковке в контейнеры [1] является одной из классических задач комбинатор-
ной оптимизации и была исследована в разных постановках [2]. Ее приложения возникают в
таких областях, как логистика, роботизация, облачные вычисления и др. [3]. Популярными
вариациями являются онлайн-задача об упаковке в контейнеры и векторная упаковка.

Актуальность задачи динамической упаковки в контейнеры породила много различных
формулировок и исследований. Такая задача, в сравнения с классической задачей упаковки
в контейнеры, дополнительно включает в себя временной горизонт и учитывает интервалы
времени существования предметов. В статье [4] исследуется подход, основанный на заранее
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вычисленных шаблонах упаковки, которые применяются для построения быстрого онлайн-
алгоритма. В [5] исследуется сразу несколько эвристик, а также описывается способ уменьшить
количество моментов времени. Авторы работы [6] рассматривают задачу с несколькими целе-
выми функциями, мотивируя данный подход тем, что для уменьшения затрат важно не только
количество серверов, но и другие факторы. (Например, частое включение/выключение серве-
ров (контейнеров) может потребовать большое количество дополнительной энергии).
В [7] приводится математическая модель для динамической постановки, а также несколько
способов избавиться от симметрии. В работах [8;9] описываются динамическая задача о рюк-
заке, некоторые модели и различные подходы для ее решения. Достаточно подробная клас-
сификация задач распределения виртуальных машин (динамической упаковки предметов в
контейнеры) и различных техник решения описана в [10].

Другим интересным направлением исследований в этой области нам видится развитие
идей из работы [11] по представлению задач упаковки в виде задач о потоке минимальной
стоимости. К настоящему времени эти идеи получили свое развитие в целом ряде исследо-
ваний [12–16]. Основным недостатком новых формулировок является огромная размерность
получаемых задач. Поэтому усилия были направлены преимущественно на сокращение раз-
мерности, теоретические исследования и алгоритмические улучшения [17–19]. Именно на этом
пути получены наиболее мощные точные методы решения задач упаковки, в том числе и в
динамической постановке с одним параметром, задающим вместимость контейнера [20–24].

В нашем исследовании рассматривается новая задача в динамической постановке для раз-
мещения виртуальных машин (ВМ) различной конфигурации и временными окнами на оди-
наковых серверах со специальной NUMA-архитектурой [25]. Информация о каждой машине
предполагается известной заранее: время создания и удаления, необходимое количество RAM
и CPU. Однако объем требуемых ресурсов определяется типом машины; предполагается, что
число различных типов значительно меньше числа машин, что позволяет отнести эту задачу
к более узкому классу задач раскроя [13]. Для каждой машины необходимо так указать сер-
вер, на котором она будет обслуживаться, чтобы минимизировать общее число используемых
серверов за рассматриваемый промежуток времени. Задача NP-трудна в сильном смысле, так
как является обобщением широко известной задачи об упаковке в контейнеры. Представле-
ны нижние и верхние оценки оптимума, основанные на методе генерации столбцов [26, с. 455]
(см. также [27]). Для получения нижних оценок выбираются моменты времени с большой сум-
марной нагрузкой, и для них решается статическая задача. Лучшая из таких нижних оценок
предъявляется как нижняя оценка для всей задачи. Для построения верхних оценок решение
статической задачи расширяется на все моменты времени известным алгоритмом “Первый
подходящий” (First Fit) [28] несколькими способами. Однако, в отличие от работы [4], шабло-
ны, полученные для некоторого момента времени, не сохраняются ни одним из предложенных
способов расширения. Вычислительные эксперименты на реальных тестовых примерах круп-
ного интернет-провайдера указывают на небольшой разрыв между границами, не более 0,9%
для недельного интервала, 50000 машин и при среднем времени расчетов 26 с на персональ-
ном компьютере. Данная работа является расширенной версией статьи [29], представленной в
трудах международной конференции “MOTOR 2021” [30]. В частности, в нее включена расши-
ренная серия вычислительных экспериментов, а также неопубликованные утверждения 1, 2 и
теоремы 1, 2. Помимо этого, схожее исследование имелось в трудах “MOTOR 2023” [31], но
здесь задача отличалась наличием конфликтов и подходом к вычислению верхней оценки.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 приводятся детальное описание за-
дачи, архитектура и компоненты сервера, типы виртуальных машин, математическая модель
в терминах целочисленного линейного программирования и подчеркивается вычислительная
сложность задачи. В разд. 2 рассматриваются метод генерации столбцов для получения ниж-
них оценок оптимума, модель двумерной упаковки в контейнеры для одного из наиболее на-
груженных моментов времени и специализированная задача о рюкзаке для порождения новых
шаблонов в методе генерации столбцов. Алгоритм получения верхних оценок оптимума (допу-
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стимых решений задачи) описан в разд. 3. Раздел 4 содержит описание используемых данных
для численных экспериментов и результаты сравнения получаемых верхних и нижних оценок,
а также время работы алгоритмов. В заключении кратко подводятся итоги исследования.

1. Постановка задачи

Обозначим через S конечное множество одинаковых серверов, каждый из которых имеет
объем C1 оперативной памяти (RAM) и C2 ядер (CPU). Серверы имеют NUMA-архитектуру и
разделены на два идентичных NUMA-узла (рис. 1). Каждый узел обладает половиной памяти
и ядер. Каждая виртуальная машина должна располагаться на сервере в течение своего вре-
менного окна и характеризоваться своим типом. Тип машины определяет требуемые память и
число ядер. Обозначим через L множество всех типов машин и выделим в нем подмножество Ll

так называемых больших машин. При размещении на сервере такие машины располагаются
на двух узлах и занимают на каждом из них половину требуемых им ресурсов (ядер и па-
мяти). Дополнение этого множества обозначим через Ls, Ls = L \ Ll. Данные машины будем
называть малыми, они целиком размещаются на одном из узлов сервера. Будем предполагать,
что миграции машин невозможны как между серверами, так и внутри его между узлами. Как
только машина разместилась на сервере, она не может быть перемещена на другой сервер или
на другой узел.

Пусть множество M задает набор всех машин, которые надо разместить на серверах. Так
как каждая машина имеет свой тип, то множество M разбивается на два непересекающихся
подмножества: малые виртуальные M s и большие M l машины. Для каждой машины m ∈ M
заданы временное окно [αm, ωm) для размещения на сервере и ресурсы d1m, d2m, требуемые
в каждый момент времени из этого окна. Время создания αm и время удаления ωm машины
являются уникальными для каждой машины. Предполагается, что |M | ≫ |L|.

Введем следующие обозначения:

N — множество NUMA-узлов сервера (N = {1, 2});

R — множество типов ресурсов (R = {1, 2});

τ — множество моментов времени, когда создавалась хотя бы одна машина;

M l
t и M s

t — множества больших и малых машин, которые существуют в момент t ∈ τ ;

Mt = M l
t ∪M s

t — множество всех машин в момент времени t ∈ τ .

Введем следующие 0-1 переменные:

xmsn = 1, если и только если малая машина m расположена на NUMA-узле n сервера s;

yms = 1, если и только если большая машина m расположена на сервере s;

zs = 1, если и только если сервер s активен хотя бы в один момент времени.

Рис. 1. NUMA-архитектура сервера.
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Математическая модель имеет следующий вид:

min
xmsn,yms,zs

∑

s∈S

zs (1.1)

∑

s∈S

∑

n∈N

xmsn = 1, m ∈ M s, (1.2)

∑

s∈S

yms = 1, m ∈ M l, (1.3)

∑

m∈Ms
t

drmxmsn +
1

2

∑

m∈M l
t

drmyms ≤
Cr

2
zs, t ∈ τ , s ∈ S, n ∈ N, r ∈ R, (1.4)

xmsn, yms, zs ∈ {0, 1}. (1.5)

Целевая функция (1.1) определяет число используемых серверов. Ограничения (1.2), (1.3)
гарантируют, что каждая машина будет размещена на одном сервере. Неравенства (1.4) огра-
ничивают количество ресурсов на каждом сервере и делают сервер активным, если на нем
располагалась хотя бы одна машина хотя бы в один момент времени.

Несмотря на небольшую мощность множеств N , R и L, решение задачи с помощью ком-
мерческого решателя Gurobi занимает значительное время. Например, решение задачи с 2000
виртуальных машин требует около 5 мин. Для поиска оптимального решения задачи с 50000
виртуальных машин (см. разд. 4) необходимо более 5 ч. Следующее утверждение отчасти объ-
ясняет столь быстрый рост вычислительных затрат при точном решении задачи.

Теорема 1. Классическая задача об упаковке в контейнеры является частным случаем

задачи (1.1)–(1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть все виртуальные машины будут большими и занимают
на сервере весь временной интервал. Тогда NUMA-архитектура сервера теряет актуальность
и решение о распределении машин в первый момент времени задает решение всей задачи.
Нетрудно заметить, что это и есть классическая задача об упаковке в контейнеры со всеми ее
свойствами, касающимися вычислительной сложности и неаппроксимируемости [26]. �

2. Нижние оценки

Поиск нижних оценок оптимума будем проводить методом генерации столбцов для ста-
тической задачи. Выберем некоторый момент времени T , например момент максимального
спроса на один из ресурсов. Нижняя оценка для числа серверов в этот момент времени будет,
очевидно, нижней оценкой и для всей задачи. Соберем все машины, которые должны быть на
серверах в этот момент. Заметим, что для статической задачи все машины одного типа мож-
но считать идентичными; это значительно сокращает число переменных. Приведем точную
постановку статической задачи упаковки виртуальных машин на серверы (задача упаковки в
контейнеры с NUMA-архитектурой).

Рассмотрим множество J всех возможных вариантов (шаблонов) упаковки одного сервера.
Пусть подмножество J ′ ⊂ J задает часть этого множества, достаточное для получения допу-
стимого решения задачи. Это подмножество можно получить любой эвристикой для упаковки
виртуальных машин. Обозначим через aij количество виртуальных машин типа i в шаблоне
j ∈ J . Таким образом, шаблон j можно ассоциировать со следующим вектором: (a1j , . . . , a|L|j)
малой размерности. Пусть величина ni — это общее число виртуальных машин типа i, ко-
торые должны быть размещены на серверах в выбранный момент времени. Целочисленная
неотрицательная переменная xj будет задавать число серверов, упакованных по шаблону j.
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С использованием этих обозначений статическая задача принимает следующий вид:

min
∑

j∈J

xj (2.1)

∑

j∈J

aijxj ≥ ni, i ∈ L, (2.2)

xj ≥ 0, целые, j ∈ J. (2.3)

Целевая функция (2.1) задает количество серверов. Неравенства (2.2) гарантируют, что все
виртуальные машины будут упакованы. Заметим, что ограничения исходной задачи, связан-
ные с архитектурой серверов, разделением машин на большие и малые, а также ресурсные
ограничения на ядра и память учитываются при формировании шаблонов. Неравенства (2.3)
ограничивают область изменения переменных.

Отбросим условие целочисленности переменных и решим точно полученную задачу линей-
ного программирования с экспоненциальным числом переменных. Оптимальное значение в
этой задаче будет требуемой нижней оценкой. Следуя методу генерации столбцов, рассмотрим
задачу для подмножества J ′ и выпишем для нее двойственную модель с неотрицательными
переменными λi, i ∈ L:

max
∑

i∈L

niλi (2.4)

∑

i∈L

aijλi ≤ 1, j ∈ J ′, (2.5)

λi ≥ 0, i ∈ L. (2.6)

Пусть λ∗
i — оптимальные значения двойственных переменных и x∗j — оптимальные зна-

чения переменных соответствующей прямой задачи. Легко проверить, что при выполнении
неравенства

∑

i∈L

aijλ
∗
i ≤ 1 (2.7)

для всех шаблонов j ∈ J получаем оптимальное решение

xj =

{

x∗j , j ∈ J ′,

0, j ∈ J\J ′

всей задачи (2.1)–(2.3) для исходного множества шаблонов J . В этом случае величина H =
∑

j∈J ′ x∗j =
∑

i∈L niλ
∗
i и ее округление вверх являются нижней оценкой.

Проверять неравенство (2.7) для всех столбцов j ∈ J достаточно сложно в силу экспонен-
циальной мощности этого множества. Поэтому будем искать такой шаблон, столбец матри-
цы (aij), который доставляет максимальное значение левой части неравенства при известных
оптимальных значениях двойственных переменных. Рассмотрим задачу упаковки одного сер-
вера с NUMA-узлами. Пусть новые переменные yi определяют количество виртуальных машин
типа i ∈ L на сервере. Переменные zni задают количество малых машин типа i на NUMA-узле
n ∈ N . Тогда математическая модель может быть записана следующим образом:

maxα =
∑

i∈L

λ∗
i yi (2.8)

yi ≤ ni, i ∈ L, (2.9)
∑

n∈N

zni = yi, i ∈ Ls, (2.10)
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∑

i∈Ls

driz
n
i +

1

2

∑

i∈Ll

driyi ≤
Cr

2
, r ∈ R, n ∈ N, (2.11)

yi ≥ 0, целые, i ∈ L, (2.12)

zni ≥ 0, целые, i ∈ Ls, n ∈ N. (2.13)

Целевая функция (2.8) задает ценность упаковки. В связи с этим данную задачу часто на-
зывают в англоязычной литературе Pricing problem. Неравенства (2.9) задают верхнюю оценку
на число виртуальных машин каждого типа. Равенства (2.10) гарантируют, что каждая малая
машина расположена на одном узле сервера. Неравенства (2.11) ограничивают доступность
ресурсов на каждом узле, учитывая различие малых и больших машин. Условия (2.12), (2.13)
определяют типы переменных задачи.

Пусть α∗ — значение целевой функции в оптимальном решении задачи. Если α∗ ≤ 1, то
неравенство (2.7) выполняется для всех шаблонов. Если α∗ > 1, то получаем новый шаб-
лон (y∗1 , . . . , y

∗
|L|) и включаем его в множество J ′. Общая схема поиска нижней оценки пред-

ставлена ниже.

Процедура вычисления нижней оценки.

1: Выбираем начальное множество J ′.

2: Решаем задачу (2.4)–(2.6) и находим вектор λ∗.

3: Решаем задачу (2.8)–(2.13) с вектором λ∗, находим α∗ и шаблон y∗.

4: Если α∗ ≤ 1, то полагаем H(T ) = ⌈
∑

i∈L niλ
∗
i ⌉, Stop.

5: Добавляем шаблон y∗ в множество J ′ и возвращаемся на шаг 2.

Для инициализации множества J ′ применима любая эвристика, строящая допустимое ре-
шение задачи упаковки в контейнеры [28]. Неудачный выбор может привести к большому чис-
лу возвращений на шаг 2 и неоправданному росту времени счета. Ниже предлагается общая
схема алгоритма инициализации этого множества, основанного на модели (2.8)–(2.13).

Построение начального множества J ′.

1: Полагаем J ′ = ∅ ∀i ∈ L.

2: Решаем задачу (2.8)–(2.13) с набором виртуальных машин,

активных в момент времени T .

3: Добавляем новый шаблон y∗ в множество J ′.

4: Сокращаем число неупакованных машин ni := ni − yi ∀i ∈ L.

5: Если ∃ni 6= 0, то возвращаемся на шаг 2, иначе Stop.

Нижняя оценка вычисляется для статической задачи, значение которой зависит от выбран-
ного момента времени. Найти наилучший момент — непростая задача (рис. 2). Момент времени
с наибольшей нагрузкой по одному из ресурсов не обязан давать наибольшее значение нижней
оценки. Можно рассмотреть все моменты старта машин и выбрать из полученных нижних оце-
нок наибольшую. Однако такая процедура представляется слишком трудоемкой. Более того,
полученная таким способом нижняя оценка может как минимум в полтора раза отличать-
ся от оптимума [5, c. 336]. Разумным выходом в такой ситуации представляется вычисление
нижней оценки для нескольких достаточно загруженных моментов времени и предъявление
наибольшей из них.

Отметим, что в работе [5] предложен другой способ получения нижних оценок, основанный
на методе генерации столбцов для исходной, а не статической задачи. Каждый контейнер имеет
один ресурс и не имеет NUMA-архитектуры. Этот подход дает возможность получать точное
решение линейной релаксации с числом предметов до 1000 и приближенные решения с числом



Оценки оптимума для задачи динамической упаковки 115

Горизонт времени

К
о
л
и

ч
е
с
тв

о
 с

е
р

в
е
р

о
в

Рис. 2. Общая нагрузка на серверы

предметов до 7000. Адаптация такого подхода к данной задаче представляет несомненный
интерес. Тем не менее в настоящей работе делается акцент в первую очередь на примеры еще
большей размерности, что значительно усложняет вычисления. Кроме того, новый способ, и
это кажется более важным, лишает нас возможности сократить размерность задачи, объявляя
предметы одного типа идентичными, несмотря на разные временные окна для их выполнения.

Помимо упомянутых нижних оценок, основанных на решении задач линейного програм-
мирования экспоненциальной размерности, можно рассмотреть следующую полиномиально
вычислимую нижнюю оценку:

Slb = max
t∈τ

max
{⌈

∑

m∈M(t) dm1

C1
,

∑

m∈M(t) dm2

C2

⌉}

.

Она получается по аналогии с оценкой из работы [5] игнорированием NUMA-архитектуры.
К сожалению, простота получения такой примитивной оценки сказывается на ее точности.
Примитивная нижняя оценка может почти в два раза отличаться от оптимума. Пусть F ∗ —
количество серверов в оптимальном решении задачи (1.1)–(1.5). Тогда справедливо следующее
утверждение.

Утверждение 1. Для любого числа M > 1 больших машин и любого количества момен-

тов времени в множестве τ cуществует индивидуальная задача, на которой выполняется

неравенство 2Slb ≤ F ∗ + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим M больших машин, существующих весь рассмат-

риваемый период и требующих один ресурс, но чуть больше половины: d1m =
C1

2
(1 +

1

M
),

d2m = 0. Тогда Slb =
M

2
+ 0.5, но F ∗ = M . �

Таким образом, примитивная нижняя оценка Slb может давать достаточно плохие резуль-
таты, что демонстрируется в разд. 4. В то же время Slb совпадает с релаксацией линейного
программирования для (1.1)–(1.5) (см. теорему 2), тогда как решение целочисленной зада-
чи занимает несколько часов даже для небольшого числа виртуальных машин. Это отчасти
объясняет невысокую эффективность коммерческих решателей типа GUROBI для задач упа-
ковки и стимулирует исследование неполиномиальных формулировок и численных методов
на их основе. Как мы увидим ниже, для некоторых примеров некомпактные формулировки
позволяют не только найти точное решение задачи, но и доказать его оптимальность без ветв-
ления и дополнительных отсечений. Если же нижние оценки не совпадают с верхними, то
зазор как относительный, так и абсолютный, в основном оказывается ничтожно малым.
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Наряду с оценкой Slb можно рассмотреть нижнюю оценку С. Мартелло и П. Тот [32].
Для ее подсчета мы провели адаптацию, связанную со взятием максимума по времени и по
ресурсам. Вычислительные эксперименты показывают, что такая оценка дает более точные
результаты в некоторых случаях, но все еще является недостаточно точной.

Теорема 2. Оценка Slb совпадает с релаксацией линейного программирования для зада-

чи (1.1)–(1.5) при N = {1, 2} и любых множеств R и τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как переменные xmsn являются действительными, то малые
машины могут быть упакованы на оба NUMA-узла сервера аналогично большим. Тем самым
мы можем исключить NUMA-архитектуру и ограничения (1.2) из рассмотрения, а переменные
xmsn заменить на переменные yms. Тогда следующее решение является одним из оптимальных:
z1 = . . . = z⌊Slb⌋ = 1, z⌊Slb⌋+1 = {Slb}, yms = zs/Slb. �

3. Верхние оценки

Для построения верхних оценок сначала получим допустимое решение статической задачи
для выбранного момента времени, а затем достроим это решение до допустимого решения всей
исходной задачи. Вернемся к процедуре вычисления нижней оценки и пусть на шаге 4 сработал
критерий остановки с некоторым множеством шаблонов J ′. Подставим данное множество в
задачу (2.1)–(2.3) вместо исходного множества J и найдем точное решение этой упрощенной
задачи. Такой эвристический прием часто дает минимальный зазор между границами (см.
например, [33]).

Следующим шагом необходимо достроить указанное решение статической задачи до реше-
ния исходной задачи. Разделим множество M на три непересекающихся подмножества M1,M2

и M3: M1 = {m ∈ M |αm ≤ T < ωm}, M2 = {m ∈ M |αm > T}, M3 = {m ∈ M |T ≥ ωm}.
Для множества M1 решаем статическую задачу, как это было отмечено выше, и распределяем
машины из этого множества по выбранным шаблонам. В статической задаче все машины од-
ного типа идентичны, а при возвращении в исходную задачу они должны стать уникальными,
со своим временем старта и окончания. Для каждого типа эта процедура проводится незави-
симо от других типов и в произвольном порядке для машин одного типа. Свобода в выборе
этого порядка дает простой способ рандомизации алгоритма, что открывает дополнительные
возможности для повышения точности. В частности, используя случайный порядок машин,
можно породить популяцию допустимых решений задачи и применить идеи генетических ал-
горитмов для получения более точных верхних оценок оптимума.

Для множеств M2 и M3 применяется широко известная эвристика “Первый подходящий”
(First Fit) [26]. В результате получается допустимое решение исходной задачи. Для множе-
ства M2 она выглядит следующим образом.

Процедура “Первый подходящий” .

1: Сортируем множество M2 по неубыванию времени старта машин.

2: Берем первую еще нераспределенную машину m.

3: На каждом сервере удаляем все уже завершенные машины m̃: ωm̃ ≤ αm.

4: Ищем сервер, имеющий достаточно ресурсов для машины m.

Если такого нет, то создаем новый сервер. Кладем машину m на этот сервер.

5: Если остались нераспределенные машины, то возвращаемся на шаг 2, иначе Stop.

Для множества M3 процедура имеет некоторые отличия. Во-первых, множество M3 сорти-
руется в порядке невозрастания времени завершения работ, чтобы последовательно встраивать
в решение ранее стартовавшие машины. Во-вторых, на шаге 3 удаляются еще не стартовавшие
машины, αm̃ ≥ ωm.
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При размещении малых машин на сервере оба NUMA-узла могут иметь достаточное коли-
чество ресурсов. Чтобы выбрать узел, для каждого из них подсчитывается суммарная нагрузка
и выбирается тот, на котором больше свободных ресурсов. Такая стратегия создает лучшие
условия для дальнейшего размещения больших машин, так как им требуются ресурсы на
каждом узле.

Мы уже отмечали в предыдущем разделе, что выбор момента времени для статической за-
дачи может сильно влиять на нижние и, соответственно, на верхние оценки. Момент с макси-
мальным спросом, как показывает следующее утверждение, может быть не лучшим выбором.

Утверждение 2. В момент с наибольшей нагрузкой разница между оптимальным ре-

шением статической задачи и решением исходной задачи может быть сколь угодно большой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два момента времени с непересекающимися мно-
жествами больших машин M l

1 и M l
2. Каждая машина из первого множества требует 0.5C1 + ε

ресурса. Каждая машина из второго множества требует весь ресурс C1. Мощность первого
множества равна 2k, мощность второго — k + 1. Второй ресурс, малые машины и другие мо-
менты времени можно игнорировать. Легко заметить, что для первого множества требуется
2k серверов, а для второго — k + 1, но нагрузка в первый момент времени равна kC1 + ε2k
и kC1 + C1 — во второй момент времени. Таким образом, абсолютный разрыв (k − 1) может
быть сколь угодно большим, а относительное уклонение — не меньше двух. �

Заметим, что в приведенном примере нижняя оценка статической задачи совпадает с оп-
тимальным решением, если считать ее для обоих моментов времени и выбирать наибольшее
значение. В связи с этим ниже предлагается эвристика, позволяющая подбирать несколько
моментов времени, не просматривая все из них. Идея этого подхода состоит в том, чтобы на-
чинать с момента наибольшей нагрузки, строить допустимое решение задачи, а затем искать в
этом решении моменты времени, требующие дополнительных серверов, и брать эти моменты
времени для вычисления новых значений нижней оценки.

Процедура генерации моментов времени.

1: Выбираем момент T наибольшей нагрузки по одному из ресурсов, решаем

статическую задачу и строим допустимое решение алгоритмом “Первый подходящий”.

2: Находим момент времени T ′ с наибольшим количеством активных серверов

в полученном решении.

3: Если T 6= T ′, то полагаем T := T ′, решаем статическую задачу для момента T

и строим новое допустимое решение.

4: Если сработал критерий остановки, то Stop, иначе возвращаемся на шаг 2.

В качестве критерия остановки могут выступать время счета, число возвращений на шаг 2
или факт зацикливания алгоритма при попадании в уже просмотренный момент времени. Если
моментов времени с максимальным числом серверов несколько, то на шаге 3 можно проверять
все из них в надежде получить лучшую верхнюю или нижнюю оценки.

Алгоритм “Первый подходящий” является быстрой и экономичной по памяти эвристикой,
так как необходимо хранить только один момент времени, но он ориентируется исключительно
на временные окна машин и игнорирует затраты ресурсов. Этот недостаток можно исправить,
сортируя машины по другим критериям, таким как:

1: Невозрастание
∑

r∈R dmr.

2: Невозрастание
∑

r∈R dmr(ωm − αm).

3: Неубывание
∑

r∈R dmrαm.

4: Невозрастание (ωm − αm)
∏

r∈R dmr.
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Указать наилучший порядок не удается. На каких-то примерах лучше работает один, на
иных — другой. Поэтому логично использовать каждый из них и выбирать лучшее из построен-
ных решений. Заметим, что при таком подходе пропадает необходимость выделения множеств
M2 и M3. Достаточно построить решение статической задачи в некоторый момент времени, а
затем достроить это решение алгоритмом “Первый подходящий”, используя каждый из крите-
риев. Такой алгоритм, использующий несколько моментов времени для статической задачи и
несколько критериев сортировки машин, будем называть итерационным алгоритмом.

4. Численные эксперименты

Для проведения экспериментов все алгоритмы были реализованы на языке Java. Вычис-
ления осуществлялись на персональном компьютере с процессором i7-9700 и 8Gb RAM. Для
расчетов по математическим моделям использовалось коммерческое программное обеспечение,
Gurobi 9.1 со стандартными настройками [34]. Исследовались тестовые примеры с реальными
типами машин (https://aws.amazon.com/ec2/instance-types/); каждый сервер имеет 276 ядер
CPU и 324 Gb RAM. Рассматривалось 14 типов машин. Машина считается большой, если у
нее не меньше 24 ядер. Общее число машин достигало 5e+ 4.

Кроме того, исследовались общедоступные примеры из работы [5] без NUMA-архитектуры
и c одним ресурсом. Эти примеры были слегка модифицированы. Все машины считались боль-
шими, а второй ресурс копировал первый, чтобы можно было проводить сравнение с резуль-
татами этой работы и другим подходом к построению нижних и верхних оценок.

До проведения численных экспериментов на каждом примере применялась процедура ре-
дукции данных для сокращения рассматриваемых моментов времени [5]. Среди всех моментов
времени выбираются только недоминируемые. Обозначим через MT множество всех виртуаль-
ных машин, существующих в момент T . Тогда момент времени T называется недоминируемым,
если ∄ T ′ : MT ⊆ M ′

T . При таком подходе оптимальные решения не меняются, но число мо-
ментов времени в среднем сокращается в 20 раз, а время работы алгоритмов — в 3.5 раза.
Результаты расчетов приводятся в табл. 1–7, каждая из которых включает следующие пара-
метры:

• Slb — примитивная нижняя оценка;

• CGlb — нижняя оценка статической задачи;

полученная в моменты максимальной нагрузки;

• MTlb — нижняя оценка С. Мартелло и П. Тот [32];

• CGub — верхняя оценка алгоритма “Первый подходящий”;

• ICGub — верхняя оценка итерационного алгоритма;

• CGub time — время получения оценки CGub;

• ICGub time — время работы итерационного алгоритма;

• CGub gap = 100%(CGub-CGlb)/CGlb;

• ICGub gap = 100%(ICGub-CGlb)/CGlb.

Согласно утверждению 1 нижняя оценка в момент наибольшей нагрузки может сильно
отличаться от оптимума и оценок в другие моменты времени. Однако в ходе экспериментов
такое отличие наблюдалось крайне редко. В связи с этим в таблицах приводится только значе-
ние CGlb. Влияние на верхнюю оценку выбора нескольких моментов времени можно считать
существенным, о чем можно судить при сравнении величин CGub и ICGub.

В табл. 1 приведены результаты экспериментов для примеров, в которых около 70% вирту-
альных машин необходимо обслуживать весь рассматриваемый период. Это достаточно про-
стые примеры. Однако время работы итерационного алгоритма ICGub заметно превышает вре-
мя CGub, и это сказывается на точности получаемых решений. Среднее отклонение ICGub gap
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Т а б л и ц а 1
Примеры с машинами большой длительности

Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 820 820 820 825 820 6.0 29.2 0.61% 0.00%
2 847 847 847 849 847 45.8 197.4 0.24% 0.00%
3 871 871 871 874 872 4.5 37.1 0.34% 0.11%
4 898 898 898 900 899 6.1 62.2 0.22% 0.11%
5 919 919 919 926 920 3.1 33.0 0.76% 0.11%
6 984 984 984 986 985 2.7 18.6 0.20% 0.10%
7 1047 1047 1047 1050 1047 4.6 20.5 0.29% 0.00%
8 1105 1105 1105 1112 1105 4.5 27.0 0.81% 0.00%
9 1101 1101 1101 1103 1101 3.5 28.8 0.18% 0.00%

10 1227 1227 1227 1227 1227 3.1 16.8 0.00% 0.00%
11 1249 1249 1249 1249 1249 2.0 6.8 0.00% 0.00%

Avg. 7.8 43.4 0.33% 0.04%

Т а б л и ц а 2
Примеры со сбалансированной нагрузкой

Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 747 747 747 749 748 2.6 25.0 0.27% 0.13%
2 660 664 664 668 665 5.0 36.4 0.60% 0.15%
3 727 727 727 727 727 5.4 22.9 0.00% 0.00%
4 691 691 691 692 691 3.4 58.9 0.14% 0.00%
5 878 878 878 878 878 4.8 15.7 0.00% 0.00%
6 828 828 828 828 828 3.2 12.0 0.00% 0.00%
7 823 823 823 833 823 2.6 39.8 1.22% 0.00%
8 751 752 752 752 752 4.7 20.8 0.00% 0.00%
9 713 718 718 732 719 4.3 49.1 1.95% 0.14%

10 884 884 884 885 885 2.7 12.3 0.11% 0.11%
11 1178 1178 1178 1178 1178 1.6 5.6 0.00% 0.00%

Avg. 3.7 27.2 0.39% 0.05%

близко к нулю. Отклонение CGub gap не превышает 0.81%, что также можно считать хорошим
результатом, учитывая время получения таких решений.

Заметим, что нижние оценки Slb, MTlb и CGlb совпадают на всех примерах этого класса,
хотя второй пример явно отличается от остальных по времени счета. Этот пример оказался
трудным для метода генерации столбцов. Алгоритм “Первый подходящий” не сумел найти оп-
тимальное решение, используя только моменты времени с максимальной нагрузкой. Однако
итерационным методом удалось найти оптимальное решение. В четырех примерах итераци-
онным методом получены решения, не совпадающие по целевой функции с нижней оценкой,
но разница между ними составляет только один сервер. Возможно, это также оптимальные
решения, но для проверки этой гипотезы потребуются более трудоемкие процедуры.

В табл. 2 приводятся результаты расчетов для случая сбалансированной нагрузки по ре-
сурсам,

∑

m∈M d1m/
∑

m∈M d2m ≈ 1. Нижние оценки уже слегка отличаются (см. примеры 2, 8
и 9). Итерационный алгоритм снова дает наилучшие результаты, а там где не удается получить
оптимальное решение, разница между верхней и нижней оценками оказывается минимальной
и составляет единицу. Нижняя оценка MTlb показывает себя лучше Slb на примерах 8 и 9, но
совпадает с CGlb.
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Т а б л и ц а 3

Примеры с 20% больших машин

Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 676 676 676 677 677 2.3 7.1 0.15% 0.15%
2 689 689 689 689 689 2.1 8.1 0.00% 0.00%
3 720 720 720 723 720 2.1 27.2 0.42% 0.00%
4 695 695 695 696 695 3.4 31.3 0.14% 0.00%
5 638 638 638 638 638 4.1 16.9 0.00% 0.00%
6 648 648 648 660 648 7.3 50.3 1.85% 0.00%
7 621 621 621 627 622 3.4 34.2 0.97% 0.16%
8 643 643 643 646 644 2.0 16.0 0.47% 0.16%
9 747 747 747 747 747 2.2 8.5 0.00% 0.00%

10 745 745 745 746 746 2.3 8.5 0.13% 0.13%

Avg. 3.1 20.8 0.41% 0.06%

Т а б л и ц а 4

Примеры с 1% больших машин

Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 770 770 770 770 770 4.3 14.3 0.00% 0.00%
2 777 777 777 783 777 2.0 19.3 0.77% 0.00%
3 833 833 833 833 833 3.2 19.9 0.00% 0.00%
4 756 756 756 758 756 2.0 11.6 0.26% 0.00%
5 758 758 758 758 758 1.9 7.2 0.00% 0.00%
6 826 826 826 826 826 1.9 5.8 0.00% 0.00%
7 731 731 731 732 732 2.5 11.7 0.14% 0.14%
8 848 848 848 849 848 2.8 22.7 0.12% 0.00%
9 848 848 848 848 848 1.8 6.5 0.00% 0.00%

10 782 782 782 785 782 1.8 39.9 0.38% 0.00%

Avg. 2.45 15.9 0.17% 0.01%

Для табл. 3 выборка из реальных данных проводилась таким образом, чтобы количество
больших машин было высоким — около 20% от общего числа. Результаты алгоритмов близки
к результатам из предыдущих таблиц. Оценки Slb, MTlb и CGlb совпадают на всех примерах.

Для табл. 4 рассматривалась ситуация, противоположная предыдущей. Только около 1%
всех виртуальных машин являются большими. Среднее отклонение и время счета алгоритмов
слегка уменьшились. Нижние оценки Slb, MTlb и CGlb также совпадают.

Для табл. 5 из реальных данных выбирались только большие машины. Спрос на RAM и
CPU также получился достаточно сбалансированным. Число виртуальных машин варьируется
между 7 и 22 тысячами для разных примеров. Количество типов виртуальных машин равня-
ется 5. Среднее время счета очень мало. Оба алгоритма смогли найти оптимальное решение
для всех примеров. Нижние оценки Slb и MTlb заметно уступают оценке CGlb. Такой эффект
обусловлен сложностью плотной упаковки сервера при наличии только больших виртуальных
машин. Здесь NUMA-архитектура не оказывает влияния на решение.

Для примеров в табл. 6 виртуальные машины выбирались случайным образом из реальных
данных. Число виртуальных машин и типов такое же, как для табл. 1–4, и равняется соот-
ветственно 5e + 4 и 14. Время выполнения алгоритма не отличается от времени в табл. 1–4.
Алгоритм CGub показывает значительно худшие результаты. Метод генерации столбцов де-
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Т а б л и ц а 5

Примеры только с большими машинами

Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 533 533 562 562 562 0.6 2.6 0.00% 0.00%
2 541 541 571 571 571 0.7 4.8 0.00% 0.00%
3 549 549 579 579 579 0.7 2.6 0.00% 0.00%
4 550 550 578 578 578 0.4 1.4 0.00% 0.00%
5 762 762 773 773 773 0.8 2.6 0.00% 0.00%
6 734 734 750 750 750 0.8 2.3 0.00% 0.00%
7 784 784 796 796 796 0.8 2.4 0.00% 0.00%
8 796 796 808 808 808 0.9 2.8 0.00% 0.00%
9 775 775 797 797 797 0.8 2.7 0.00% 0.00%

10 819 819 836 836 836 0.9 2.6 0.00% 0.00%
11 659 659 705 705 705 0.3 0.8 0.00% 0.00%
12 616 616 646 646 646 0.2 0.8 0.00% 0.00%

Avg. 0.7 2.4 0.00% 0.00%

Т а б л и ц а 6

Примеры, сгенерированные случайной выборкой

N Slb MTlb CGlb CGub ICGub
CGub
time

ICGub
time

CGub
gap

ICGub
gap

1 796 796 1103 1104 1104 2.1 21.3 0.09% 0.09%
2 1253 1253 1739 1739 1739 2.6 24.2 0.00% 0.00%
3 1016 1016 1218 1219 1219 2.1 21.1 0.08% 0.08%
4 873 873 1076 1094 1084 3.5 90.2 1.67% 0.74%
5 818 818 948 967 948 2.2 46.8 2.00% 0.00%
6 313 313 314 315 315 5.5 22.3 0.32% 0.32%
7 1102 1102 1507 1542 1507 2.5 48.2 2.32% 0.00%
8 594 594 797 880 798 1.9 34.1 10.41% 0.13%
9 167 167 167 173 168 6.0 77.1 3.59% 0.60%

10 335 335 335 347 338 3.6 59.8 3.58% 0.90%

Avg. 3.2 44.5 2.41% 0.29%

монстрирует заметно лучшие результаты (CGlb), чем оценки Slb и MTlb.

На рис. 3 представлена диаграмма для итерационного алгоритма. Она показывает чис-
ло примеров, в которых итерационным алгоритмом T раз вычислялась нижняя оценка и
строились допустимые решения задачи. В 23 случаях дополнительные моменты времени не
генерируются вообще и используется только один из моментов с максимальной нагрузкой.
В 95% используется не более четырех моментов времени. Также одним из наблюдений, кото-
рые можно сделать, является отклонение верхней оценкий от нижней не более чем на один кон-
тейнер на большом числе примеров. Возникает вопрос о выполнимости MIRUP-гипотезы [35]
для данной задачи, в частности для статической векторной задачи и динамической задачи
упаковки в контейнеры. Ее проверка, вероятно, будет весьма трудоемкой, однако это может
стать интересной темой для будущих исследований.

Вычислительные эксперименты показывают, что итерационный алгоритм работает доста-
точно стабильно на примерах с разными свойствами. Максимальное время выполнения не
превышает 200 с, но в среднем этот алгоритм работает значительно быстрее. Процедура гене-
рации столбцов также способна показывать хорошие результаты, однако в некоторых случаях



122 Ю.А.Кочетов, А.В.Ратушный

Номер итерации

Ч
и

с
л
о

 п
р

и
м

е
р

о
в

Рис. 3. Требуемое число итераций для получения величины ICGub.

можно получать решения, сильно отклоняющиеся от нижней оценки.

Помимо сгенерированных данных также интересно провести эксперименты на примерах,
предложенных в работе [5] для задачи Temporal Bin Packing Problem без NUMA-архитектуры и
с одним ресурсом. Для проведения расчетов потребовалась процедура преобразования приме-
ров, как уже упоминалось в начале этого раздела. Во всех примерах используется около 90 ти-
пов виртуальных машин, а время существование каждой машины не превышает 10% от общего

Т а б л и ц а 7

Результаты расчетов на примерах из [5]

N Lb Ub Cols Time Slb MTlb CGlb ICGub CGcols ICGub time

I40 23 23 789 1034.28 19 23 23 23 53 2.29
I44 26 27 1631 2639.48 22 26 26 26 53 1.95
I45 27 27 81 0.53 23 27 27 27 49 1.58
I61 26 40 1924 3011.65 21 25 26 26 60 2.53
I64 27 28 1091 2551.92 22 27 27 27 54 1.64
I71 28 29 514 494.61 24 28 28 28 53 1.84
I72 27 28 985 1823.78 24 27 27 27 96 3.46
I73 28 28 593 831.12 23 28 28 28 68 1.86
I75 27 27 284 13.33 24 27 27 27 67 3.78
I76 29 30 736 948.59 24 29 29 29 58 2.25
I77 29 29 530 38.47 24 29 29 29 68 4.53
I78 27 27 566 1295.63 23 27 27 27 65 3.48
I82 26 26 904 2757.68 23 26 26 26 48 3.75
I83 28 29 896 564.07 25 27 28 28 57 4.12
I86 28 28 742 161.43 24 28 28 28 55 2.80
I88 27 27 135 12.7 22 27 27 27 59 4.78
I89 29 29 717 23.91 24 29 29 29 68 3.08
I90 29 29 1512 229.19 25 29 29 29 55 4.33
I93 31 32 752 1235.46 27 31 31 32 74 3.88
I95 31 31 417 81.47 25 31 31 31 46 3.17
I96 32 32 477 88.91 26 32 32 32 81 2.51
I98 33 33 378 26.27 28 33 33 33 83 2.02
I99 31 32 664 1438.21 28 31 31 31 66 3.59
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количества моментов времени. Среднее время работы итерационного алгоритма по 100 при-
мерам равняется 3.5 с, а число сгенерированных столбцов (колонка CGcol) не превышает 96.
Оптимальное решение найдено в 45 случаях, при этом наибольший разрыв между границами
равняется двум контейнерам.

В табл. 7 представлено сравнение предложенного подхода с динамической генерацией
столбцов [5]. Приводятся только те примеры, на которых авторам [5] удалось получить ре-
шение с помощью генерации столбцов менее чем за один час (табл. 4 в работе [5]). В первом
столбце в табл. 7 дается название примера. Следующие четыре столбца — это нижняя оценка,
верхняя оценка, число сгенерированных столбцов и время работы метода генерации столбцов
из работы [5]. Последние четыре столбца соответствуют результатам итерационного алгорит-
ма. Нижняя оценка MTlb дает более точные результаты, чем Slb, на всех примерах, однако
уступает CGlb на примере I61. В восьми примерах удалось улучшить результаты предыдущего
алгоритма и получить точное решение задачи. В примере I61 это улучшение составило 14 кон-
тейнеров. Оценки для многих примеров совпадают, но время работы и число сгенерированных
столбцов значительно отличаются, что связано со статической природой моделей (2.1)–(2.3) и
(2.8)–(2.13).

Заключение

В данной статье рассмотрена новая задача упаковки для виртуальных машин и серверов
с NUMA-архитектурой. Для ее решения разработана и протестирована эвристика, основанная
на методе генерации столбцов и алгоритме “Первый подходящий”, а также ее модификация
в виде итерационного алгоритма, подбирающего моменты времени для решения статической
задачи. Применение генерации столбцов только для статической задачи положительно ска-
зывается на эффективности и отличает предложенные алгоритмы от других, основанных на
данной технике (например, [5]). Проведены вычислительные эксперименты на двух классах
исходных данных: полусинтетических данных для реальных типов виртуальных машин и сер-
веров и общедоступных данных с одним ресурсом и без NUMA-архитектуры. Разработанные
алгоритмы продемонстрировали малое отклонение от оптимума и высокую скорость работы.
Для многих примеров удалось либо найти оптимальное решение и доказать оптимальность,
либо получить небольшой зазор между верхней и нижней оценками оптимума.
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