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Спектром конечной группы называется множество порядков ее элементов. Пусть q — степень просто-

го числа p, где p ≥ 5. Известно, что любая конечная группа, имеющая такой же спектр, как простая

симплектическая группа PSp4(q), либо изоморфна почти простой группе с цоколем PSp4(q), либо го-

моморфно отображается на почти простую группу H с цоколем PSL2(q2). В работе доказывается, что

указанная группа H не может совпадать с PSL2(q2), т. е. H должна содержать внешние автоморфизмы

своего цоколя.
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The spectrum of a finite group is the set of its element orders. Let q be a power of a prime p, with p > 5.
It is known that any finite group having the same spectrum as the simple symplectic group PSp4(q) either is

isomorphic to an almost simple group with socle PSp4(q) or can be homomorphically mapped onto an almost

simple group H with socle PSL2(q2). We prove that the group H cannot coincide with PSL2(q2), i.e., H must

contain outer automorphisms of its socle.
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Введение

Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков ее элементов. Пусть
h(G) — число попарно неизоморфных конечных групп с таким же спектром, как у G. Конечная
группа G называется не распознаваемой по спектру, если h(G) = ∞. Известно, что группа, со-
держащая нетривиальную разрешимую нормальную подгруппу, нераспознаваема по спектру
[1, лемма 1]. Напротив, известно лишь конечное число неабелевых простых групп, не при-
надлежащих сериям PSp4(q), PSp8(q) и PΩ9(q), которые нераспознаваемы по спектру (см.
[2, табл. 10]).

В настоящей работе рассматриваются конечные группы, имеющие такой же спектр, как
простые симплектические группы PSp4(q), где q > 3 (отметим, что PSp4(2) ≃ S6 не является
простой, а PSp4(3) ≃ PSU4(2)). В [3; 4] было доказано, что группы PSp4(q) нераспознаваемы
по спектру при q 6= 32m+1, m > 1. А именно, для каждого q 6= 32m+1, m > 1, были найдены
группа H и элементарная абелева группа U с H-действием такие, что ω(PSp4(q)) = ω(H⋉U),
где H ⋉ U обозначает полупрямое произведение групп H и U . При этом H = PSL2(q

2) для
q = 2m или q = 32m и H = 〈τ〉 ⋉ PSL2(q

2), где τ — полевой автоморфизм группы PSL2(q
2)

порядка 2 для q = pm, p ≥ 5.
Общее строение конечных групп G с таким же спектром, как у PSp4(q), изучалось в [5]. Бы-

ло доказано, что либо PSp4(q) 6 G 6 Aut(PSp4(q)), либо PSL2(q
2) 6 G/K 6 Aut(PSL2(q

2)),
где K — наибольшая разрешимая нормальная подгруппа в G. Также было показано, что в
последнем случае G/K является расширением группы PSL2(q

2) с помощью полевого авто-
морфизма порядка 2l для некоторого l > 0. При этом осталось неизвестным, какие значения

1Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики СО РАН, тема
FWNF-2022-0002.
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может принимать число l [5, замечание 4]. В частности, возможно ли, что l = 0? Из результа-
тов, приведенных выше, следует, что ответ положителен при q, являющемся степенью числа 2
или четной степенью числа 3. Также известно [5, замечание 4], что ответ отрицателен при
q = 7. В настоящей работе получен отрицательный ответ для всех q, не являющихся степенью
числа 2 или числа 3.

Теорема 1. Пусть q — степень простого числа p и p ≥ 5. Если G — конечная группа,

K E G и G/K ≃ PSL2(q
2), то ω(G) 6= ω(PSp4(q)).

Основой для доказательства является теорема Брауэра — Несбитта (см. [6], а также лем-
му 1 ниже) об абсолютно неприводимых представлениях группы SL2(q) в характеристике
определения.

1. Предварительные сведения

Пусть p — простое число и F — алгебраическое замыкание поля порядка p. Конечное поле
порядка q обозначается через GF (q), и через GF (q)× обозначается его мультипликативная
группа. Для конечной группы G обозначим через ω(G) спектр группы G, т. е. множество по-
рядков всех ее элементов. Поскольку множество ω(G) замкнуто по отношению делимости, оно
однозначно определяется своим подмножеством µ(G), состоящим из максимальных по делимо-
сти элементов спектра. Через Jk обозначается жорданова клетка размера k над полем F с 1 на
главной диагонали. Если g ∈ GLn(F ), то через d(g) будем обозначать степень минимального
аннулирующего многочлена преобразования g. Если группа G действует на группе H, то через
G⋉H обозначим их соответствующее полупрямое произведение.

Рассмотрим пространство однородных многочленов степени i от переменных x, y над по-
лем F и обозначим его через Wi. Упорядоченный набор xi, xi−1y, . . . , yi — это базис простран-
ства Wi, следовательно, dimWi = i+ 1. Пусть j > 0 и 0 6 i < p. Зададим действие группы
SL2(F ) на Wi следующим образом: если f(x, y) ∈ Wi, g ∈ SL2(F ), где

g =

(

g11 g12
g21 g22

)

,

то f(x, y) · g = f(gp
j

11x+ gp
j

12y, g
pj

21x+ gp
j

22y). Это действие превращает пространство Wi в

F [SL2(F )]-модуль, который мы будем обозначать через W j
i . Соответствующее матричное пред-

ставление (в базисе xi, xi−1y, . . . , yi) обозначим через ρji . Под ρi будем понимать представление
ρ0i . Отметим, что ρ1(g) = g, т. е. W 0

1 — это естественный модуль группы SL2(F ).

Для любого q = pn группа SL2(q) естественно вкладывается в SL2(F ), и можно рассмот-
реть ограничение модуля W j

i на F [SL2(q)]. В следующей лемме, для того чтобы избежать

громоздких обозначений, W j
i обозначает именно это ограничение.

Лемма 1 (Брауэр— Несбитт [6]). Пусть p — простое число, q = pn. Модули вида

n−1
⊗

j=0

W j
ij
, где 0 6 ij < p,

составляют полное множество представителей классов эквивалентности неприводимых

F [SL2(q)]-модулей.

Лемма 2. Выполнены следующие утверждения.

1) Если g ∈ SL2(q) диагонализируема над F и λ, λ−1 — ее собственные числа, то собствен-

ными числами матрицы ρji (g) будут λipj , λ(i−2)pj , . . . , λ−ipj .
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2) Если g ∈ SL2(q) не диагонализируема над F , то жорданова форма матрицы ρji (g) со-

стоит из одной клетки.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть

g =

(

g11 g12
g21 g22

)

∼ diag(λ, λ−1) = h,

тогда
(

gp
j

11 gp
j

12

gp
j

21 gp
j

22

)

∼ diag(λpj , λ−pj ).

Подобные матрицы из SL2(F ) сопряжены матрицей из SL2(F ), поэтому ρji (g) ∼ ρji (h). Ба-

зисный вектор xkyi−k под действием ρji (h) перейдет в λ(2k−i)pjxkyi−k, следовательно, ρji (g) ∼

diag(λipj , λ(i−2)pj , . . . , λ−ipj).

2) Если g не диагонализируема, то g ∼

(

λ 1
0 λ

)

= h. Значит, xkyi−k под действием ρji (h)

перейдет в

(λx+ y)kyi−kλi−k = λi
k
∑

l=0

(

k

l

)

λl−kxlyi−l.

Заметим, что матрица ρji (h) верхнетреугольная с λi на главной диагонали и без нулей над ней

(i < p). Следовательно, dimker(ρji (g) − λiE) = 1.

Лемма 3 [9, лемма 2.8]. Пусть p — простое число и 1 6 a, b 6 p. Тогда над любым полем

характеристики p выполнено

d(Ja ⊗ Jb) =

{

a+ b− 1, если a+ b 6 p,

p, если a+ b > p.

Лемма 4 [9, лемма 2.10]. Пусть f > a и g > b. Тогда d(Jf ⊗ Jg) > d(Ja ⊗ Jb).

2. Доказательство теоремы 1

На протяжении всего раздела мы фиксируем следующие обозначения: p — простое число,
p > 5, q = pm и ε ∈ {−1, 1} такой, что q ≡ ε (mod 4).

Спектры групп PSL2(q) и PSp4(q) хорошо известны (см., например, [7, Hauptsatz 8.27] и
[8] соответственно):

µ(PSL2(q)) =

{

p,
q − 1

2
,
q + 1

2

}

, (2.1)

µ(PSp4(q)) =

{

p(q + 1), p(q − 1),
q2 − 1

2
,
q2 + 1

2

}

. (2.2)

Предложение 1. Предположим, что существует конечная группа G такая, что

ω(G) = ω(PSp4(q)) и G/K ≃ PSL2(q
2) для некоторой нормальной подгруппы K группы G.

Тогда найдется абсолютно неприводимый модуль W группы PSL2(q
2) над полем характери-

стики p такой, что

p(q + ε) ∈ ω(PSL2(q
2)⋉W ) ⊆ ω(PSp4(q)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу основного результата работы [5], упомянутого во введе-
нии, можно считать, что подгруппа K — это p-группа. Как следует из (2.1) и (2.2), в группе G
в отличие от PSL2(q

2) есть элемент порядка p(q + ε). Следовательно, в G есть элемент по-
рядка q+ ε, который централизует элемент группы K порядка p. Дальнейшее доказательство
аналогично доказательству утверждения 18.1 в лемме 18 из [4]. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Предположим, что найдутся конечная группа G и нор-
мальная подгруппа K группы G такие, что G/K ≃ PSL2(q

2) и ω(G) = ω(PSp4(q)). По пред-
ложению 1 найдется абсолютно неприводимый модуль W группы PSL2(q

2) над полем харак-
теристики p такой, что p(q + ε) ∈ ω(PSL2(q

2) ⋉ W ) ⊆ ω(PSp4(q)). В силу леммы 1 можно

считать, что W =
2m−1
⊗

j=0
W j

ij
, где 0 6 ij 6 p− 1.

Пусть x — образ элемента x ∈ SL2(q
2) в PSL2(q

2). Любой элемент группы PSL2(q
2) поряд-

ка q + ε сопряжен элементу g =

(

λ 0
0 λ−1

)

, где λ ∈ GF (q)× и |λ| = 2(q + ε). По п. 1 леммы 2

собственные числа элемента g в W j
ij

будут иметь вид λajp
j

, где aj ≡ ij (mod 2) и |aj | 6 ij.
Значит, собственные числа элемента g в W имеют вид λu, где

u =
2m−1
∑

j=0

ajp
j , |aj | 6 ij , aj ≡ ij (mod 2). (2.3)

Поскольку p(q + ε) ∈ ω(PSL2(q
2) ⋉ W ) \ ω(PSL2(q

2)), у некоторого элемента группы
PSL2(q

2) порядка q + ε есть неподвижная точка в W . Как было сказано, все такие элементы
сопряжены g, поэтому у g есть неподвижная точка в W , значит, λu = 1 для некоторого u
вида (2.3). Последнее равенство эквивалентно тому, что 2(q + ε) делит u, в частности, q + ε
делит u. Перепишем это условие в следующем виде:

m−1
∑

j=0

ajp
j + q

m−1
∑

j=0

aj+mp
j ≡ 0 (mod q + ε), откуда

m−1
∑

j=0

(aj − aj+mε)pj ≡ 0 (mod q + ε). (2.4)

Оценим сверху выражение из левой части последнего сравнения:

|
m−1
∑

j=0

(aj − aj+mε)pj | 6
m−1
∑

j=0

|aj − aj+mε|pj 6
m−1
∑

j=0

(ij + ij+m)pj . (2.5)

По п. 2 леммы 2 жорданова форма элемента h =

(

1 1
0 1

)

в W j
ij

имеет вид Jij+1. Поскольку

p2 6∈ ω(G), применяя лемму 4, заключаем, что

d(Jij+1 ⊗ Jij+m+1) 6 d(Ji0+1 ⊗ Ji1+1 ⊗ . . .⊗ Ji2m−1+1) 6 p− 1.

В силу леммы 3 это означает, что ij + 1 + ij+m + 1 − 1 ≤ p − 1, отсюда ij + ij+m ≤ p − 2.
Подставим эту оценку в (2.5):

|

m−1
∑

j=0

(aj − aj+mε)pj | 6 (p− 2)

m−1
∑

j=0

pj =
p− 2

p− 1
(q − 1) < q + ε.

С учетом (2.4) получаем, что
m−1
∑

j=0

(aj − aj+mε)pj = 0. (2.6)
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Заметим, что |a0 − amε| 6 p− 2 и p делит a0 − amε. Следовательно, a0 = amε, и можно
разделить сумму в (2.6) на p. Повторяя данное рассуждение, приходим к тому, что aj = aj+mε
для j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Вернемся к u и представим его в следующем виде:

u =
m−1
∑

j=0

ajp
j + qε

m−1
∑

j=0

ajp
j = ε(q + ε)

m−1
∑

j=0

ajp
j.

Напомним, что 2(q + ε) делит u, поэтому сумма
m−1
∑

j=0
ajp

j должна быть четной. Из условия

aj ≡ ij (mod 2) вытекает, что сумма i0 + i1 + . . .+ im−1 тоже четна. Докажем, что можно вы-

брать такие a′j, j = 0, 1, . . . ,m− 1, что a′j ≡ ij (mod 2), |a′j| 6 ij и 4 делит
m−1
∑

j=0
a′jp

j.

Пусть {0, 1, . . . ,m − 1} = A ⊔ B, где j ∈ A, если ij нечетно, и j ∈ B в противном слу-
чае. Заметим, что |A| четно. Для j ∈ A положим γj = 1, если pj ≡ 1 (mod 4), и γj = −1, если
pj ≡ −1 (mod 4). Рассмотрим любое разбиение A = A+ ⊔A− такое, что |A+| = |A−|. Положим

a′j =











0, если j ∈ B,

γj, если j ∈ A+,

−γj, если j ∈ A−.

Тогда

m−1
∑

j=0

a′jp
j ≡

∑

j∈A+

γjp
j −

∑

j∈A−

γjp
j ≡

∑

j∈A+

1−
∑

j∈A−

1 ≡ |A+| − |A−| ≡ 0 (mod 4).

Таким образом, a′j — искомые числа. Для j = 0, 1, . . . ,m− 1 положим a′j+m = a′jε и отме-
тим, что a′j+m ≡ a′j ≡ ij ≡ aj ≡ aj+m ≡ ij+m (mod 2).

В силу выбора ε в GF (q)× найдется элемент λ1 порядка 4(q + ε). Рассмотрим элемент

g1 =

(

λ1 0

0 λ−1
1

)

и положим u′ =
2m−1
∑

j=0
a′jp

j . По п. 1 леммы 2 матрица ρjij (g1) имеет собственное

число, равное λ
a′
j
pj

1 , следовательно λu′

1 — одно из собственных чисел матрицы
2m−1
⊗

j=0
ρjij (g1).

В силу выбора чисел a′j и равенства u′ = ε(q + ε)
m−1
∑

j=0
a′jp

j число u′ делится на 4(q + ε), т. е.

λu′

1 = 1. Таким образом, p|g1| = 2p(q + ε) ∈ ω(G). Это противоречит (2.2). Теорема доказана.
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