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1. Введение

Экстремальные задачи, связанные с наилучшим полиномиальным приближением аналити-
ческих в круге функций, принадлежащих пространству Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, ранее изучались
в [1; 2], где получены первые точные результаты по наилучшим полиномиальным приближе-
ниям аналитических в круге функций. В работах [3–8] (идейно связанных с исследованиями
данной статьи) были получены результаты по наилучшему приближению и вычислению попе-
речников некоторых классов аналитических в единичном круге функций и их производных,
модули непрерывности граничных значений которых, в частности, мажорируются заданными
функциями.

Продолжая исследования в этом направлении, рассмотрим более общую задачу: требуется
найти верхние грани наилучших совместных приближений (см. [9]) аналитических в круге
функций и их промежуточных производных алгебраическими комплексными полиномами в
пространстве Hq, 1 ≤ q ≤ ∞.

Введем необходимые обозначения и понятия. Всюду далее N, Z+, R, C — соответственно
множество натуральных, целых неотрицательных, вещественных и комплексных чисел.

Пусть Uρ := {z ∈ C : |z| < ρ} — открытый круг радиуса ρ, 0 < ρ ≤ 1, с центром в нуле,
U := U1; A(Uρ) — множество функций, аналитических в круге Uρ. Через Hq, 1 ≤ q ≤ ∞,
обозначим пространство Харди, состоящее из функций f ∈ A(U), для которых

‖f‖q := ‖f‖Hq
= lim

ρ→1−0
Mq(f, ρ) < ∞,
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где

Mq(f, ρ) =



















(

1

2π

2π
∫

0

∣

∣f(ρeit)
∣

∣

q
dt

)1/q

, 1 ≤ q < ∞;

max
0≤t<2π

|f(ρeit)|, q = ∞.

(1.1)

Известно [10, с. 78; 11, с. 279, 280], что в (1.1) интеграл не убывает при возрастании ρ ∈ (0, 1]
и почти всюду на окружности |z| = 1 существуют угловые граничные значения

f(eit) =: F (t).

При этом функция F ∈ Lq[0, 2π], 1 ≤ q ≤ ∞, и

‖f‖q = ‖F‖q < ∞, (1.2)

где

‖F‖q =



















(

1

2π

2π
∫

0

∣

∣f(eit)
∣

∣

q
dt

)1/q

при 1 ≤ q < ∞,

ess sup
0≤t<2π

|f(eit)| при q = ∞.

(1.3)

Производную r-го порядка (r ∈ Z+) функции f ∈ A(U) определим как обычно:

f (r)(z) :=
drf(z)

dzr
=

∞
∑

k=r

αk,rck(f)z
k−r для r ∈ N, f (0) := f, (1.4)

где
αn,r := n(n− 1) · · · (n− r + 1), n > r, n, r ∈ N; αn,0 = 1, αn,1 = n;

ck(f) — коэффициенты ряда Тейлора функции

f(z) =

∞
∑

k=0

ck(f)z
k. (1.5)

Используя равенство (1.2), полагаем

Hq,ρ :=
{

f ∈ A(Uρ) :
∥

∥f(·)
∥

∥

q,ρ
:=

∥

∥f(ρei(·))
∥

∥

q
< ∞

}

, Hq,1 =: Hq

и для r ∈ Z+

H(r)
q := {f ∈ A(U) : f (r) ∈ Hq}.

Для функции f ∈ Hq определим модуль гладкости равенством

ω2

(

f, 2x
)

q := sup
{∥

∥f
(

ei(·+t)
)

− 2f
(

ei(·)
)

+ f
(

ei(·−t)
)∥

∥

q
: |t| ≤ x

}

, x > 0.

Через Pn−1 обозначим подпространство комплексных алгебраических полиномов степени не
выше n− 1. Равенством

En−1(f)q := inf
{∥

∥f − pn−1

∥

∥

q
: pn−1 ∈ Pn−1

}

определим наилучшее приближение функции f ∈ Hq подпространством Pn−1.
Пусть Φ(t) — положительная неубывающая выпуклая вниз при t > 0 функция такая,

что lim
t→0

Φ(t) = Φ(0) = 0. Определим классы аналитических в круге U функций посредством

мажоранты Φ

W (r)Hq(Φ) :=
{

f ∈ H(r)
q :

n

π − 2

π/(2n)
∫

0

ω2

(

f (r), 2x
)

q
dx ≤ Φ

( π

2n

)

, n ∈ N

}

. (1.6)



О наилучшем совместном приближении функций 285

Л.В.Тайков в работе [3] (в частности) доказал, что если мажоранта Φ(t) при t ∈ (0, π/2]
удовлетворяет ограничению

Φ(λt)

Φ(t)
≥

π

π − 2











1− 2
sin(λπ/2)

λπ
при 0 < λ ≤ 2,

2
(

1−
1

λ

)

при λ ≥ 2,

(1.7)

то для любых n ∈ N и r ∈ Z+, n > r, при 1 ≤ q ≤ ∞ справедливо равенство

En−1

(

W (r)Hq(Φ)
)

:= sup
{

En−1(f)q : f ∈ W (r)Hq(Φ)
}

=
1

αn,r
· Φ

( π

2(n − r)

)

.

В [3] также доказано, что условию (1.7) удовлетворяет, например, функция Φ0(t) = t2/(π−2).

Поскольку для f ∈ H
(r)
q наравне с функциями f и f (r) все промежуточные производные

f (s)(s = 1, 2, . . . , r − 1) также принадлежат пространству Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, (см. [12, c. 1582]), то
представляет интерес отыскание точных значений совместных приближений

En−s−1(f
(s))q,ρ := inf

{
∥

∥f (s) − p
(s)
n−1

∥

∥

q,ρ
: pn−1 ∈ Pn−1

}

на некотором подмножестве функций N ⊆ H
(r)
q , где n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s, 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < ρ ≤ 1. Иными словами, требуется найти точное значение экстремальной величины

En−s−1(N)q,ρ := sup
{

En−s−1(f
(s))q,ρ : f ∈ N

}

. (1.8)

2. Предварительные результаты

Теорема 1. Пусть f ∈ H
(r)
q (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞). Тогда для любых n ∈ N, s ∈ Z+,

удовлетворяющих условию n > r ≥ s, и 0 < ρ ≤ 1 имеет место неравенство

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤

ρn−sαn,s

αn,r
· En−r−1

(

f (r)
)

q
. (2.1)

Существует функция f0 ∈ H
(r)
q , для которой неравенство (2.1) обращается в равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся схемой рассуждений работы [2], где (2.1) дока-
зано в случае s = 0 и ρ = 1 (см. [2, теорема 1]). Пусть Pn−r−1

(

f (r), z
)

— полином наилучшего

приближения производной f (r)(z) в норме пространства Hq:

En−r−1

(

f (r)
)

q
=

∥

∥f (r) − Pn−r−1

(

f (r)
)
∥

∥

q
.

Положим
R(z) := R

(

f (r), z
)

= f (r)(z)− Pn−r−1

(

f (r), z
)

.

Выражая коэффициенты Тейлора ck(f) функции f(z) по формуле

ck(f) =
1

2πiαk,r

∫

|ζ|=1

ζrR(ζ)

ζk+1
dζ, k ≥ n, k, n ∈ N,

и, для z ∈ U, |z| = ρ < 1 полагая

dk(f) = dk,s,n(f) = −
α2n−k,s · |z|

2(n−k)

2πiαk,s · α2n−k,r

∫

|ζ|=1

ζrR(ζ)

ζk+1
dζ, s ≤ k ≤ n− 1,
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с учетом формулы (1.4) для производных f (s) для любых s = 0, 1, 2, . . . , r − 1 получаем

f (s)(z)−
n−1
∑

k=s

αk,sck(f)z
k−s −

n−1
∑

k=s

αk,sdk(f)z
k−s =

∞
∑

k=n

αk,sck(f)z
k−s −

n−1
∑

k=s

αk,sdk(f)z
k−s

=

∞
∑

k=n

αk,s

αk,r

(

zk−s

2πi

∫

|ζ|=1

ζrR(ζ)

ζk+1
dζ

)

+

n−1
∑

k=s

α2n−k,s · |z|
2(n−k)

α2n−k,r

(

zk−s

2πi

∫

|ζ|=1

ζrR(ζ)

ζk+1
dζ

)

=
zr−s

2πi

∫

|ζ|=1

(z

ζ

)n−r
R(ζ)

{ ∞
∑

k=n

αk,s

αk,r

(z

ζ

)k−n
+

n−1
∑

k=s

α2n−k,s

α2n−k,r

∣

∣

∣

z

ζ

∣

∣

∣

2(n−k)(z

ζ

)k−n
}

dζ

ζ

=
zr−s

2πi

∫

|ζ|=1

(z

ζ

)n−r
R(ζ)

{

αn,s

αn,r
+

∞
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r

(z

ζ

)k
+

n−s
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r

(z

ζ

)k
+

∞
∑

k=n−s+1

αn+k,s

αn+k,r

(z

ζ

)k
}

dζ

ζ

=
zr−s

2πi

∫

|ζ|=1

(z

ζ

)n−r
R(ζ)

{

αn,s

αn,r
+

∞
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r

[(z

ζ

)k
+

(z

ζ

)k]
}

dζ

ζ

=
zr−s

2πi

∫

|ζ|=1

(z

ζ

)n−r
R(ζ)

{

αn,s

αn,r
+ 2Re

∞
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r

(z

ζ

)k
}

dζ

ζ
.

Таким образом, с некоторым полиномом P
(s)
n−1(z), зависящим от функции f(z) и ее произ-

водных f (s)(z) (s = 1, 2, . . . , r − 1), справедлива формула

f (s)(z)− P
(s)
(n−1)(z)

=
zr−s

2πi

∫

|ζ|=1

(z

ζ

)n−r
R(ζ)

{

αn,s

αn,r
+ 2Re

∞
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r

(z

ζ

)k
}

dζ

ζ
. (2.2)

Полагая в (2.2) z = ρeit, ζ = eiθ и выполнив замену переменных θ − t = τ , запишем (2.2) в
следующем виде:

f (s)(ρeit)− P
(s)
(n−1)(ρe

it)

=
ρn−sei(r−s)t

2π

2π
∫

0

e−i(n−r)τR
(

ei(t+τ)
)

{

αn,s

αn,r
+ 2

∞
∑

k=1

ρkαn+k,s

αn+k,r
cos kτ

}

dτ. (2.3)

Нетрудно убедиться, что числовая последовательность
{

ρk
αn+k,s

αn+k,r

}∞

k=0
является выпуклой

вниз и ее общий член стремится к нулю при k → ∞. Но тогда в силу теоремы 1.5 [13, с. 294]
функция

Ψn,r,s(t) :=
αn,s

αn,r
+ 2

∞
∑

k=1

αn+k,s

αn+k,r
cos kt

является неотрицательной и интегрируемой на отрезке [0, 2π] функцией.

Пусть 1 ≤ q < ∞. Используя представление разности (2.3), запишем

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤

{

1

2π

2π
∫

0

∣

∣f (s)(ρeit)− P
(s)
n−1(ρe

it)
∣

∣

q
dt

}1/q
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=

{

1

2π

2π
∫

0

∣

∣

∣

ρn−sei(r−s)t

2π

2π
∫

0

e−i(n−r)τR
(

ei(t+τ)
)

Ψn,r,s(τ)dτ
∣

∣

∣

q
dt

}1/q

. (2.4)

В силу обобщенного неравенства Минковского из (2.4) имеем

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤

ρn−s

2π

2π
∫

0

∣

∣e−i(n−r)τΨn,r,s(τ)
∣

∣dτ · ‖R‖q = ρn−s αn,s

αn,r
· ‖R‖q,

и, поскольку ‖R‖q = En−r−1

(

f (r)
)

q
, окончательно получаем

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤ ρn−s αn,s

αn,r
·En−r−1

(

f (r)
)

q
, s = 1, 2, . . . , r − 1,

и тем самым неравенство (2.1) доказано при 1 ≤ q < ∞.
Случай q = ∞ (см. (1.3)) получается предельным переходом. В самом деле, из (2.1) имеем

En−s−1(f
(s))∞,ρ ≤ ‖f (s) − p

(s)
n−1‖∞,ρ = lim

q→∞
‖f (s)(ρ·) − p

(s)
n−1(ρ·)‖q,ρ

= ρn−s · ess sup
0≤t<2π

∣

∣R(eit)
∣

∣

2π
∫

0

∣

∣e−i(n−r)τΨn,r,s(τ)
∣

∣dτ

= ρn−s αn,s

αn,r
· ‖R‖∞ = ρn−sαn,s

αn,r
· En−r−1(f

(r))∞.

Этим неравенство (2.1) полностью доказано. Непосредственным вычислением легко убедиться,

что неравенство (2.1) для функции f0(z) = zn ∈ H
(r)
q (n, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, n > r) обращается

в равенство.
Теорема 1 доказана.

Проведя аналогичные рассуждения, нетрудно доказать, что

∥

∥f (s) − T
(s)
n−1(f)

∥

∥

q,ρ
≤ ρn−sαn,s

αn,r

∥

∥f (r) − T
(r)
n−1(f)

∥

∥

q
, (2.5)

где

Tn−1(f, z) =

n−1
∑

k=0

ck(f)z
k

— частичная сумма (n − 1)-го порядка ряда Тейлора (1.5) функции f ∈ A(U). Легко про-
верить, что неравенство (2.5) превращается в равенство тоже для функции f0(z) = zn. Из
неравенств (2.1) и (2.5) вытекает

Следствие. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 справедливы

равенства

sup
f∈H

(r)
q

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ

En−r−1

(

f (r)
)

q

= ρn−sαn,s

αn,r
, sup

f∈H
(r)
q

∥

∥f (s) − T
(s)
n−1(f)

∥

∥

q,ρ
∥

∥f (r) − T
(r)
n−1(f)

∥

∥

q

= ρn−sαn,s

αn,r
.

Обозначим через W (r)Hq (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞) — множество функций f ∈ H
(r)
q , у которых

‖f (r)‖q ≤ 1. Справедливо следующая

Теорема 2. Для любых чисел n ∈ N, r, s ∈ Z+, удовлетворяющих условию n > r ≥ s, при

любых 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 справедливо равенство

En−s−1(W
(r)Hq)q,ρ := sup

f∈W (r)Hq

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
= ρn−s αn,s

αn,r
. (2.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной функции f ∈ W (r)Hq имеем

En−r−1

(

f (r)
)

q
≤

∥

∥f (r)
∥

∥

q
≤ 1,

а потому из (2.1) сразу следует оценка сверху величины в левой части (2.6)

sup
f∈W (r)Hq

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤ ρn−sαn,s

αn,r
. (2.7)

С другой стороны, для функции f1(z) =
zn

αn,r
, очевидно принадлежащей классу W (r)Hq, имеем

sup
f∈W (r)Hq

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≥ En−s−1

(

f
(s)
1

)

q,ρ
= ρn−sαn,s

αn,r
. (2.8)

Требуемое равенство (2.6) следует из сопоставления неравенств (2.7) и (2.8).

Теорема 2 доказана.

3. Основные результаты

В этом разделе приводим некоторые применения неравенства (2.1). В [3] доказано,что если
структурные свойства функции f ∈ Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, охарактеризовать скоростью убывания
к нулю модуля гладкости граничных значений производной r-го порядка ω2

(

f (r), 2t
)

q
, то для

произвольной функции f ∈ H
(r)
q (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞) при любых n ∈ N, n > r, справедливо

неравенство

En−1(f)q ≤
n− r

(π − 2)αn,r

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f (r), 2t
)

q
dt, (3.1)

и равенство в (3.1) достигается для функции f0(z) = zn ∈ H
(r)
q .

Докажем более общее утверждение.

Теорема 3. Пусть n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s, 0 < ρ ≤ 1. Тогда для любой функции

f ∈ H
(r)
q , 1 ≤ q ≤ ∞, справедливо неравенство

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤

ρn−sαn,s

αn,r
·
n− r

π − 2

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f (r), 2t
)

q
dt, (3.2)

и знак равенства в (3.2) достигается для функции f0(z) = zn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полагая в (3.1) r = 0, f (0) ≡ f и учитывая, что при этом
αn,0 = 1, имеем

En−1(f)q ≤
n

π − 2

π/(2n)
∫

0

ω2(f, 2t)qdt. (3.3)

Заменив в (3.3) число n на n− r и функцию f на f (r), будем иметь

En−r−1

(

f (r)
)

q
≤

n− r

π − 2

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f (r), 2t
)

q
dt. (3.4)
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Учитывая (3.4), из (2.1) для s = 0, 1, . . . , r получаем

En−s−1

(

f (s)
)

q,ρ
≤

ρn−sαn,s

αn,r
·
n− r

π − 2

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f (r), 2t
)

q
dt,

и неравенство (3.2) доказано. Для ранее введенной нами функции f0(z) = zn ∈ H
(r)
q , n ∈ N,

r ∈ Z+, n > r, 1 ≤ q ≤ ∞, имеем

En−s−1

(

f
(s)
0

)

q,ρ
= ρn−sαn,s, 0 < ρ ≤ 1, s = 0, 1, . . . , r;

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f
(r)
0 , 2t

)

q
dt = αn,r

π − 2

n− r
, n > r.

Пользуясь этими равенствами, получаем

ρn−s · αn,s

αn,r
·
n− r

π − 2

π/(2(n−r))
∫

0

ω2

(

f
(r)
0 , 2t

)

q
dt

=
ρn−sαn,s

αn,r
·
n− r

π − 2
· αn,r ·

π − 2

n− r
= ρn−sαn,s = En−s−1

(

f
(s)
0

)

q,ρ
.

Теорема 3 полностью доказана.

Вычислим теперь экстремальную величину En−s−1(N)q,ρ (см. (1.8)) для класса (см. (1.6))
N = W (r)Hq(Φ) (r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞).

Теорема 4. Пусть n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1. Если мажоранта Φ
при любых 0 < t ≤ π/2 удовлетворяет условию (1.7), то при всех s = 0, 1, . . . , r справедливо

равенство

En−s−1

(

W (r)Hq(Φ)
)

q,ρ
= ρn−sαn,s

αn,r
· Φ

( π

2(n − r)

)

. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (3.2), используя определение класса W (r)Hq(Φ),
получаем оценку сверху величины, стоящей в левой части равенства (3.5)

En−s−1

(

W (r)Hq(Φ)
)

q,ρ
≤ ρn−sαn,s

αn,r
· Φ

( π

2(n − r)

)

. (3.6)

При доказательстве основного результата в [6, с. 327, 328] показано, что если мажоранта Φ
удовлетворяет ограничению (1.7), то функция

g(z) =
1

αn,r
· Φ

( π

2(n− r)

)

zn

принадлежит классу W (r)Hq(Φ). Поскольку, кроме того, для этой функции

En−s−1

(

g(s)
)

q,ρ
= ρn−sαn,s

αn,r
· Φ

( π

2(n − r)

)

,

то имеем оценку снизу

En−s−1

(

W (r)Hq(Φ)
)

q,ρ
≥ En−s−1

(

g(s)
)

q,ρ
= ρn−sαn,s

αn,r
· Φ

( π

2(n − r)

)

. (3.7)

Сопоставляя неравенства (3.6) и (3.7), получаем требуемое равенство (3.5).
Теорема 4 доказана.
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