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Обсуждаются свойства оператора обобщенного сдвига, порожденного системой функций S =
{(sin kπx)/(kπx)}∞

k=1
, в пространствах Lq = Lq((0, 1), υ), q ≥ 1, на интервале (0, 1) с весом υ(x) = x2.

Построено интегральное представление этого оператора, и исследована его норма в пространствах Lq,
1 ≤ q ≤ ∞. Оператор сдвига применяется к исследованию неравенства Никольского между равномерной

и Lq-нормами полиномов по системе S.
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1. Введение

1.1. Некоторые обозначения

В данной статье рассматриваются классические комплексные пространства комплексно-
значных измеримых (в частности непрерывных) функций одного переменного на конечном
или бесконечном промежутке I = (a, b) числовой прямой. Пусть υ — неотрицательная сум-
мируемая функция на I, называемая весом. При 0 < q < ∞ обозначим через Lq = Lq(I; υ)
пространство комплекснозначных измеримых по Лебегу на I функций f таких, что функ-
ция υ|f |q суммируема на I. Функционал

‖f‖q = ‖f‖Lq(I;υ) =

(

b
∫

a

|f(x)|qυ(x) dx
)1/q

, f ∈ Lq(I; υ), (1.1)

при 1 ≤ q < ∞ является нормой в пространстве Lq = Lq(I; υ); при 0 < q < 1 он таковым уже
не является. Тем не менее при всех 0 < q < ∞ мы будем называть (1.1) нормой или, точнее,
q-нормой. Пространство L2 = L2(I; υ) (здесь q = 2) является гильбертовым со скалярным
произведением

〈f, g〉 = 〈f, g〉L2(I;υ) =

b
∫

a

f(x) g(x) υ(x) dx, f, g ∈ L2(I; υ).

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2023-913).



28 В.В.Арестов, М.В.Дейкалова

Пространство L∞ = L∞(I) = L∞(I; υ) состоит из (комплекснозначных) измеримых существен-
но ограниченных функций на I; оно наделено равномерной нормой

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(I) = ess sup{|f(x)| : x ∈ I}.

В дальнейшем параметр a, как правило, будет равен нулю; параметр b в зависимости от ситу-
ации будет равен 1, π, 2π либо +∞; в большинстве случаев вес υ(x) = x2.

1.2. Предварительные сведения

Целью данной статьи является изучение свойств оператора обобщенного сдвига (коротко —
оператора сдвига), порожденного системой функций

S = S(1/2) =
{sin kπx

kπx

}∞

k=1
, (1.2)

в пространствах Lq = Lq((0, 1), x2) на интервале (0, 1) с весом υ(x) = x2. Оператор сдвига
будет применен к исследованию неравенства Никольского между равномерной и Lq-нормами
полиномов по системе (1.2).

Система (1.2) порождена нормированной функцией Бесселя

j1/2(x) = Γ(1/2)

(

2

x

)1/2

J1/2(x) =
sinx

x
(1.3)

с индексом 1/2. На полуоси (0,∞) функция (1.3) имеет счетное множество простых нулей

λk = λ
(1/2)
k = kπ, k ≥ 1. Система функций {j1/2(λkx)}k≥1 как раз и есть система (1.2). Свойства

систем функций, построенных подобным образом по функциям Бесселя произвольного индекса
α > −1 в пространствах Лебега на интервале (0, 1) с соответствующим весом Бесселя, можно
найти, в частности, в ([1], гл. 3, § 3.1, (8); [2], гл. 7, § 7.2, (2); [3], гл. 5, § 23). Примем для
функций системы (1.2) при k ≥ 1 короткое обозначение

ηk(x) =

{

sin kπx

kπx
, x ∈ (0, 1],

1, x = 0.
(1.4)

1.3. Ортогональность

Система (1.2) относительно скалярного произведения

〈f, g〉 =
1

∫

0

f(ξ) g(ξ) ξ2 dξ, f, g ∈ L2((0, 1), x2),

ортогональная. В самом деле, имеем

δk,m = 〈ηk, ηm〉 =
1

∫

0

ηk(ξ)ηm(ξ)ξ2 dξ =
1

kmπ2

1
∫

0

sin kπξ sinmπξ dξ

=
[

ξ =
t

π

]

=
1

kmπ3

π
∫

0

sin kt sinmtdt.

Применяя формулу

2 sin a sin b = cos(a− b)− cos(a+ b), (1.5)
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получаем

δk,m =
1

2kmπ3

π
∫

0

(

cos(k −m)t− cos(k +m)t
)

dt.

При k 6= m имеем δk,m = 0. В случае m = k ≥ 1 имеем

δk,k = 〈ηk, ηk〉 =
1

2k2π3

π
∫

0

(

1− cos 2kt
)

dt =
1

2k2π2
.

1.4. Ряды Фурье по системе (1.4)

Система функций (1.4) полна в пространстве L2 = L2((0, 1), x2) (см., например, гл. 5, § 23,
п. 7 в [3], а также лемму 6 ниже). Итак, система (1.4) в пространстве L2 полна и ортогональ-
на, а следовательно, образует ортогональный базис. Так что, произвольная функция f ∈ L2

разлагается (в пространстве L2) в ряд Фурье

f(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(x), fk =
〈f, ηk〉
σk

, (1.6)

σk = δk,k = 〈ηk, ηk〉 =
1

2k2π2
, k ≥ 1.

В терминах разложений Фурье функций f ∈ L2 имеет место обобщенный вариант равенства
Парсеваля

〈f, g〉 =
∞
∑

k=1

σkfkgk, f =
∞
∑

k=1

fkηk, g =
∞
∑

k=1

gkηk,

и, в частности, равенство Парсеваля для квадрата нормы функции

‖f‖22 =
∞
∑

k=1

σk |fk|2, f ∈ L2. (1.7)

1.5. Оператор сдвига в пространстве L2((0, 1), x2)
в терминах рядов Фурье функций

Оператором (обобщенного) сдвига, порожденным системой (1.2), с шагом t ∈ [0, 1] назы-
вают линейный оператор τt, который определен на функциях f ∈ L2 с рядом Фурье (1.6)
формулой

τtf(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(t)ηk(x). (1.8)

Оператор (1.8) есть реализация обобщенного сдвига Бесселя на отрезке для значения пара-
метра Бесселя α = 1/2. Очевидно, τ0 есть единичный (тождественный) оператор и τ1 ≡ 0.
Свойствам и применению оператора обобщенного сдвига Бесселя посвящены обширные иссле-
дования (см. [4–9] и приведенную там библиографию).

Одним из важных свойств оператора (1.8) является в данном случае очевидная формула

τtηk(x) = ηk(t)ηk(x), t, x ≥ 0, k ≥ 1, (1.9)

называемая формулой умножения (для оператора τt на системе функций (1.4)).
Применяя дважды равенство Парсеваля (1.7), получаем

‖τtf‖22 =
∞
∑

k=1

σk |fk|2|ηk(t)|2 ≤ A2(t)

∞
∑

k=1

σk |fk|2 = A2(t)‖f‖22,
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где A(t) = sup{|ηk(t)| : k ≥ 1}, а следовательно, ‖τt‖L2→L2 ≤ A(t). Из формулы умножения (1.9)
следует, что справедливо и обратное неравенство, поэтому на самом деле выполняется равен-
ство

‖τt‖L2→L2 = A(t), t ∈ [0, 1].

При любом целом k ≥ 1 имеет место неравенство | sin ku| ≤ k| sinu|, u ∈ [0,∞); более того,
при любом k ≥ 2 для 0 < u < π это неравенство строгое. Это влечет, что A(t) = η1(t), t ∈ [0, 1].
Итак,

‖τt‖L2→L2 = η1(t) ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.

В частности, A(0) = 1, A(1) = 0. Если же 0 < t < 1, то

‖τt‖L2→L2 =
sinπt

πt
< 1;

более того, в этом случае норма оператора τt в пространстве L2((0, 1), x2) достигается и только
на функциях c η1, c ∈ C.

Основная цель данной статьи состоит в исследовании свойства оператора (1.8) в простран-
ствах Lq = Lq((0, 1), x2), 1 ≤ q ≤ ∞. Исходя из интегрального представления соответству-
ющего оператора для полуоси будет построено интегральное представление оператора τt и
исследована норма оператора сдвига в пространстве Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, на отрезке.

Подобные исследования оператора обобщенного сдвига для системы функций

S(−1/2) =
{

cos
((2k − 1)π

2
t
)}∞

k=1

(что соответствует параметру Бесселя α = −1/2) были проведены в работах авторов [10; 11].
Как оказалось, результаты для систем S(−1/2) и S(1/2) существенно разнятся.

Оператор обобщенного сдвига имеет важные применения в математике [4;12]; в частности, в
теории приближения с помощью оператора сдвига задается гладкость функций (см., например,
работы [5–9] и приведенную там библиографию).

1.6. Полиномы по системе S

Пусть Pn = Pn(C), n ≥ 1, есть множество конечных сумм

φn(x) =

n
∑

k=1

akηk(x) =

n
∑

k=1

ak
sin kπx

kπx
(1.10)

с комплексными коэффициентами по системе (1.2). Функции (1.10) будем называть S-поли-
номами или просто полиномами порядка n. Отметим, что функции (1.10) в точке x = 1 зану-
ляются: φn(1) = 0. Пусть P =

⋃

n≥1Pn(C) есть множество всех полиномов (1.10).
В разд. 3 данной статьи результаты для оператора сдвига будут применены в исследовании

неравенства Никольского между равномерной и Lq((0, 1), x2)-нормами S-полиномов.

2. Интегральное представление оператора сдвига,

порожденного системой S,

в пространствах Lq((0, 1), x2), 1 ≤ q ≤ ∞

В данном разделе будет построено семейство интегральных операторов Tt, t ∈ [0, 1], в
пространствах Lq((0, 1), x2) на интервале (0, 1), относительно которого будет доказано, что
оно является интегральным представлением оператора сдвига (1.8), и оценена его норма в
пространствах Lq((0, 1), x2). Для этого будет использовано интегральное представление соот-
ветствующего оператора обобщенного сдвига на полуоси, его свойства и методы исследования
в пространствах Lq((0,∞), x2) на полуоси, содержащиеся в [6; 9].
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2.1. Классический оператор обобщенного сдвига Бесселя

в пространствах Lq(I, x2), 1 ≤ q ≤ ∞, для полуоси I = (0,∞)

2.1.1. Классический оператор обобщенного сдвига Бесселя. Приведем некоторые
свойства классического оператора обобщенного сдвига Бесселя, порожденного функцией Бес-
селя (см., например, гл. 3, § 3.1 (8) в [1]; гл. 7, § 7.2 (2) в [2]; гл. 2 в [13])

Jα(z) =
(z

2

)α
∞
∑

k=0

(−1)k

Γ(k + 1)Γ(k + α+ 1)

(z

2

)2k
,

или, что то же самое, нормированной функцией Бесселя

jα(z) = Γ(α+ 1)
(2

z

)α
Jα(z) =

∞
∑

k=0

(−1)kΓ(α+ 1)

Γ(k + 1)Γ(k + α+ 1)

(z

2

)2k
(2.1)

при значении параметра α ≥ −1/2. Оператор обобщенного сдвига Бесселя допускает несколько
описаний (представлений) (см. в первую очередь [4]); каждое из них можно принять за его
определение. Часто за определение оператора обобщенного сдвига Бесселя с шагом t ∈ [0,∞)
при α > −1/2 принимают интегральный оператор

T (α)
t f(x) = γ(α)

π
∫

0

f
(

√

t2 + x2 − 2xt cosϕ
)

sin2α ϕdϕ; (2.2)

здесь

γ(α) =
Γ(α+ 1)

Γ
(1

2

)

Γ
(

α+
1

2

)
=

1
∫ π

0
sin2α ϕdϕ

.

При α = −1/2 оператор обобщенного сдвига Бесселя определяется формулой

T (−1/2)
t f(x) =

1

2

{

f(x+ t) + f(|x− t|)
}

.

Для оператора T (α)
t при α ≥ −1/2 на функциях η

(α)
y (x) = jα(yx), зависящих от параметра

y ≥ 0, имеет место формула

T (α)
t η(α)y (x) = η(α)y (t)η(α)y (x), t, x ≥ 0, (2.3)

называемая формулой умножения для функций Бесселя (2.1); впервые формулу умноже-
ния (2.3) получил в 1875 г. Л. Гегенбауэр ([1] § 11.41, (16)).

Свойства оператора обобщенного сдвига обстоятельно исследовал Б.М.Левитан (см. § 7

в [4]). Он, в частности, доказал ([4] § 7, (7.4)), что при всех α ≥ −1/2 оператор T (α)
t является

самосопряженным, а точнее, если функция f непрерывная и на полуоси [0,∞) суммируема с
весом Бесселя x2α+1, а функция g непрерывная и ограниченная на полуоси, т. е. g ∈ C[0,∞),
то имеет место формула

∞
∫

0

(T (α)
t f)(x)g(x)x2α+1dx =

∞
∫

0

f(x)(T (α)
t g)(x)x2α+1dx.

Оператор T (α)
t ограничен в пространствах Lq((0,∞), x2α+1) при всех α ≥ −1/2, t ≥ 0,

1 ≤ q ≤ ∞ и, более того,

‖T (α)
t ‖q,α = ‖T (α)

t ‖Lq((0,∞),x2α+1)→Lq((0,∞),x2α+1) = 1. (2.4)
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Случай α = −1/2 очевиден. При α > −1/2 неравенство ‖T (α)
t ‖q,α ≤ 1 доказал С.С.Платонов

(см. формулы (2.24) и (2.21) в [6]); равенство нормы единице в (2.4) и достижимость норм при
t > 0 обсуждались в леммах 6 и 7 работы [9].

2.1.2. Оператор сдвига Бесселя при α = 1/2. При α = 1/2 функция (2.1) есть sinc-

функция (1.3). Формула (2.2) для оператора Tt = T (1/2)
t принимает вид

Ttf(x) =
1

2

π
∫

0

f
(

√

t2 + x2 − 2xt cosϕ
)

sinϕdϕ. (2.5)

Сделав в (2.5) замену ξ = cosϕ, получаем представление

Ttf(x) =
1

2

1
∫

−1

f
(

√

t2 + x2 − 2xtξ
)

dξ. (2.6)

Функция u =
√

t2 + x2 − 2xtξ по ξ ∈ [−1, 1] монотонно и непрерывно меняется от x+t до |x− t|.
В последнем интеграле перейдем от переменного ξ к переменному u =

√

t2 + x2 − 2xtξ. В ре-
зультате получаем для (Ttf)(x) представление

Ttf(x) =
x+t
∫

|x−t|

f(u)Ψ(t, x, u) du; Ψ(t, x, u) =
u

2xt
, xt > 0. (2.7)

При фиксированных xt > 0 функция Ψ(t, x, u) по переменному u ∈ (|x− t|, x+ t) положитель-
ная, и, как легко проверить,

x+t
∫

|x−t|

Ψ(t, x, u) du = 1. (2.8)

В некоторых ситуациях нам будет удобно рассматривать функцию Ψ(t, x, u) для u ∈ (0,∞),
положив Ψ(t, x, u) = 0 для u ∈ (0,∞) \ (|x− t|, x+ t).

Для функций

ηy(x) = η(1/2)y (x) =
sinxy

xy
, xy 6= 0; ηy(x) = 1, xy = 0,

как частный случай (2.3) имеет место формула умножения

Ttηy(x) = ηy(t)ηy(x). (2.9)

В данном случае ее нетрудно обосновать. В самом деле, при yxt 6= 0

Ttηy(x) =
1

2xt

x+t
∫

|x−t|

u
sinuy

uy
du =

1

2xty

x+t
∫

|x−t|

sinuy du

= − 1

2xty2
cosuy

∣

∣

∣

x+t

|x−t|
=

1

2xty2
(cos y(x− t)− cos y(x+ t)).

Применяя формулу (1.5), получаем

Ttηy(x) =
1

xty2
sin yx sin yt =

sin yx

yx

sin yt

yt
= ηy(x)ηy(t).

Формула умножения (2.9), по крайней мере при yxt 6= 0, проверена.
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Формулы (2.9) и (1.9) влекут, что на множестве полиномов (1.10) имеет место равенство

Ttf = τtf, f ∈ P.

Этот факт расширяет возможности изучения оператора сдвига (1.8). Однако на этом пути
есть трудности. Мы хотим изучать оператор сдвига в пространствах Lq((0, 1), x2); функции из
этих пространств определены лишь для x ∈ (0, 1). Формула же (2.7) требует при t ∈ [0, 1] зна-
чения функции f на интервале (0, 1 + t), большем единичного. Поэтому оператор (2.7) нельзя
использовать в качестве интегрального представления оператора сдвига τt на отрезке [0, 1].

2.2. Интегральное представление оператора сдвига по системе S

в пространствах Lq((0, 1), x2), 1 ≤ q ≤ ∞

В данном разделе, исходя из представления (2.6), а точнее формулы (2.7) для оператора
обобщенного сдвига Tt, t ≥ 0, на полуоси, будет построено семейство интегральных операто-
ров Tt, t ∈ [0, 1], в пространствах Lq(I, x2) на промежутке I = (0, 1), относительно которого
будет доказано, что оно является интегральным представлением оператора сдвига (1.8).

2.2.1. Конструкция оператора сдвига на отрезке. Зададим семейство операторов Tt,
t ∈ (0, 1), на пространстве L1((0, 1), x2) формулой

Ttf(x) =

min{x+t,2−(x+t)}
∫

|x−t|

f(u)Ψ(t, x, u) du, Ψ(t, x, u) =
u

2xt
. (2.10)

Используя обозначение интервала

U(t, x) = (|x− t|,min{x+ t, 2− (x+ t)}) , x, t ∈ (0, 1], (2.11)

перепишем формулу (2.10) в виде

Ttf(x) =
1

2xt

∫

U(t,x)

uf(u) du. (2.12)

Нетрудно понять, что для каждого t ∈ (0, 1) при x 6= t интеграл в правой части (2.12) сходится
и по x ∈ (0, 1) \ {t} является непрерывной функцией.

Доопределим операторы Tt для t = 0 и t = 1, исходя из предельных соображений. Для
значений t = 0 естественно положить

T0f(x) = f(x), f ∈ L1((0, 1), x2), (2.13)

т. е. считать, что T0 есть тождественный оператор. В самом деле, при 0 < t < x < 1 для
значений t со свойством 0 < x+ t < 1 формула (2.12) принимает вид

Ttf(x) =
1

2xt

x+t
∫

x−t

uf(u) du.

В пределе при t → +0 (по крайней мере в точках Лебега x ∈ (0, 1) функции f) как раз имеем
предельное значение (2.13).

В случае t = 1 естественно положить

T1f(x) ≡ 0, f ∈ L1((0, 1), x2). (2.14)
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В самом деле, при 1/2 < t < 1 для значений x, удовлетворяющих условию 0 < 1−t < x < t < 1,
формула (2.12) принимает вид

Ttf(x) =
1

2xt

2−(x+t)
∫

t−x

uf(u) du.

Длина отрезка интегрирования здесь 2− (x+ t)− (t− x) = 2(1− t). Функция f ∈ L1((0, 1), x2)
на интервале (x0, 1) при любом 0 < x0 < 1 суммируема. Отсюда в силу свойства абсолютной
непрерывности интеграла Лебега по множеству следует, что

x · Ttf(x) =
1

2t

2−(x+t)
∫

t−x

uf(u) du → 0, t → 1− 0.

Поэтому естественно определить оператор T1 именно формулой (2.14).

В дальнейшем под формулой (2.10) при t = 0 и t = 1 предполагается понимать форму-
лы (2.13) и (2.14) соответственно.

Убедимся, что для оператора (2.12) на системе функций

ηk(x) =
sin kπx

kπx
, x ∈ (0, 1]; ηk(0) = 1 (2.15)

имеет место формула умножения (ср. с (2.9), (1.9)).

Лемма 1. Для оператора Tt, 0 ≤ t ≤ 1, на элементах системы (2.15) при любом k ≥ 1
имеет место формула

Ttηk(x) = ηk(t)ηk(x), 0 ≤ x ≤ 1, (2.16)

называемая формулой умножения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для значений t = 0 и t = 1 в силу (2.13) и (2.14) формула (2.16)
выполняется.

Пусть теперь 0 < t, x < 1. Введем обозначение концевых точек A = A(t, x) = |x − t|,
B = B(t, x) = min{x+ t, 2− (x+ t)} интервала (2.11). Согласно формуле (2.12) имеем

(Ttηk)(x) =
1

2xt

B(t,x)
∫

A(t,x)

uηk(u) du =
1

2xt

1

kπ

B(t,x)
∫

A(t,x)

sin kπu du

= − 1

2xt

1

kπ

1

kπ
cos(kπu)

∣

∣

∣

B(t,x)

A(t,x)
=

1

2xt

1

kπ

1

kπ

(

cos(kπA)− cos(kπB)
)

.

В силу четности и 2π-периодичности функции cos имеем

cos(kπA) = cos(kπ(x− t)),

cos(kπB) = cos
(

kπmin{x+ t, 2− (x+ t)}
)

= cos(kπ(x+ t)).

Применяя теперь формулу 2 sin a sin b = cos(a− b)− cos(a+ b), получаем

(Ttηk)(x) =
1

2xt

1

kπ

1

kπ
2 sin kπt sin kπx =

sin kπt

kπt

sin kπx

kπt
= ηk(t)ηk(x).

Формула (2.16) проверена.
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О п р е д е л е н и е. Имея в виду свойство (2.16), будем называть семейство операторов Tt,
0 ≤ t ≤ 1, интегральным представлением оператора сдвига (1.8) или даже оператором сдвига
с шагом t по системе S на отрезке.

2.2.2. Ограниченность и норма оператора сдвига Tt, 0 ≤ t ≤ 1, в пространстве
Lq((0, 1), x2), 1 ≤ q ≤ ∞. Введем обозначение

E(t, x) = (Tte)(x) (2.17)

для значения оператора сдвига с шагом 0 < t < 1 на функции e(x) ≡ 1. Это функция двух
переменных 0 < t, x < 1; вычислим функцию (2.17) явно. Имеем

Tte(x) =

∫

U(t,x)

u

2xt
du =

u2

4xt

∣

∣

∣

U(t,x)
;

напомним, что согласно (2.11)

U(t, x) = (|x− t|,min{x+ t, 2− (x+ t)}) , x, t ∈ (0, 1).

В зависимости от положения точки x ∈ (0, 1) находим

Tte(x) =
u2

4xt

∣

∣

∣

U(t,x)
=

(x+ t)2 − (x− t)2

4xt
= 1, 0 < x ≤ 1− t,

Tte(x) =
u2

4xt

∣

∣

∣

U(t,x)
=

1

4xt

(

(2− (x+ t))2 − (x− t)2
)

=
(1− x)(1− t)

xt
, 0 < 1− t ≤ x < 1.

Таким образом,
E(t, x) = Tte(x) = 1, 0 < x ≤ 1− t,

E(t, x) = Tte(x) =
(1− x)(1− t)

xt
< 1, 0 < 1− t < x < 1.

На всем интервале (0, 1) справедлива оценка

0 ≤ E(t, x) = Tte(x) ≤ 1, x ∈ (0, 1). (2.18)

Лемма 2. В пространстве L1 = L1((0, 1), x2) при (фиксированном) t ∈ (0, 1) справедливы

следующие утверждения:
(1) Для любой функции f ∈ L1((0, 1), x2) функция

Ttf(x) =
1

2xt

∫

U(t,x)

uf(u) du (2.19)

суммируема с весом x2 на (0, 1), т. е. принадлежит пространству L1((0, 1), x2), и имеет

место формула
1

∫

0

x2(Ttf)(x)dx =

1
∫

0

x2f(x)E(t, x)dx. (2.20)

(2) Для модуля |f | функции f ∈ L1((0, 1), x2) выполняются соотношения

1
∫

0

x2(Tt|f |)(x)dx =

1
∫

0

x2|f(x)|E(t, x)dx ≤
1

∫

0

x2|f(x)| dx. (2.21)

(3) Оператор сдвига Tt является линейным ограниченным оператором в пространстве

L1 = L1((0, 1), x2), и его L1-норма равна единице:

‖Tt‖L1→L1 = 1.

На функции f ∈ L1 норма достигается в том и только том случае, если функция f сохра-

няет знак (почти всюду) на (0, 1 − t) и f(x) ≡ 0, x ∈ (1− t, 1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выше уже отмечалось, что для функции f ∈ L1((0, 1), x2) ин-
тегралы в правой части (2.19) при любом x ∈ (0, 1), x 6= t, существуют, и на множестве
X(t) = (0, t) ∪ (t, 1) функция (2.19) непрерывная.

Достаточно доказать первое утверждение леммы для неотрицательных функ-
ций f ∈ L1((0, 1), x2). Преобразуем интеграл в правой части (2.20):

I =

1
∫

0

x2f(x)E(t, x)dx.

Заменим здесь функцию E(t, u) ее выражением (2.17):

I =

1
∫

0

x2f(x)E(t, x)dx =
1

2t

1
∫

0

xf(x)

∫

U(t,x)

u du dx. (2.22)

Обозначим через Π(t), 0 < t < 1, прямоугольник

Π(t) =
{

(x, u) ∈ (0, 1)2 : x ∈ (0, 1), u ∈ (|x− t|,min{x+ t, 2− (x+ t)})
}

;

его можно описать симметричным образом:

Π(t) =
{

(x, u) ∈ (0, 1)2 : u ∈ (0, 1), x ∈ (|u− t|,min{u+ t, 2− (u+ t)})
}

.

С помощью характеристической функции χ = χΠ(t) прямоугольника Π(t) интеграл (2.22) мож-
но представить в виде повторного интеграла

I =
1

2t

1
∫

0

1
∫

0

xf(x)χ(x, u)u du dx. (2.23)

Подынтегральная функция xf(x)χ(x, u)u есть произведение трех измеримых функций xf(x),
χ(x, u), u на прямоугольнике (0, 1)2, поэтому также измерима. В силу теоремы Фубини—
Тонелли (см., например, гл. 3, § 11, теоремы 9, 14 в [14]; гл. 12, § 3, теорему 1, § 4, теорему 2
в [15]) в (2.23) можно поменять порядки интегрирования, а точнее, функция

u

∫

U(t,u)

xf(x)dx

суммируема на (0, 1), и имеет место равенство

1

2t

1
∫

0

1
∫

0

xf(x)χ(x, u)u du dx =
1

2t

1
∫

0

u

∫

U(t,u)

xf(x)dx du.

Таким образом, для величины (2.23) выполняется равенство

I =

1
∫

0

u2
1

2ut

∫

U(t,u)

xf(x)dx du.

Тем самым первое утверждение леммы 2, включая равенство (2.20), доказано.

Утверждение (2.21) есть следствие равенства (2.20) и оценок (2.18).
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Обоснуем третье утверждение леммы. В силу формулы (2.12) для любой функции f ∈ L1

для x ∈ (0, 1), x 6= t, справедливо неравенство

|(Ttf)(x)| =
∣

∣

∣

∣

1

2xt

∫

U(t,x)

uf(u) du

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2xt

∫

U(t,x)

u|f(u)| du = (Tt|f |)(x). (2.24)

Отсюда и из равенства (2.20) следуют оценки

‖Ttf‖1 ≤ ‖Tt|f | ‖1 =
1

∫

0

x2|f(x)|E(t, x)dx ≤
1

∫

0

x2|f(x)|dx = ‖f‖1. (2.25)

В силу этих оценок оператор Tt ограничен в пространстве L1, и его норма не превосходит 1.
Убедимся, что норма оператора на самом деле равна 1, и опишем все функции, на которых
эта норма достигается; эти функции обращают в равенство оба неравенства в (2.25).

Для того чтобы на функции f ∈ L1 обратилось в равенство (2.25), необходимо и достаточно,
чтобы 1) на этой функции почти для всех x ∈ (0, 1) обратилось в равенство неравенство (2.24)
и 2) выполнялось свойство f(x) = 0, x ∈ (1−t, 1). Неравенство (2.24) обращается в равенство в
том и только том случае, если почти всюду на интервале U(t, x) = (|x−t|,min{x+t, 2−(x+t)})
функция f сохраняет знак. Объединение интервалов U(t, x) есть интервал (0, 1):

∪{U(t, x) : x ∈ (0, 1 − t)} = (0, 1).

Соображения компактности влекут, что для любого отрезка [a, b] ⊂ (0, 1) найдется конечная
система интервалов {I(t, xk)}Nk=1, покрывающая отрезок: [a, b] ⊂ ∪{I(t, xk) : 1 ≤ k ≤ n}. При
этом можно считать, что для любого k, 1 ≤ k ≤ N − 1, интервалы I(t, xk), I(t, xk+1) пересека-
ются: I(t, xk)∩ I(t, xk+1) 6= ∅. Поскольку на каждом из интервалов I(t, xk), I(t, xk+1) функция
почти всюду сохраняет знак, она будет иметь один и тот же знак и (почти всюду) на их объ-
единении I(t, xk)∪I(t, xk+1), а значит, на всем отрезке [a, b], а как следствие и на (0, 1). Помимо
того, она должна зануляться на (1− t, 1).

Все утверждения леммы 2 доказаны.

Лемма 3. Оператор сдвига Tt, 0 < t < 1, является линейным ограниченным оператором

в пространстве L∞ = L∞(0, 1), и его норма в L∞ равна единице:

‖Tt‖L∞→L∞ = 1.

Более того, при каждом 0 < t < 1 имеет место точное поточечное неравенство

|Ttf(x)| ≤ E(t, x)‖f‖∞, x ∈ (0, 1);

это неравенство на функции f ∈ L∞(0, 1) обращается в равенство в том и только том

случае, если функция f достигает равномерной нормы (почти) в каждой точке промежут-

ка U(t, x) и сохраняет на U(t, x) знак, т. е. f(u) = ζ ‖f‖∞ (почти) для всех u ∈ U(t, x), здесь

ζ есть константа с единичным модулем: |ζ| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции f ∈ L∞ функция

(Ttf)(x) =

∫

U(t,x)

f(u)Ψ(t, x, u)du =
1

2xt

∫

U(t,x)

uf(u)du

непрерывна и ограничена на интервале x ∈ (0, 1). Более того, поточечно для x ∈ (0, 1) выпол-
няется оценка

|(Ttf)(x)| ≤ E(t, x)‖f‖∞.

Отсюда нетрудно получить все утверждения леммы.
Лемму 3 можно считать доказанной.
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Лемма 4. Оператор сдвига Tt при 0 ≤ t ≤ 1 является линейным ограниченным в Lq =
Lq((0, 1), x2) для любого q, 1 ≤ q ≤ ∞, и его норма в Lq не превосходит единицы:

‖Tt‖Lq→Lq ≤ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения леммы для значений t = 0 и t = 1 при всех
значениях 1 ≤ q ≤ ∞ содержатся соответственно в (2.13) и (2.14). Будем считать, что 0 < t < 1.

При q = 1 и q = ∞ утверждения леммы содержатся соответственно в леммах 2 и 3.

Итак, будем считать, что 1 < q < ∞, 0 < t < 1. Имеет место вложение
Lq((0, 1), x2) ⊂ L1((0, 1), x2). В силу этого вложения и утверждения леммы 2 оператор
сдвига

(Ttf)(x) =

∫

U(t,x)

f(u)Ψ(t, x, u)du

определен на пространстве Lq и является линейным оператором из Lq, по крайней мере, в L1.
Убедимся, что на самом деле Ttf ∈ Lq для f ∈ Lq. Действительно, для x ∈ (0, 1) в силу
неравенства Гельдера имеем

|(Ttf)(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫

U(t,x)

f(u)Ψ(t, x, u)du

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

U(t,x)

f(u)(Ψ(t, x, u))1/q(Ψ(t, x, u))1/q
′

du

∣

∣

∣

∣

≤
(

∫

U(t,x)

|f(u)|qΨ(t, x, u)du

)1/q( ∫

U(t,x)

Ψ(t, x, u)du

)1/q′

,

(2.26)

здесь q′ = q/(q − 1) есть сопряженный показатель для q. В силу (2.8) последний интеграл
в (2.26) не превосходит 1. Следовательно, справедливо неравенство

|(Ttf)(x)| =
∣

∣

∣

∣

∫

U(t,x)

f(u)Ψ(t, x, u)du

∣

∣

∣

∣

≤
(

∫

U(t,x)

|f(u)|qΨ(t, x, u)du

)1/q

.

Применяя последнюю оценку и равенство (2.20) для функции |f |q, получаем

‖Ttf‖qq ≤ ‖Tt(|f |q)‖1 ≤ ‖|f |q‖1 = ‖f‖qq.

Таким образом, Tt есть линейный ограниченный оператор в пространстве Lq, и его норма в Lq

не превосходит единицы.

Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Оператор сдвига Tt при 0 ≤ t ≤ 1 в пространстве L2 = L2((0, 1), x2) совпадает

с оператором τt:

Ttf = τtf, f ∈ L2((0, 1), x2),

и как следствие для нормы оператора Tt в L2 имеет место равенство

‖Tt‖L2→L2 = A(t),

где

A(t) =
sinπt

πt
, 0 < t ≤ 1, A(0) = 1.

При 0 < t < 1 норма оператора Tt достигается лишь на функциях cη1, c ∈ C.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция f ∈ L2((0, 1), x2) представима в виде суммы (1.6) ее
ряда Фурье:

f(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(x), fk =
〈f, ηk〉
〈ηk, ηk〉

;

этот ряд сходится к f в L2. Согласно предыдущей лемме оператор Tt в пространстве
L2((0, 1), x2) ограничен. Поэтому

(Ttf)(x) =

∞
∑

k=1

fk(Ttηk)(x).

Применяя теперь формулу умножения (2.16), получаем

(Ttf)(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(t)ηk(x).

Ввиду (1.8) такое же представление имеет и оператор τt.

Лемму 5 можно считать доказанной.

В следующем утверждении используется обозначение q = max{q, q′}, где q′ = q/(q−1) есть
показатель, сопряженный для q, 1 ≤ q ≤ ∞.

Теорема 1. Оператор сдвига Tt при 0 ≤ t ≤ 1 является линейным ограниченным опе-

ратором в пространстве Lq = Lq((0, 1), x2) для любого q, 1 ≤ q ≤ ∞, и для его нормы Lq

справедливы оценки

A(t) ≤ ‖Tt‖Lq→Lq ≤
(

A(t)
)2/q

. (2.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху (2.27) при q = 1, q = ∞ и q = 2 содержится
соответственно в леммах 2, 3 и 5. Воспользуемся раздельно для 1 ≤ q ≤ 2 и 2 ≤ q ≤ ∞
теоремой Рисса о выпуклости (см., например, гл. 6, § 10, п. 12, следствие в [14] или гл. 5, § 1,
теорему 1.3 в [16]).

Для значений 1 ≤ q ≤ 2 в силу теоремы Рисса о выпуклости оператор Tt является линейным
ограниченным в пространстве Lq, и для его нормы справедлива оценка

‖Tt‖Lq→Lq ≤
(

A(t)
)2/q′

, q′ = q/(q − 1).

В случае 2 ≤ q ≤ ∞ в силу тех же соображений оператор Tt является ограниченным в про-
странстве Lq, и для его нормы справедлива оценка

‖Tt‖Lq→Lq ≤
(

A(t)
)2/q

.

Тем самым ограниченность оператора Tt в Lq и оценка сверху в (2.27) обоснованы.

Оценка снизу в (2.27) есть следствие формулы умножения (2.16).

Теорема 1 доказана.

2.3. Плотность множества S-полиномов в пространствах Lq((0, 1), x2)
и ее применение для оператора сдвига

В данном разделе и ниже под L∞ наряду с классическим пространством L∞(0, 1) иногда
понимается пространство C = C[0, 1] функций f, непрерывных на отрезке [0, 1], с равномерной
нормой, а иногда подпространство C0 = C[0, 1]0 пространства C[0, 1] функций f, зануляющихся
в точке 1: f(1) = 0; эти случаи будут оговариваться особо.
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2.3.1. Плотность множества S-полиномов в пространствах Lq((0, 1), x2). На-
помним, что Pn = Pn(C), n ≥ 1, есть множество S-полиномов порядка n с комплексными
коэффициентами

φn(x) =
n
∑

k=1

akηk(x) =
n
∑

k=1

ak
sin kπx

kπx
(2.28)

и P =
⋃

n≥1Pn есть множество всех полиномов (2.28).

Лемма 6. Множество P полиномов (2.28) плотно в пространстве Lq = Lq((0, 1), x2)
при всех q, 1 ≤ q ≤ ∞. Под L∞ здесь понимается пространство C0 = C[0, 1]0 функций f,
непрерывных на отрезке [0, 1], зануляющихся в точке 1: f(1) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем со случая q = ∞. Пусть f ∈ C0. Сгладим эту функцию
в несколько шагов.

(1) Для чисел 0 < α < β < 1 определим функцию fα,β соотношениями

fα,β(x) =















f(x), 0 ≤ x ≤ α;

f(α)
β − x

β − α
, α ≤ x ≤ β;

0, β ≤ x ≤ 1.

Поскольку f(1) = 0, то ‖f − fα,β‖C[0,1] → 0, α → 1− 0. При этом fα,β ∈ C[0, 1]0.
Достаточно теперь приблизить функцию fα,β; будем использовать для этой функции вновь

обозначение f. Сейчас важно лишь, что f непрерывна на [0, 1] и f(x) = 0 для x ∈ [β, 1] при
некотором 0 < β < 1.

(2) Продолжим функцию f четно на [−1, 1] и нулем вне отрезка [−1, 1]. Поcтроенную функ-
цию обозначим тем же символом f. Сгладим эту функцию. А именно, обозначим через ω
шапочку Соболева, т. е. бесконечно дифференцируемую на оси функцию, четную, неотрица-

тельную, носитель которой сосредоточен на [−1, 1], с единичным интегралом

∫ 1

−1
ω(x)dx = 1.

При δ > 0 функция ωδ(t) = ω(t/δ)/δ, t ∈ (−∞,∞), имеет подобные свойства. Рассмотрим
свертку функций f и ωδ:

fδ(x) = (f ∗ ωδ)(x) =

∞
∫

−∞

f(x+ u)ωδ(u)du.

Нетрудно понять, что при δ → +0 функция fδ будет равномерно сходиться к функции f на
всей оси. Будем считать, что δ < 1− β.

Достаточно теперь приблизить функцию fδ; будем использовать для этой функции вновь
обозначение f. Сейчас важно лишь, что f бесконечно дифференцируемая на всей оси, четная
и ее носитель сосредоточен на отрезке [−∆,∆], ∆ = β + δ < 1.

(3) Функция F (x) = xf(x) бесконечно дифференцируемая на всей оси, нечетная, ее но-
ситель сосредоточен на том же отрезке [−∆,∆], ∆ = β + δ < 1. Тригонометрический ряд
Фурье функции F на отрезке [−1, 1] обладает следующими свойствами. Поскольку функция
F нечетная, то этот ряд будет рядом по синусам. А поскольку функция F бесконечно диффе-
ренцируемая, то ряд Фурье будет сходиться к функции F на [−1, 1] равномерно:

xf(x) =
∞
∑

k=1

bk sin kπx, x ∈ [−1, 1],

и, более того, коэффициенты Фурье {bk} будут сходиться к нулю быстрее любой степени но-
мера k. Разделим это соотношение на x:

f(x) = π

∞
∑

k=1

kbk
sin kπx

kπx
, x ∈ [−1, 1], x 6= 0. (2.29)
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Вместе с последовательностью {bk} последовательность {kbk} сходится к нулю быстрее любой
степени k. Следовательно, ряд в правой части (2.29) сходится равномерно на [−1, 1]. Отсюда и
из соображений непрерывности следует, что разложение (2.29) имеет место для всех x ∈ [−1, 1],
включая точку x = 0, и сходимость ряда равномерная на [−1, 1]. Этот факт, в частности,
влечет, что функция f аппроксимируется множеством P полиномов. Утверждение леммы 6
для q = ∞ доказано.

Рассмотрим теперь случай 1 ≤ q < ∞. Пусть f ∈ Lq((0, 1), x2); для этой функции

‖f‖q =
(

1
∫

0

|f(x)|qx2dx
)1/q

< ∞.

Возьмем любое ǫ > 0. Выберем число h, 0 < h < 1, так, чтобы

∫ h

0
|f(x)|qx2dx < ǫq.

Достаточно приблизить функцию fh, определенную соотношением

fh(x) =

{

f(x), h ≤ x < 1;
0, 0 < x < h.

Эта функция принадлежит пространству Lq = Lq((0, 1), 1) (с единичным весом на (0, 1)).
Довольно очевидно, что существует функция g ∈ C[0, 1]0 такая, что

‖fh − g‖Lq =

(

1
∫

0

|fh(x)− g(x)|qdx
)1/q

< ǫ.

Согласно первой части доказательства существует полином (2.28) такой, что
‖g − φn‖C[0,1]0 < ǫ. Как следствие

‖g − φn‖q =
(

1
∫

0

|g(x) − φn(x)|qx2dx
)1/q

≤ cqǫ, cq = 3−1/q.

Объединяя полученные результаты, получаем, что

‖f − φn‖q =
(

1
∫

0

|f(x)− φn(x)|qx2dx
)1/q

< (2 + cq)ǫ.

Лемма 6 полностью доказана.

2.3.2. О связи операторов τt и Tt. В данной статье мы исходим из определения (1.8)
оператора обобщенного сдвига τt по системе функций (1.2). Однако формулой (1.8) оператор
сдвига τt корректно определен лишь в пространстве L2((0, 1), x2).

Обсудим ситуацию в пространстве Lq((0, 1), x2) для произвольного q, 1 ≤ q ≤ ∞. Опера-
тор сдвига τt определен формулой (1.8) на подпространстве S-полиномов P ⊂ Lq((0, 1), x2).
В силу (1.9) и (2.16) операторы (1.8) и (2.10) на множестве P совпадают: Ttφ = τtφ, φ ∈ P,
0 ≤ t ≤ 1. Согласно результатам теоремы 1 оператор Tt, 0 ≤ t ≤ 1, ограничен в Lq((0, 1), x2)
при произвольном q, 1 ≤ q ≤ ∞. Значит, оператор Tt, 0 ≤ t ≤ 1, а вместе с ним и оператор τt,
0 ≤ t ≤ 1, являются ограниченными операторами и на подпространстве P с нормой про-
странства Lq((0, 1), x2). Согласно лемме 6 множество P плотно в пространстве Lq((0, 1), x2).
Следовательно, справедливо такое утверждение.

Теорема 2. При любом q, 1 ≤ q ≤ ∞, оператор Tt, 0 ≤ t ≤ 1, можно интерпретировать

как (однозначное) продолжение по непрерывности оператора τt, 0 ≤ t ≤ 1, с подпростран-

ства P на все пространство Lq = Lq((0, 1), x2) с сохранением нормы. Здесь вновь под L∞

понимается пространство C0 = C[0, 1]0 функций f, непрерывных на отрезке [0, 1], зануляю-

щихся в точке 1.
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3. Неравенство Никольского между равномерной

и Lq((0, 1), x2)-нормами полиномов по системе S

3.1. Применение оператора обобщенного сдвига

в неравенстве Никольского для S-полиномов

Оператор обобщенного сдвига (2.10) оказался полезным в исследовании точного неравен-
ства разных метрик (неравенства Никольского)

‖φn‖C[0,1] ≤ M(n)q‖φn‖q, φn ∈ Pn, (3.1)

между равномерной нормой ‖φn‖C[0,1] = max{|φn(x)| : x ∈ [0, 1]} и интегральной q-нормой с
весом x2

‖φn‖q = ‖φn‖Lq((0,1),x2) =
(

1
∫

0

|φn(x)|q x2 dx
)1/q

на множестве Pn полиномов

φn(x) =
n
∑

k=1

akηk(x) =
n
∑

k=1

ak
sin kπx

kπx

порядка n по системе (1.2) с комплексными коэффициентами.
Наряду с неравенством (3.1) рассмотрим точное поточечное неравенство

|φn(t)| ≤ M(n; t)q‖φn‖q, φn ∈ Pn, (3.2)

для точек t ∈ [0, 1]. Особенно важным для нас является неравенство (3.2) в концевой точ-
ке t = 0:

|φn(0)| ≤ M(n, 0)q‖φn‖q, φn ∈ Pn. (3.3)

Такие неравенства впервые (для тригонометрических полиномов) возникли в работе Джек-
сона [17], однако обстоятельно они были исследованы и применены С.М.Никольским (см. [18];
гл. 3, § 3.3 в [19]), поэтому их называют неравенствами Никольского или неравенствами разных
метрик. К настоящему времени подобные неравенства для тригонометрических полиномов, ал-
гебраических многочленов и целых функций составляют обширный раздел теории функций
(см. монографии [20]; гл. 3, §§ 3.5–3.6 в [21]; [22–24]; гл. 8, § 8.4 в [25]; статьи [26–31] и приве-
денную там библиографию).

Теорема 3. При 1 ≤ q < ∞, n ≥ 1 справедливы следующие утверждения.

(1) Наилучшие константы в неравенствах (3.1) и (3.3) совпадают:

M(n)q = M(n, 0)q. (3.4)

(2) Неравенства (3.1) и (3.3) имеют одно и то же множество экстремальных полино-

мов. Экстремальные полиномы этих неравенств достигают равномерной нормы только в

точке 0.

Для обоснования теоремы будет применен оператор сдвига Tt. Впервые мы использовали
соответствующий оператор (обобщенного) сдвига в исследовании неравенства разных метрик
типа (3.1) в работе [32], в дальнейшем этот метод использовался в ряде других работ (см.
[9–11;31; 33–35] и приведенную там библиографию).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство M(n, 0)q ≤ M(n)q для наилучших констант в нера-
венствах (3.1) и (3.3) очевидно. Докажем обратное неравенство. Воспользуемся оператором
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сдвига, представленным формулами (2.10) или (1.8) в зависимости от ситуации. Пусть f ∈ Pn

и равномерная норма f достигается в некоторой точке t ∈ [0, 1]. Из определения (1.8) вид-
но, что функция g(x) = (Ttf)(x) также является полиномом порядка n и обладает свойством
g(0) = f(t). Применяя неравенство (3.3), получаем

‖f‖C[0,1] = |f(t)| = |g(0)| ≤ M(n, 0)q‖g‖q = M(n, 0)q‖Ttf‖q ≤ M(n, 0)q ‖Tt‖Lq→Lq‖f‖q; (3.5)

в результате имеем
‖f‖C[0,1] = |f(t)| ≤ M(n, 0)q ‖Tt‖Lq→Lq‖f‖q. (3.6)

Теорема 1 или даже лемма 4 влекут теперь неравенство ‖f‖C[0,1] ≤ M(n, 0)q‖f‖q. В силу про-
извольности f ∈ Pn отсюда следует неравенство M(n)q ≤ M(n, 0)q. Равенство (3.4) проверено.

Докажем, что при всех значениях 1 ≤ q < ∞ любой экстремальный полином f ∈ Pn

неравенства (3.1) достигает равномерной нормы только в точке 0. Будем рассуждать от
противного. Предположим, что некий экстремальный полином f 6≡ 0 обладает свойством
‖f‖C[0,1] = |f(t)|, 0 < t < 1. В случае 1 < q < ∞ в силу (3.6) и второго неравенства (2.27)
на полиноме f будет выполняться строгое неравенство ‖f‖C[0,1] < M(n, 0)q‖f‖q, что противо-
речит предположению об экстремальности f. В случае же q = 1 полином f будет обращать
в равенства все неравенства в (3.5), включая последнее. Но это означает, что на полиноме f
достигается норма оператора Tt, 0 < t < 1, в пространстве L1. Однако, как следует из утвер-
ждений леммы 2, норма оператора сдвига в L1 на полиноме достигаться не может. Так что
действительно экстремальный полином неравенства (3.1) достигает равномерной нормы толь-
ко в точке 0.

Из последнего утверждения, в частности, следует, что экстремальный полином неравен-
ства (3.1) является экстремальным и в неравенстве (3.3). Верно и обратное утверждение. В са-
мом деле, пусть f — экстремальный полином неравенства (3.3). Имеем

M(n, 0)q ‖f‖q = |f(0)| ≤ ‖f‖C[0,1] ≤ M(n)q ‖f‖q.

Отсюда с учетом равенства (3.4) следует, что полином f является экстремальным в неравен-
стве (3.1) и имеет место равенство ‖f‖C[0,1] = |f(0)|.

Теорема 3 доказана.

З а м е ч а н и е. Экстремальные полиномы неравенств (3.1) и (3.3) единственные с точ-
ностью до мультипликативной константы.

Достаточно обосновать единственность экстремального полинома неравенства (3.3). Ис-
следование неравенства (3.3) означает исследование нормы линейного функционала f(0) на
множестве полиномов Pn с нормой пространства Lq((0, 1), x2). Пространство Lq((0, 1), x2) при
1 < q < ∞ является строго выпуклым, поэтому норма функционала в этом случае действи-
тельно достигается лишь на одном элементе. При q = 1 единственность также имеет место, но
нужно проводить более обстоятельные исследования (см., к примеру, [36]).

3.2. Случай q = 2. Ядро Кристоффеля — Дарбу

При q = 2 неравенство (3.3) исследуется хорошо известным классическим методом. В самом
деле, согласно формуле (1.6) коэффициенты полинома

φn(x) =

n
∑

k=1

akηk(x) (3.7)

выражаются через сам полином по формулам ak = 2k2π2〈φn, ηk〉, 1 ≤ k ≤ n. Подставив эти
выражения в (3.7), получаем

φn(x) =

n
∑

k=1

akηk(x) =

n
∑

k=1

2π2k2〈φn, ηk〉ηk(x) =
〈

φn,

n
∑

k=1

2π2k2ηk(x)ηk

〉

,
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что можно записать в виде

φn(x) =

1
∫

0

φn(ξ)Kn(x, ξ)ξ
2 dξ, (3.8)

где

Kn(x, ξ) = 2
n
∑

k=1

π2k2ηk(x)ηk(ξ) (3.9)

есть ядро Кристоффеля— Дарбу порядка n системы S. Применяя формулу (1.5), при x 6= 0,
ξ 6= 0 находим

Kn(x, ξ) = 2

n
∑

k=1

π2k2ηk(x)ηk(ξ) = 2

n
∑

k=1

π2k2
sin kπx

kπx

sin kπξ

kπξ
=

2

xξ

n
∑

k=1

sin kπx sin kπξ

=
1

xξ

n
∑

k=1

(cos(kπ(x− ξ))− cos(kπ(x + ξ))) =
1

xξ
(Dn(π(x− ξ))−Dn(π(x+ ξ))),

где Dn есть ядро Дирихле

Dn(u) =
1

2
+

n
∑

k=1

cos ku =
sin((2n + 1)u/2)

2 sin(u/2)
.

Для ядра (3.9) справедлива оценка

|Kn(x, ξ)| ≤ Kn(0, 0) = 2π2
n
∑

k=1

k2 = 2π2 n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

Наряду с (3.9) обозначим тем же символом Kn функцию одного переменного

Kn(ξ) = Kn(0, ξ), ξ ∈ [0, 1].

При ξ 6= 0 имеем

Kn(ξ) = Kn(0, ξ) = 2

n
∑

k=1

π2k2ηk(ξ) = 2

n
∑

k=1

(πk)2
sin kπξ

kπξ
. (3.10)

Как частный случай (3.8) справедлива формула

φn(0) =

1
∫

0

φn(ξ)Kn(ξ)ξ
2 dξ. (3.11)

Применяя в (3.11) неравенство Коши— Буняковского, получаем

|φn(0)| ≤ ‖Kn‖2‖φn‖2, φn ∈ P.

Последнее неравенство точное и обращается в равенство лишь на полиномах φ∗
n = cKn, c ∈ C.

С помощью равенства Парсеваля (1.7) для полинома (3.10) находим

‖Kn‖22 =
n
∑

k=1

σk |2π2k2|2 = 2π2
n
∑

k=1

k2 = 2π2 n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

Таким образом, при q = 2 наилучшие константы в неравенствах (3.1), (3.3) имеют следую-
щие значения:

M(n)2 =
π√
3

√

n(n+ 1)(2n + 1).

Авторы предполагают в ближайшее время провести более обстоятельное исследование
неравенств (3.1) и (3.3).

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензентам статьи, которые внима-
тельно прочитали рукопись и сделали ряд полезных замечаний.
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