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О ГРАФАХ, В КОТОРЫХ ОКРЕСТНОСТИ ВЕРШИН ЯВЛЯЮТСЯ

РЕБЕРНО РЕГУЛЯРНЫМИ ГРАФАМИ БЕЗ 3-ЛАП1

Минчжу Чень, А. А.Махнев, М.С. Нирова

Граф Крейна без треугольников Kre(r) является сильно регулярным с параметрами ((r2 + 3r)2, r3 +
3r2+r, 0, r2+r). Известно существование таких графов только для r = 1 (дополнительный граф для графа
Клебша) и r = 2 (граф Хигмена — Симса). А.Л. Гаврилюк и А.А.Махнев доказали, что граф Kre(3) не
существует. Позднее А. А.Махнев доказал, что граф Kre(4) не существует. Граф Kre(r) — это единствен-
ный сильно регулярный граф без треугольников, в котором антиокрестность вершины Kre(r)′ сильно
регулярна. Граф Kre(r)′ имеет параметры ((r2 + 2r − 1)(r2 + 3r + 1), r3 + 2r2, 0, r2). В работе уточняется
один результат А. А.Махнева о графах, в которых окрестности вершин являются сильно регулярными
графами без 3-коклик. Как следствие доказано, что граф Kre(r) существует тогда и только тогда, ко-
гда граф Kre(r)′ существует и является дополнительным графом к блочному графу квазисимметричной
2-схемы.
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edge-regular graphs without 3-claws.

The triangle-free Krein graph Kre(r) is strongly regular with parameters ((r2 +3r)2, r3 + 3r2 + r, 0, r2 + r).
The existence of such graphs is known only for r = 1 (the complement of the Clebsch graph) and r = 2
(the Higman–Sims graph). A. L. Gavrilyuk and A.A. Makhnev proved that the graph Kre(3) does not exist.
Later Makhnev proved that the graph Kre(4) does not exist. The graph Kre(r) is the only strongly regular
triangle-free graph in which the antineighborhood of a vertex Kre(r)′ is strongly regular. The graph Kre(r)′ has
parameters ((r2 +2r− 1)(r2 +3r+1), r3 +2r2, 0, r2). This work clarifies Makhnev’s result on graphs in which
the neighborhoods of vertices are strongly regular graphs without 3-cocliques. As a consequence, it is proved
that the graph Kre(r) exists if and only if the graph Kre(r)′ exists and is the complement of the block graph of
the quasi-symmetric 2-design.
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1. Введение

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для вершины a

графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность вершины a, т. е. подграф, индуцированный Γ на
множестве всех вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим [a] = Γ1(a), a

⊥ = {a}∪[a].

Пусть Γ — граф диаметра d, i ∈ {2, 3, . . . , d}. Граф Γi имеет то же самое множество вершин,
и вершины u,w смежны в Γi, если dΓ(u,w) = i.

Если вершины u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обо-
значим число вершин в пересечении Γi+1(u) (Γi−1(u)) с [w]. Граф Γ диаметра d называется
дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если значения
bi(u,w) и ci(u,w) не зависят от выбора вершин u,w на расстоянии i в Γ для любого i = 0, . . . , d.
Положим ai = k − bi − ci. Заметим, что для дистанционно регулярного графа b0 — это сте-
пень графа, c1 = 1. Далее, через plij(x, y) обозначим число вершин в подграфе Γi(x) ∩ Γj(y)

1Исследование выполнено при поддержке Естественнонаучного фонда Китая (проект № 12171126) и
гранта Лаборатории инженерного моделирования и статистических вычислений провинции Хайнань.
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для вершин x, y, находящихся на расстоянии l в графе Γ. В дистанционно регулярном гра-
фе числа plij(x, y) не зависят от выбора вершин x, y, обозначаются plij и называются числами
пересечений графа Γ (см. [1]).

Граф Крейна без треугольников Kre(r) является сильно регулярным с параметрами ((r2+
3r)2, r3 + 3r2 + r, 0, r2 + r). Известно существование таких графов только для r = 1 (допол-
нительный граф для графа Клебша) и r = 2 (граф Хигмена — Симса). А.Л. Гаврилюк и
А.А.Махнев доказали, что граф Kre(3) не существует [2]. Позднее А.А.Махнев показал, что
не существует граф Kre(4) (см. [3]).

Для графа Kre(r) антиокрестность вершины Kre(r)′ сильно регулярна с параметрами ((r2+
2r−1)(r2+3r+1), r3+2r2, 0, r2), пересечение антиокрестностей двух смежных вершин Kre(r)′′

является сильно регулярным графом с параметрами ((r2+2r)(r2+2r−1), r3+ r2− r, 0, r2− r),
и пересечение окрестностей трех попарно не смежных в Kre(r) вершин является r-кокликой.
Граф Kre(r) — это единственный сильно регулярный граф без треугольников, в котором ан-
тиокрестность вершины также сильно регулярна.

В работе сначала уточним один результат одного из авторов — А.А.Махнева — о реберно
регулярных графах без 3-лап (см. [4]).

Предложение 1. Пусть Γ — реберно регулярный граф без 3-лап. Тогда Γ — один из сле-

дующих графов:

(1) полный многодольный граф Kl×2;
(2) реберный граф регулярного графа без треугольников (и µ-подграфы являются коклика-

ми из не более чем двух вершин);
(3) треугольный граф T (m), m ≥ 5;
(4) граф Шлефли или граф икосаэдра;
(5) сильно регулярный граф без 3-коклик.

Далее классифицированы графы, в которых окрестности вершин имеют параметры графа,
дополнительного к сильно регулярному графу без треугольников.

Теорема 1. Пусть Γ — связный граф, в котором окрестности вершин имеют парамет-

ры сильно регулярного графа ∆ без 3-коклик. Тогда выполняется одно из следующих утвер-

ждений:
(1) ∆ и Γ являются кликами;
(2) ∆ = Kl×2 и Γ = K(l+1)×2;
(3) ∆ — дополнительный граф к Kre(r)′ и Γ — дополнительный граф к Kre(r) для некото-

рого r;
(4) ∆ — пятиугольник и Γ — граф икосаэдра;
(5) ∆ — граф Клебша и Γ — граф Шлефли.

Ввиду теоремы имеем следующий результат.

Следствие 1. Граф Kre(r) существует тогда и только тогда, когда граф Kre(r)′ суще-

ствует и является дополнительным графом к блочному графу квазисимметричной 2-схемы.

2. Доказательство теоремы

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 1 базируется на следствии из [4]. Пусть Γ — ребер-
но регулярный граф без 3-лап с параметрами (v, k, λ). Если 2+λ−k = 0, то окрестность любой
вершины в Γ является объединением двух изолированных (λ+1)-клик. Поэтому Γ получается
из симметричной 2-(V,K,Λ) схемы (X,B) превращением X и B в клики и смежностью между
вершинами из X и B, задаваемой инцидентностью схемы. Отсюда λ = (V − 2) +Λ = 2(K − 1).
Далее, граф Γ сильно регулярен с µ = 2K и Γ — полный многодольный граф Kl×2.
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Остальное, как в работе [4]. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть Γ — связный граф, в котором окрестности
вершин имеют параметры графа ∆, дополнительного к сильно регулярному графу без тре-
угольников.

Если ∆̄ — коклика, то ∆ и Γ являются кликами.

Если ∆̄ — объединение l изолированных ребер, то ∆ = Kl×2 и Γ = K(l+1)×2.

Если ∆̄ — пятиугольник, то ∆ — пятиугольник и Γ — граф икосаэдра.

Если Γ — граф Шлефли, то ∆ — граф Клебша и ∆̄ = Kre(1).

Заметим, что Γ не может быть треугольным графом T (m), m ≥ 5, так как окрестность
вершины в T (m) является 2× (m− 2)-решеткой (и не сильно регулярна).

Заметим, что Γ не может быть реберным графом регулярного графа без треугольников, в
котором µ-подграфы являются кокликами из не более чем двух вершин, так как окрестность
вершины в µ-подграфе из Γ изоморфна объединению этой вершины с µ-подграфом из ∆.

Таким образом, по предложению граф Γ является сильно регулярным графом без 3-коклик,
в котором окрестности вершин также являются сильно регулярными графами без 3-коклик.
Отсюда ∆ — дополнительный граф к Kre(r)′ и Γ — дополнительный граф к Kre(r).

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1. Пусть Γ — сильно регулярный граф без треуголь-
ников с 2 < µ < v. Тогда для любой вершины u пара D = ([u],Γ2(u)) является 2-схемой. По
теореме 5.5 из [5] следующие утверждения эквивалентны:

(1) D является 3-схемой;

(2) D является квазисимметричной 2-схемой;

(3) Γ2(u) — сильно регулярный граф.

Отсюда следует необходимость следствия. Докажем достаточность. Пусть ∆ = Kre(r)′

является дополнительным графом к блочному графу квазисимметричной 2-схемы (X,B).

Рассмотрим граф Γ = {u}∪X ∪∆, где X = [u] является (r3+3r2+ r)-кокликой и вершина
из X смежна с блоком B, если они инцидентны в (X,B). Тогда Γ — граф Kre(r). �
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