
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 29 № 4 2023

УДК 512.542+519.175.1

ГРАФ С ЛОКАЛЬНО ПРОЕКТИВНОЙ ТРАНЗИТИВНОЙ НА ВЕРШИНАХ
ГРУППОЙ АВТОМОРФИЗМОВ Aut(Fi22), ИМЕЮЩЕЙ НЕТРИВИАЛЬНЫЙ

СТАБИЛИЗАТОР ШАРА РАДИУСА 21

В.И. Трофимов

Ранее в качестве подтверждения реализуемости одной из возможностей для строения стабилизато-

ров вершин графов с проективными подорбитами автором было анонсировано существование связного

графа Γ, допускающего изоморфную Aut(F i22) группу автоморфизмов G со следующими свойствами.

Во-первых, группа G действует транзитивно на множестве вершин Γ, но интранзитивно на множестве 3-
дуг Γ. Во-вторых, стабилизатор в G вершины графа Γ индуцирует на окрестности этой вершины группу

PSL3(3) в естественном дважды транзитивном представлении. В-третьих, поэлементный стабилизатор в

G шара радиуса 2 графа Γ неединичен. В настоящей работе дается построение такого графа Γ, причем

со свойством G = Aut(Γ).

Ключевые слова: граф, транзитивная локально проективная группа автоморфизмов, группа Фише-
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V. I. Trofimov. A graph with a locally projective vertex-transitive group of automorphisms

Aut(F i22) which has a nontrivial stabilizer of a ball of radius 2.

Earlier, to confirm that one of the possibilities for the structure of vertex stabilizers of graphs with projective

suborbits is realizable, we announced the existence of a connected graph Γ admitting a group of automorphisms G

which is isomorphic to Aut(F i22) and has the following properties. First, the group G acts transitively on the

set of vertices of Γ, but intransitively on the set of 3-arcs of Γ. Second, the stabilizer in G of a vertex of Γ
induces on the neighborhood of this vertex a group PSL3(3) in its natural doubly transitive action. Third, the

pointwise stabilizer in G of a ball of radius 2 in Γ is nontrivial. In this paper, we construct such a graph Γ with

G = Aut(Γ).
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1. Введение

Под графом в работе понимается неориентированный граф без петель и без кратных ребер.
Если Γ — граф, то V (Γ) — множество его вершин, E(Γ) — множество его ребер, Aut(Γ) — его
группа автоморфизмов (рассматриваемая как группа подстановок на V (Γ)), dΓ(., .) — обычное
расстояние между вершинами графа Γ. Для x ∈ V (Γ) полагаем Γ(x) = {y ∈ V (Γ) : {x, y} ∈
E(Γ)} — окрестность вершины x. Если, кроме того, A ≤ Aut(Γ), то Ax — стабилизатор в A

вершины x, A
[i]
x для i ∈ Z≥0 — поэлементный стабилизатор в A множества вершин графа Γ,

удаленных от x на расстояние ≤ i (таким образом, Ax = A
[0]
x ), A

Γ(x)
x — индуцированная Ax

на Γ(x) группа подстановок. Для i ∈ Z≥0 последовательность (x0, x1, . . . , xi) вершин графа Γ
называется i-дугой графа Γ, если {xj , xj+1} ∈ E(Γ) для всех 0 ≤ j < i и xj−1 6= xj+1 для всех
0 < j < i.

В серии работ автора (см. [1] и приведенные там ссылки) было завершено перечисление
всех возможностей для строения стабилизатора вершины конечного связного графа в тран-
зитивной на вершинах группе автоморфизмов в случае, когда этот стабилизатор вершины

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2023-935).



Граф с группой автоморфизмов Aut(Fi22) 275

индуцирует на ее окрестности группу, содержащую в качестве нормальной подгруппы проек-
тивную специальную линейную группу в естественном дважды транзитивном представлении.
(Этот результат завершил нахождение стабилизаторов вершин связных конечных графов в
действующих транзитивно на множестве 2-дуг группах автоморфизмов.) Для каждой из пе-
речисленных возможностей были указаны примеры (граф и группа), реализующие эту воз-
можность (см. [1]; отметим, что из существования одного примера, реализующего некоторую
возможность, следует существование бесконечного набора примеров, реализующих эту же воз-
можность, см. там же). За одним исключением эти примеры были либо ранее известны, либо
детально описываются в [1]. Этим единственным исключением является анонсированный в
[2, ч. I] (а по существу и в [3]; см. также [1, пример 5.5]2) пример конечного связного графа Γ и
транзитивной на вершинах группы его автоморфизмов G, для которых имеет место случай 2)

теоремы 1 из [2, ч. I], т. е. с учетом этой теоремы таких, что для x ∈ V (Γ) группа G
Γ(x)
x есть

SL3(3) ∼= PSL3(3) в естественном дважды транзитивном представлении и группа G
[2]
x нееди-

нична, а группа G действует интранзитивно на множестве 3-дуг графа Γ. Но согласно [2, ч. II]
и [4, Приложение] условие интранзитивности действия G на множестве 3-дуг графа Γ явля-
ется здесь следствием остальных условий. В [2, ч. I] (и в [1], а по существу и в [3]) при этом
утверждалось, что в качестве G может быть взята группа, изоморфная группе Aut(Fi22) ав-
томорфизмов спорадической простой группы Фишера Fi22. Таким образом, доказательство
существования анонсированного примера— это в точности доказательство следующей теоре-
мы.

Теорема. Существует связный конечный граф Γ, допускающий изоморфную Aut(Fi22)
транзитивную на вершинах группу автоморфизмов такую, что, во-первых, стабилизатор

в ней вершины графа Γ индуцирует на окрестности этой вершины группу PSL3(3) в есте-

ственном дважды транзитивном представлении (степени 13) и, во-вторых, поэлементный

стабилизатор в ней шара радиуса 2 графа Γ неединичен.

2. Доказательство теоремы

Приводимое ниже доказательство теоремы несколько отличается от первоначального (нео-
публикованного). Используемые при доказательстве факты, касающиеся групп Fi22 и
Aut(Fi22), можно найти в [5–8] (в первоначальном доказательстве использовались лишь [5–7]),
хотя многие из этих результатов восходят к [9].

Положим G = Aut(Fi22) и G′ = Inn(Fi22) ∼= Fi22 — подгруппа индекса 2 группы G.
Напомним некоторые свойства группы Fi22 (формулируя их для изоморфной ей груп-

пы G′).
В группе G′ элементы порядка 3 образуют 4 класса сопряженных элементов: 3A, 3B, 3C, 3D

(в обозначениях из [5], см. также [6]), причем все эти классы вещественны и G-инвариантны
(что следует, например, из попарной неизоморфности централизаторов в группе G′ предста-
вителей этих классов, см. [6]).

В группеG′ имеется один класс сопряженных элементарных абелевых подгрупп порядка 35,
причем эти подгруппы самоцентрализуемы в G′, а их нормализаторы в G′ имеют вид 35:SO5(3)
и индуцируют на них при сопряжении структуру естественного F3SO5(3)-модуля (см. [6]).

В группе G′ имеется два класса O1,O2 сопряженных максимальных подгрупп, изоморф-
ных O7(3) (и каждая подгруппа группы G′, изоморфная O7(3), принадлежит одному из этих
классов). Эти классы переставляются при сопряжении элементом из G \G′. (См. [5] или [6].)

Пусть H — конечная группа, определяемая следующим образом: H есть расщепляемое
расширение группы O3(H) экспоненты 3 посредством группы SL3(3) ∼= PSL3(3) = L3(3),
[O3(H), O3(H)] = Z(O3(H)), O3(H)/Z(O3(H)) и Z(O3(H)) — элементарные абелевы группы

2В [1] в утверждении (b) разд. 5 вместо F2 должно быть F3; кроме того, на с. 317 в 5-й строке снизу
вместо [20, II] должно быть [20, I].



276 В.И.Трофимов

порядка 33, причем группы O3(H)/Z(O3(H)) и Z(O3(H)), рассматриваемые как F3SL3(3)-
модули, есть естественный F3SL3(3)-модуль и дуальный к нему F3SL3(3)-модуль. (В обозна-
чениях из [5] группа H имеет вид 33+3:L3(3).)

В группе O7(3) имеется один класс сопряженных максимальных подгрупп, изоморфных H
(и каждая подгруппа группы O7(3), изоморфная H, принадлежит этому классу). Изоморф-
ные H подгруппы группы O7(3) — это стабилизаторы в группе O7(3) (рассматриваемой как
коммутант группы SO7(3)) вполне изотропных 3-мерных подпространств естественно-
го F3SO7(3)-модуля. (См. [5].)

Пусть S — изоморфная H подгруппа группы G′. Если S � T � G′ (а S не является мак-
симальной подгруппой группы G′, см. [5] или [6]), то T ∈ O1 ∪ O2. (Действительно, см. [6],
S содержит силовскую 3-подгруппу группы G′, а максимальными подгруппами группы G′,
содержащими ее силовскую 3-подгруппу, являются подгруппы вида либо 31+6

+ :23+4:32:2 (кото-
рые, очевидно, не содержат S), либо O7(3).) В частности, S = NG′(S) = NG′(Z(O3(S)), и число
сопряженных с S в группе G′ подгрупп равно |G′ : S|. Далее, поскольку в T содержится |T : S|
сопряженных с S в группе G′ подгрупп (см. выше) и в G′ содержится |G′ : T | сопряженных
с T в группе G′ подгрупп, то S не может содержаться в двух различных подгруппах из одного
и того же класса O1 или O2. Кроме того, S не может содержаться в T1 ∩ T2 для T1 ∈ O1 и
T2 ∈ O2, поскольку из сопряженности T1 и T2 в группе G и из сопряженности в группе T2 всех
ее изоморфных S подгрупп тогда следовало бы NG(S) 6≤ G′, что противоречит [6; 7] (соглас-
но [6; 7] в G отсутствуют отличные от G′ максимальные подгруппы порядка, делящегося на
39 · 13). Итак, в G′ имеются два класса V1 и V2 сопряженных подгрупп, изоморфных H. Эти
классы содержат по 213 · 52 · 7 · 11 подгрупп и переставляются при сопряжении элементом из
G \ G′. Не теряя общности, будем считать, что каждая подгруппа из класса V1 содержится
в (единственной) подгруппе из класса O1 (и не содержится в подгруппах из класса O2), а
каждая подгруппа из класса V2 содержится в (единственной) подгруппе из класса O2 (и не
содержится в подгруппах из класса O1). Заметим, что для произвольных S1 ∈ V1 и S2 ∈ V2

имеем 〈S1, S2〉 = G′ (поскольку, см. выше, в противном случае S1 и S2 содержались бы в одной
подгруппе из O1 ∪ O2, что невозможно). Как следствие, для произвольных S1 ∈ V1 и S2 ∈ V2

граф с множеством вершин V1∪V2 и множеством ребер {{gS1g
−1, gS2g

−1} : g ∈ G′} связен (по-
скольку допускает в качестве группы автоморфизмов действующую сопряжением группу G′,
а стабилизатор в этой группе автоморфизмов связной компоненты графа, содержащей S1 и
S2, в силу 〈S1, S2〉 = G′ совпадает с ней).

Для доказательства теоремы, принимая во внимание [2, ч. I, теорема 1] и [4, Приложение],
достаточно доказать существование таких S1 ∈ V1 и S2 ∈ V2, что |S1 : S1 ∩ S2| = 13 (и, сле-
довательно, S1 ∩ S2 имеет вид 33+3:32GL2(3), а O3(S1)O3(S2) ≤ S1 ∩ S2), причем aS1a

−1 = S2
и aS2a

−1 = S1 для некоторого элемента a ∈ G. Действительно, обозначая через ΓS1,S2
граф

с множеством вершин V1 ∪ V2 (число вершин графа ΓS1,S2
, таким образом, равно 31539200) и

множеством ребер {{gS1g
−1, gS2g

−1} : g ∈ G′} и обозначая через ψ (точное) действие сопря-
жением группы G = Aut(Fi22) на V1 ∪ V2, получаем, что ΓS1,S2

— связный граф (см. выше),
допускающий транзитивную на множестве вершин группу автоморфизмов ψ(G) ∼= Aut(Fi22),
причем стабилизатор вершины S1 графа ΓS1,S2

в группе ψ(G) есть ψ(S1) ∼= S1 (посколь-
ку S1 самонормализуема в группе G′, а следовательно, и в группе G, см. выше) и индуци-
рует на множестве ΓS1,S2

(S1) группу PSL3(3) в естественном дважды транзитивном пред-

ставлении (степени 13). Кроме того, ψ(G)
[1]
S1

= ∩h∈ψ(S1)h(ψ(S1) ∩ ψ(S2))h
−1 = ψ(O3(S1)) и

ψ(G)
[1]
S2

= ψ(O3(S2)). При этом Z(O3(S1)) ≤ O3(S2), поскольку в противном случае, учиты-
вая, что каждый неединичный элемент из Z(O3(S1)) есть коммутатор некоторых элементов
из O3(S1), имеем |O3(S1)O3(S2)/O3(S2)| ≥ 33, а это ввиду O3(S1)O3(S2) ≤ O3(S1 ∩ S2) и
|O3(S2)| = 36 противоречит |O3(S1 ∩ S2)| = 38. Таким образом,

ψ(G)
[2]
S1

= ∩h∈ψ(S1)h(ψ(G)
[1]
S2
)h−1 ≥ ψ(Z(O3(S1))) 6= 1,
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что с учетом строения группы S1 дает ψ(G)
[1]
S1
/ψ(G)

[2]
S1

= O3(ψ(G)S1
)/Z(O3(ψ(G)S1

)), ψ(G)
[2]
S1

=

Z(O3(ψ(G)S1
)), ψ(G)

[3]
S1

= 1. Из [4, Приложение] (согласно этой ссылке исключается возмож-
ность транзитивного действия группы ψ(G) на множестве 3-дуг графа ΓS1,S2

) и [2, ч. I, теоре-
ма 1] теперь следует, что граф ΓS1,S2

и группа его автоморфизмов ψ(G) ∼= Aut(Fi22) обладают
требуемыми свойствами.

Покажем, что существование требуемых для завершения доказательства теоремы S1 и
S2 легко следует из [8, разд. 5.1] (где следует исправить очевидные опечатки: в ряде мест,

например, на с. 55, строки 15, 18, 22, авторы пишут U
(i)
π вместо Z(U

(i)
π )). Пусть X — некото-

рая 3B-чистая элементарная абелева 3-подгруппа порядка 32, содержащаяся в элементарной
абелевой подгруппе U порядка 35 группы G′ (см. [8, лемма 22 (3)]). Тогда X содержится в
такой 3B-чистой элементарной абелевой подгруппе Y порядка 33 группы G′, что NG′(Y ) ∈ V1

(см. [8, лемма 22 (3)]). При этом NG′(X) имеет вид 33+3:32GL2(3) и содержится в NG′(Y )
(см. [8, лемма 22 (3)]). Пусть a1 ∈ G \ G′. Тогда a1Xa

−1
1 — 3B-чистая элементарная абеле-

ва подгруппа порядка 32, содержащаяся в элементарной абелевой подгруппе a1Ua
−1
1 поряд-

ка 35 группы G′, что в силу сопряженности в группе G′ всех таких подгрупп порядка 32 (см.
[8, лемма 22 (3)]) влечет существование a2 ∈ G′ со свойством a2a1Xa

−1
1 a−1

2 = X. Полагая
S1 = NG′(Y ), a = a2a1 и S2 = aS1a

−1, получаем окончательно S1 ∈ V1, S2 ∈ V2, NG′(X) —
подгруппа индекса 13 как в S1, так и в S2 (и, следовательно, NG′(X) = S1 ∩ S2), aS2a

−1 = S1
(поскольку a2 ∈ NG′(X) ≤ S1 ∩ S2).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Отметим, что для построенного графа ΓS1,S2
справедливо равенство

Aut(ΓS1,S2
) = ψ(Aut(Fi22)). Действительно, в силу транзитивности группы ψ(Aut(Fi22)) име-

ем |Aut(ΓS1,S2
) : ψ(Aut(Fi22))| = |Aut(ΓS1,S2

)S1
: ψ(Aut(Fi22))S1

|.При этом из Aut(ΓS1,S2
)
[2]
S1

6= 1
согласно [10, 2.3] следует, что у примитивной (даже дважды транзитивной) группы подстано-

вок Aut(ΓS1,S2
)
ΓS1,S2

(S1)

S1
стабилизатор точки является локальной подгруппой. (Действительно,

для S3 ∈ ΓS1,S2
(S2) \ {S1} на основании транзитивности действия группы Aut(ΓS1,S2

) на мно-

жестве 2-дуг графа ΓS1,S2
и [10, 2.3] заключаем, что (Aut(ΓS1,S2

)
[1]
S2

∩Aut(ΓS1,S2
)
[1]
S3
)ΓS1,S2

(S1) —
неединичная p-группа для некоторого простого числа p, что с учетом субнормальнос-

ти Aut(ΓS1,S2
)
[1]
S2

∩ Aut(ΓS1,S2
)
[1]
S3

в Aut(ΓS1,S2
)S1

∩ Aut(ΓS1,S2
)S2

влечет требуемое.) Но этим

свойством не обладают содержащие собственным образом группу ψ(Aut(Fi22))
ΓS1,S2

(S1)

S1
(под-

становочно изоморфную группе PSL3(3) в естественном дважды транзитивном представле-
нии) подгруппы симметрической группы на множестве ΓS1,S2

(S1). На основании этого заклю-

чаем, что Aut(ΓS1,S2
)
ΓS1,S2

(S1)

S1
= ψ(Aut(Fi22))

ΓS1,S2
(S1)

S1
— группа, подстановочно изоморфная

группе PSL3(3) в естественном дважды транзитивном представлении. Но тогда с учетом

Aut(ΓS1,S2
)
[2]
S1

6= 1 из [2, ч. I, теорема 1], [2, ч. II, теорема] и [4, Приложение] следует, что

|Aut(ΓS1,S2
)S1

| = 24 · 39 · 13 = |ψ(Aut(Fi22))S1
|. Таким образом, Aut(ΓS1,S2

) = ψ(Aut(Fi22)).
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