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Введение

Ограничения представлений группы на ее подгруппы широко исследуются при решении са-
мых различных задач теории представлений. Такой подход позволяет использовать индукцию
по рангу или порядку группы и важен для изучения структуры подгрупп алгебраических и
линейных групп. Подсистемные подгруппы, т. е. подгруппы, порожденные корневыми подгруп-
пами, ассоциированными со всеми корнями некоторой подсистемы системы корней, — важный
класс подгрупп полупростых алгебраических групп. В положительной характеристике p эта за-
дача тесно связана с описанием характеров и размерностей неприводимых представлений, для
которых в свою очередь в ближайшем будущем не ожидается решения. Поэтому целесообраз-
но развивать методы исследования представлений, которые не требуют знания их характеров.
Часто даже наличие одного фактора определенного вида позволяет выявить важные зако-
номерности. При этом анализ ограничений представлений простых алгебраических групп на
подсистемные подгруппы с двумя простыми компонентами дает информацию, которую вряд

1Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект Ф21-054).
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ли можно было бы получить, работая лишь с простыми подсистемными подгруппами. Иссле-
дование таких ограничений полезно для выяснения поведения определенных унипотентных
элементов в соответствующих представлениях, что в свою очередь нужно для решения задач
распознавания представлений и линейных групп по наличию матриц заданного вида.

При изучении ограничений неприводимых представлений алгебраических групп на замкну-
тые подгруппы особое место занимает решение проблемы неприводимости таких ограничений.
В положительной характеристике эта проблема значительно сложнее, чем в нулевой. В ос-
новополагающей монографии Г. Зейца [11] она была решена для ограничений представлений
простых классических алгебраических групп на связные замкнутые подгруппы, но не была
указана одна серия неприводимых ограничений. Для исключительных алгебраических групп
задача решена Д. Тестерман [16] для связных замкнутых подгрупп и С. Гхандур [7] — для
несвязных замкнутых подгрупп положительной размерности. В [4; 5] Т. Бэрнесс, С. Гхандур,
К. Мэрион и Д. Тестерман решили задачу для ограничений представлений простых классиче-
ских алгебраических групп на максимальные несвязные замкнутые подгруппы положительной
размерности. Наконец, М. Каваллин и Д. Тестерман [6], устранив пробел в [11], обнаружили
новую серию неприводимых представлений групп типа Dn+1, ограничения которых на есте-
ственно вложенную подгруппу типа Bn неприводимы. В совокупности эти результаты позво-
лили описать максимальные неприводимые подгруппы классических алгебраических групп в
положительной характеристике. Информация об ограничениях представлений на подгруппы
существенно использовалась при описании надгрупп унипотентных элементов определенного
вида в простых алгебраических группах. Так, М. Либек, Г. Зейц и Д. Тестерман [9] описали
неприводимые представления простых алгебраических групп в характеристике 0, образы кото-
рых содержат так называемые выделенные унипотентные элементы классических групп соот-
ветствующих размерностей. Для положительной характеристики аналогичные представления
определены М. Корхоненом [8], учеником Тестерман, там же указаны максимальные связные
замкнутые надгруппы таких элементов простых алгебраических групп в положительной ха-
рактеристике.

Для формулировки задачи введем сначала обозначения.

Пусть K — алгебраически замкнутое поле характеристики p > 2, G — классическая ал-
гебраическая группа ранга r над полем K, ωi и αi — фундаментальные веса и простые корни
группы G, их нумерация соответствует [1]. Предполагается, что веса и корни группы G рас-
сматриваются относительно фиксированного максимального тора T группы G.

Для G-модуля M символом dimM обозначим размерность модуля M , ω(M) — старший вес
модуля M , X(M) — множество весов модуля M , Mλ — весовое подпространство веса λ в M , а
M |H — ограничение G-модуля M на подгруппу H ⊂ G. Пусть M(ω) — неприводимый модуль
группы G со старшим весом ω и ω|H — ограничение веса ω на тор T ∩H подгруппы H.

Далее 〈ω,α〉 — значение веса ω на корне α в смысле [3, §1], Xα — корневая подгруппа, ассо-
циированная с корнем α, X±i = X±αi

, G(β1, . . . , βk) — подсистемная подгруппа в G, порожден-
ная корневыми подгруппами X±β1

, . . . ,X±βk
. Корни β1, . . . , βk выбираются таким образом, что

они составляют некоторую подсистему системы корней группы G. Положим G(i1, . . . , ik) =
G(αi1 , . . . , αik). Мы используем также “смешанные” обозначения G(i1, . . . , ik, β, ik+1, . . . , is).

Доминантный вес группы G называется p-ограниченным, если он является линейной ком-
бинацией фундаментальных весов, все коэффициенты которой меньше p. Неприводимый мо-
дуль называется p-ограниченным, если его старший вес p-ограничен.

Для неприводимого модуля M группы G определим вес ω(M) следующим образом: запи-
шем старший вес ω(M) в виде линейной комбинации

ω(M) =

j
∑

k=0

pkλk,

где λk — p-ограниченные доминантные веса, и положим ω(M) =
∑j

k=0
λk. Легко видеть,
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что ω(M) определяется однозначно. Назовем неприводимый модуль группы G p-большим,
если 〈ω(M), αmax〉 ≥ p для максимального корня αmax.

В работе исследуются ограничения неприводимых p-ограниченных модулей классических
алгебраических групп с p-большими старшими весами на подсистемные подгруппы H макси-
мального ранга с двумя простыми компонентами H1 и H2 и находятся нижние оценки числа
композиционных факторов, которые являются p-большими для подгруппы H1 и не слишком
малыми для H2. На этой основе получены нижние оценки для числа блоков Жордана мак-
симальной размерности у образов определенных унипотентных элементов в соответствующих
представлениях рассматриваемых групп. Основные результаты сформулированы в разд. 2–4 —
это теоремы 3–5 и следствия 2–6. Хотя общие схемы их доказательств совпадают, рассуждения
приходится проводить по отдельности из-за различного строения систем корней.

Заметим, что если H ⊂ G — подсистемная подгруппа с двумя простыми компонентами H1

и H2, то каждый неприводимый модуль V группы H эквивалентен тензорному произведению
V1 ⊗ V2, где Vi — неприводимая компонента ограничения V |Hi, i = 1, 2.

Выберем максимальные подгруппы H следующим образом. Положим

H1
∼= Al(K), H2

∼= Ar−l−1(K) при G = Ar(K),
H1

∼= Cl(K), H2
∼= Cr−l(K) при G = Cr(K),

H1
∼= Dl(K), H2

∼= Br−l(K) при G = Br(K),
H1

∼= Dl(K), H2
∼= Dr−l(K) при G = Dr(K).

Введем подмножество весов группы H2. Пусть

∆ = {0, pjω1, (p
j + pk)ω1, p

jω2, p
jωr−l−1, p

jωr−l−2, (p
j + pk)ωr−l−1, p

jω1 + pkωr−l−1}

при G = Ar(K) и ∆ = {0, pjω1, (p
j + pk)ω1, p

jω2} в остальных случаях (здесь j и k — целые
неотрицательные числа; они могут совпадать).

Лемма 1. Пусть V — неприводимый модуль группы H2 и ω(V ) 6∈ ∆. Тогда

dimV > (r − l − 1)3/8

при G = Ar(K) и

dimV > (r − l)3

при G = Cr(K) и r − l > 8, G = Br(K) и r − l > 9 или Dr(K) и r − l > 11.

Для p-ограниченных представлений это доказано в работе Любека [10, теорема 5.1 и таб-
лицы], для произвольных неприводимых представлений наше утверждение следует из цити-
рованных выше результатов Любека и теоремы Стейнберга о тензорном произведении. Из тех
же результатов вытекает, что dimV не больше некоторой квадратичной функции ранга груп-
пы H2 при ω(V ) ∈ ∆. Поэтому естественно считать неприводимые представления группы H2

со старшими весами из ∆ малыми.

1. Предварительные результаты

Приведем сначала несколько утверждений, используемых при доказательстве основных
результатов разд. 2–4.

Используя формулы максимальных корней [1, таблицы I–IV], легко вычислить значение
веса ω = a1ω1 + . . .+ arωr на максимальном корне αmax ∈ G для группы G

〈ω,αmax〉 =































r
∑

i=1

ai при G = Ar(K) или Cr(K),

a1 + ar + 2
r−1
∑

i=2

ai при G = Br(K),

a1 + ar−1 + ar + 2
r−2
∑

i=2

ai при G = Dr(K).
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Теорема 1 [12]. Пусть S = G(i1, . . . , ik) ⊆ G, M — неприводимый G-модуль со старшим

весом ω, v ∈ M — ненулевой вектор старшего веса. Тогда подпространство KSv ⊆ M явля-

ется неприводимым S-модулем со старшим весом ω|S и прямым слагаемым S-модуля M .

Обозначим символом ω(m) вес весового вектора m. Тогда из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Пусть H ⊂ G — подсистемная подгруппа, M — G-модуль. Предположим,

что весовой вектор m ∈ M инвариантен относительно всех корневых подгрупп, ассоцииро-

ванных с положительными корнями подгруппы H. Тогда модуль KHm, а значит, и ограни-

чение M |H имеют композиционный фактор со старшим весом ω(m)|H.

Следующая лемма активно используется при построении факторов в леммах 5–7. Для
корня β группы G и натурального числа k символы Xβ и Xβ,k обозначают корневой элемент
алгебры Ли группы G, ассоциированный с β, и элемент гипералгебры группы G, ассоцииро-
ванный с парой (β, k), соответственно. При k < p имеем Xβ,k = (Xβ)

k/k!. Если β = ±αi,
используем обозначения X±i и X±i,k.

Лемма 2 [14, лемма 2.46]. Пусть M — неразложимый G-модуль со старшим весом ω =
∑r

i=1
aiωi и v ∈ M — ненулевой вектор старшего веса. Пусть 1 ≤ s, t ≤ r и s, t < r при

G = Dr(K). Предположим, что 0 < at < p. Пусть bk = −〈αk+1, αk〉 и ck = −〈αk−1, αk〉. Для

целого d с 0 < d ≤ at определим вектор v(s, t, d) следующим образом. Пусть dt = d. Если

s < t, положим dk = ak + dk+1bk при s ≤ k < t. Если s > t, положим dk = ak + dk−1ck при

s ≥ k > t. Теперь положим

v(s, t, d) = X−s,ds . . . X−k,dk . . . X−t,dv.

При s = t положим v(s, s, d) = X−s,dv. Тогда v(s, t, d) 6= 0 и Xi,bv(s, t, d) = 0 для положитель-

ного i 6= s и b > 0. Следовательно, группа Xi фиксирует v(s, t, d).

Теорема 2 [13, теорема 1.1; 2, теорема 1]. Образ унипотентного элемента в p-большом

представлении группы G имеет не менее двух блоков Жордана размерности, равной порядку

этого элемента.

Ниже cl(g) и cl(g) — класс сопряженных элементов, содержащий элемент g, и его замыкание
в топологии Зарисского, dϕ(g) — степень минимального многочлена образа элемента g ∈ G в
представлении ϕ.

Лемма 3 [15, лемма 2.14]. Пусть g, x ∈ G — унипотентные элементы, x ∈ cl(g), ϕ —

рациональное представление группы G. Предположим, что dϕ(g) = dϕ(x). Тогда элемент ϕ(g)
имеет не меньше блоков Жордана максимальной размерности, чем ϕ(x).

Обозначим символом Z
+ множество неотрицательных целых чисел, а |g| — порядок эле-

мента g ∈ G.

Лемма 4 [14, лемма 4.1]. Пусть s ∈ Z
+, g ∈ G — унипотентный элемент порядка ps+1,

x ∈ G — элемент, имеющий в стандартной реализации группы G один блок размерности

ps + 1 и тривиальные блоки для G = Ar(K) или Cr(K), один блок размерности ps + 2 и

тривиальные блоки или два блока размерности ps + 1 и тривиальные блоки для G = Br(K)
или Dr(K). Тогда x ∈ cl(g), если |g| = |x|.



Специальные факторы в ограничениях неприводимых модулей 263

2. Случай G = Ar(K)

В этом разделе приведены результаты для специальной линейной группы G. Известно,
что все подсистемные подгруппы, изоморфные H, сопряжены. Поэтому для поиска искомых
факторов можно выбрать любую из них. Положим t = r − k при l = 2k и t = r − k − 1 при
l = 2k + 1,

H1 =G(1, . . . , k, αk+1 + . . . + αt+1, t+ 2, . . . , r) ∼= Al(K),

H2 =G(k + 2, . . . , t) ∼= Ar−l−1(K).

Теорема 3. Пусть G = Ar(K), M — p-ограниченный неприводимый G-модуль со стар-

шим весом
∑r

i=1
aiωi. Положим s =

∑r
i=1

ai. Предположим, что 5 ≤ l ≤ r − 6 и s ≥ 2p − 1.
Пусть

N =

{

s− 2d− 3 при s = 2p+ d или s = 3p+ d < 4p− 4, 0 < d < p− 1,

s− 3 в других случаях.

Тогда в ограничении M |H имеется не менее N композиционных факторов вида Mi1 ⊗ Mi2,

где Mi1 — p-большой H1-модуль, а Mi2 — неприводимый H2-модуль c ω(Mi2) 6∈ ∆, 1 ≤ i ≤ N .

В качестве следствия теоремы 3 получены также нижние оценки числа блоков Жордана
максимальной размерности в образах унипотентных элементов из подгруппы H1 в неприводи-
мых представлениях, удовлетворяющих условиям теоремы 3.

Следствие 2. В условиях теоремы 3 пусть ϕ — представление группы G, реализующееся

в модуле M . Тогда для любого унипотентного элемента x ∈ H1 образ ϕ(x) имеет не менее

N(r− l− 1)3/4 блоков Жордана максимальной размерности, равной порядку этого элемента.

Используя информацию о замыканиях классов сопряженных унипотентных элементов
группы G в топологии Зарисского, удается распространить эти оценки на определенные уни-
потентные элементы, не лежащие в собственных подсистемных подгруппах.

Следствие 3. Пусть представление ϕ удовлетворяет условиям следствия 2. Если 5 ≤
pt ≤ r − 6, то ϕ(g) имеет не менее N(r − pt − 1)3/4 блоков Жордана размерности pt+1 для

любого элемента g ∈ G порядка pt+1. При r ≥ 11 образ ϕ(g) имеет не менее N(r−6)3/4 блоков

Жордана размерностей p и 9 соответственно для элементов g ∈ G порядка p и элементов

порядка 9 при p = 3.

О доказательствах результатов этого раздела. Пусть M — модуль, удовлетворя-
ющий условиям теоремы 3, UH — подгруппа, порожденная всеми корневыми подгруппами
группы H, ассоциированными с положительными корнями. Если m ∈ M — ненулевой ве-
совой вектор, инвариантный относительно UH , то пусть F (m) — неприводимый H-модуль,
изоморфный фактор-модулю модуля KHm по его единственному максимальному подмодулю.
Для фиксированных чисел a и b обозначим

X(M)a,b = {λ ∈ X(M) | λ = ω(M)− aαk+1 − bαt+1 −
∑

i 6=k+1,t+1

ciαi},

Ma,b = {⊕Mλ | λ ∈ X(M)a,b}.

Для д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 3 явно построим модули, ограничение которых на
подгруппу H1 является p-большим, а на подгруппу H2 — ограничение модулем с не слишком
малым старшим весом. Для этого построим множество Σ, состоящее из N различных пар
(a, b) со следующими свойствами: для любой пары (a, b) ∈ Σ существует ненулевой весовой
вектор ma,b ∈ Ma,b, инвариантный относительно UH ; модуль F (ma,b) ∼= F1 ⊗ F2, где F1 — p-
большой H1-модуль, F2 — неприводимый H2-модуль с ω(F2) 6∈ ∆; при этом различным парам
соответствуют неизоморфные модули F (ma,b).

Построение этого множества опирается на следующую лемму.



264 И.Д. Супруненко, Т.С. Бусел, А.А.Осиновская

Лемма 5. 1) Пусть k+1 ≤ i < t+1, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим λ(k+1, k+

1, b) = ω(M) − bαk+1. При i > k + 1 положим ci = b, cj = aj + cj+1 при k + 1 ≤ j < i и

λ(k + 1, i, b) = ω(M)−
∑i

f=k+1
cfαf .

2) Пусть 1 ≤ i < k + 1, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим ci = b, cj = aj + cj−1 при

i < j ≤ k + 1 и λ(k + 1, i, b) = ω(M)−
∑k+1

f=i cfαf .

3) Пусть t+1 ≤ i ≤ r, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим λ(t+1, t+1, b) = ω(M)− bαt+1.

При i > t + 1 положим ci = b, cj = aj + cj+1 при t + 1 ≤ j < i и λ(t + 1, i, b) =
ω(M)−

∑i
f=t+1

cfαf .

4) Пусть 1 ≤ i < k + 1 < j < t + 1, aiaj > 0, b, d ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj . Положим

ci = b, cf = af + cf−1 при i < f ≤ k, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f ≥ k + 2,

ck+1 = ak+1 + ck + ck+2 и λ(k + 1, i, j, b, d) = ω(M)−
∑j

f=i cfαf .

5) Пусть k + 1 < i < t + 1 < j ≤ r, aiaj > 0, b, d ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj . Положим

ci = b, cf = af + cf−1 при i < f ≤ t, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f ≥ t + 2,

ct+1 = at+1 + ct + ct+2 и λ(t+ 1, i, j, b, d) = ω(M)−
∑j

f=i cfαf .

Пусть λ = λ(m, i, b) или λ(m, i, j, b, d) удовлетворяет условиям одного из пп. 1)–5). Тогда

λ ∈ X(M), и подпространство Mλ состоит из векторов, инвариантных относительно UH .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы следует из многократного применения леммы 2 к соот-
вествующим группам. Выпишем явно веса, получившиеся в лемме 5. Положим при s = 1, 2

µs =

{

λ(m, i, b)|Hs, для веса λ(m, i, b) из пп. 1)–3) леммы 5,

λ(m, i, j, b, d)|Hs, для веса λ(m, i, j, b, d) из пп. 4) и 5).

1. Сначала рассмотрим вес ω. Тогда

µ1 = ω|H1 = a1ω1 + a2ω2 + . . . + akωk + (ak+1 + ak+2 + . . .+ at+1)ωk+1 + at+2ωk+2 + arωl,

µ2 = ω|H2 = ak+2ω1 + . . .+ atωr−l−1.

2. Пусть i = k + 1, 0 < b ≤ ak+1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + (ak + b)ωk + (ak+1 + ak+2 + . . .+ at+1 − b)ωk+1 + at+2ωk+2 + . . .+ arωl,

µ2 = (ak+2 + b)ω1 + ak+3ω2 + . . .+ atωr−l−1.

3. Пусть k + 1 < i < t+ 1, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ (ak + ak+1 + . . .+ ai−1 + b)ωk

+ (ai + ai+1 + . . . + at+1 − b)ωk+1 + at+2ωk+2 + . . .+ arωl,

µ2 = ak+1ω1 + . . . + ai−2ωi−k−2 + (ai−1 + ai − b)ωi−k−1 + (ai+1 + b)ωi−k

+ ai+2ωi−k+1 + . . .+ at+1ωr−l−1.

4. Пусть 1 ≤ i < k + 1, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .+ akωk−1

+ ak+1ωk + (ak+2 + ak+3 + . . . + at+1)ωk+1 + at+2ωk+2 + . . .+ arωl,

µ2 = (ak+2 + ak+1 + . . .+ ai+1 + b)ω1 + ak+3ω2 + . . . + atωr−l−1.

5. Пусть i = t+ 1, 0 < b ≤ at+1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ akωk + (ak+1 + . . .+ at + at+1 − b)ωk+1 + (at+2 + b)ωk+2 + . . .+ arωl,

µ2 = ak+2ω1 + . . . + at−1ωr−l−2 + (at + b)ωr−l−1.
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6. Пусть t+ 1 < i ≤ r, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + akωk + (ak+1 + . . .+ at)ωk+1 + at+1ωk+2 + . . .+ ai−2ωl−r+i−1

+ (ai−1 + ai − b)ωl−r+i + (ai+1 + b)ωl−r+i+1 + ai+2ωl−r+i+2 + . . .+ arωl,

µ2 = ak+2ω1 + . . .+ at−1ωr−l−2 + (at + at+1 + . . .+ ai−1 + b)ωr−l−1.

7. Пусть 1 ≤ i < k + 1 < j < t+ 1, aiaj 6= 0, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj . Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .+ akωk−1

+ (ak+1 + ak+2 + . . .+ aj−1 + d)ωk

+ (aj + aj+1 + . . . + at + at+1 − d)ωk+1 + at+2ωk+2 + . . .+ arωl,

µ2 = (ai+1 + . . . + ak + ak+1 + b)ω1 + ak+2ω2 + . . .

+ aj−2ωj−l−2 + (aj + aj−1 − d)ωj−l−1 + (aj+1 + d)ωj−l + aj+2ωj−l+1 + . . .+ atωr−l−1.

8. Пусть k + 1 < i < t+ 1 < j ≤ r, aiaj 6= 0, b, d ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ akωk + (ak+1 + . . .+ ai − b)ωk+1

+ (b+ ai+1 + . . . + at+1)ωk+2 + at+2ωk+3 + . . .+ ai−2ωl−r+i−1

+ (ai−1 + ai − b)ωl−r+i + (ai+1 + b)ωl−r+i+1 + ai+2ωl−r+i+2 + . . .+ arωl

+ . . . + arωl,

µ2 = ak+1ω1 + . . . + ai−2ωi−k−2 + (ai−1 + ai − b)ωi−k−1 + (ai+1 + b)ωi−k

+ ai+2ωi−k+1 + . . .+ atωr−l−2 + (at+1 + . . .+ aj−1 + d)ωr−l−1.

Как было сказано выше, векторы, соответствующие весам λ(m,n, b) или λ(m,n, s, b, d),
являются инвариантными относительно корневых подгрупп, порождающих подгруппы H1 и
H2. Тогда по следствию 1 существуют факторы вида M1⊗M2 со старшими весами вида µ1⊗µ2,
где µ1 — p-большой, а µ2 6∈ ∆. Это завершает доказательство теоремы 3. �

Следствие 2 вытекает из теоремы 2 и леммы 1. �

Для доказательства следствия 3 используем леммы 3 и 4. �

3. Случай G = Cr(K)

В этом разделе приведены результаты для симплектической группы G.
Далее G = Cr(K), H1 = G(1, . . . , l − 1, 2αl + 2αl+1 + . . .+ 2αr−1 + αr), H2 = G(l + 1, . . . , r).

Теорема 4. Пусть 3 ≤ l ≤ r− 3, M — p-ограниченный неприводимый G-модуль со стар-

шим весом
∑r

i=1
aiωi. Предположим, что

∑r−1

i=1
ai > p + 1, и положим Q =

∑r−1

i=1
ai − p − 1.

Тогда в ограничении M |H имеется не менее Q композиционных факторов вида Mi1⊗Mi2, где

Mi1 — p-большой H1-модуль, а Mi2 — неприводимый H2-модуль c ω(Mi2) 6∈ ∆, 1 ≤ i ≤ Q.

Эта теорема позволяет получить нижние оценки числа блоков Жордана максимальной
размерности в образах унипотентных элементов из подгруппы H1 в соответствующих пред-
ставлениях.

Следствие 4. В условиях теоремы 4 пусть r − l > 8 и пусть ϕ — представление груп-

пы G, реализующееся в модуле M . Тогда для любого унипотентного элемента x ∈ H1 об-

раз ϕ(x) имеет не менее 2Q(r − l)3 блоков Жордана максимальной размерности, равной по-

рядку этого элемента.

Как и в случае специальной линейной группы, удается распространить эти оценки и на
ряд унипотентных элементов, не лежащих в собственных подсистемных подгруппах.
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Следствие 5. Пусть представление ϕ удовлетворяет условиям следствия 4. Если

3 ≤ (pt + 1)/2 ≤ r − 7, то ϕ(z) имеет не менее 2Q(r − (pt + 1)/2)3 блоков Жордана раз-

мерности pt+1 для любого элемента z ∈ G порядка pt+1. При r ≥ 10 образ ϕ(z) имеет не

менее 2Q(r − 7)3 блоков Жордана размерностей p и 9 соответственно для элементов z ∈ G
порядка p и элементов порядка 9 при p = 3.

О доказательствах результатов этого раздела. Используем обозначения UH и F (m),
введенные в разд. 2 при обсуждении доказательства теоремы 3. Пусть M — модуль, удовле-
творяющий условиям теоремы 4. Для фиксированного a ∈ Z

+ обозначим символом X(M)a
множество весов модуля M вида ω(M) − aαl −

∑

i 6=l ciαi. Положим Ma = ⊕Mλ | λ ∈ X(M)a.
В доказательстве теоремы 4 подпространства Ma играют такую же роль, что и подпростран-
ства Ma,b в доказательстве теоремы 3. Строится множество Σ2, состоящее из Q различных
чисел a со следующими свойствами: для любого a ∈ Σ2 существует ненулевой весовой вектор
ma ∈ Ma, инвариантный относительно UH ; модуль F (ma) ∼= F1 ⊗ F2, где F1 — p-большой
H1-модуль, F2 — неприводимый H2-модуль с ω(F2) 6∈ ∆; при этом F (ma) 6∼= F (mc) при a 6= c.

Как и выше, нахождение искомых модулей опирается на множество Σ2. В свою очередь
при построении множества Σ2 существенно используется следующая лемма.

Лемма 6. 1) Пусть l ≤ i < r, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим λ(l, l, b) = ω(M) −

bαl. При i > l положим ci = b, cf = af+cf+1 при l ≤ f < i и λ(l, i, b) = ω(M)−
∑i

f=l cfαf .

2) Пусть 1 ≤ i < l, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим ci = b, cf = af + cf−1 при i < f ≤ l

и λ(l, i, b) = ω(M)−
∑l

f=i cfαf .

3) Пусть 1 ≤ i < l < j < r, aiaj > 0, b, d ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Положим ci = b,

cf = af + cf−1 при i < f < l, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f > l, cl = al + cl−1 + cl+1 и

λ(l, i, j, b, d) = ω(M)−
∑j

f=i cfαf .

Пусть λ = λ(l, i, b) или λ(l, i, j, b, d) удовлетворяет условиям одного из пп. 1)–3). Тогда

λ ∈ X(M), и подпространство Mλ состоит из векторов, инвариантных относительно UH .

Применив явно данную лемму и снова для краткости обозначив при s = 1, 2

µs =

{

λ(l, i, b)|Hs для веса λ(l, i, b) из пп. 1) и 2) предложения 6,

λ(l, i, j, b, d)|Hs для веса λ(l, i, j, b, d) из п. 3),

построим веса представления в ограничении на подсистемную подгруппу H = H1 ×H2.

1. Пусть b = 0. Тогда

µ1 = ω|H1 = a1ω1 + a2ω2 + . . .+ al−1ωl−1 + (al + al+1 + . . .+ ar)ωl,

µ2 = ω|H2 = al+1ω1 + . . .+ arωr−l.

2. Пусть i = l, 0 < b ≤ al 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ (al−1 + b)ωl−1 + (al + al+1 + . . .+ ar − b)ωl,

µ2 = (al+1 + b)ω1 + . . .+ arωr−l.

3. Пусть 1 < i < l, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi

+ ai+2ωi+1 + . . .+ alωl−1 + (al+1 + . . . + ar)ωl,

µ2 = (al+1 + al + . . .+ ai+1 + b)ω1 + . . . + arωr−l.
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4. Пусть i = 1, 0 < b ≤ a1 6= 0. Тогда

µ1 = (a1 + a2 − b)ω1 + a3ω2 + . . .+ alωl−1 + (al+1 + . . .+ ar)ωl,

µ2 = (al+1 + al + . . .+ ai+1 + b)ω1 + . . .+ arωr−l.

5. Пусть l < j ≤ r − 1, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + (al−1 + al + . . . + aj−1 + d)ωl−1 + (aj + aj+1 + . . .+ ar − d)ωl,

µ2 = alω1 + . . .+ aj−2ωj−l−1 + (aj + aj−1 − d)ωj−l + (aj+1 + d)ωj+1−l + . . . + arωr−l.

6. Пусть 1 ≤ i < l < j ≤ r − 1, aiaj 6= 0, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ (al + al+1 + . . .+ aj−1 + d)ωl−1 + (aj + aj+1 + . . . + ar − d)ωl,

µ2 = (al + al+1 + . . .+ aj−1 + d)ω1 + al+1ω2 + . . . + aj−2ωj−l−1

+ (aj + aj−1 − d)ωj−l + (aj+1 + d)ωj−l+1 + . . .+ arωr−l.

Заметим, что веса µ2 /∈ ∆ при j 6= l+1. Также при al+2 + . . .+ ar 6= 0 веса µ2 из пп. 2–4 не
принадлежат множеству ∆.

Ясно, что векторы, соответствующие весам λ(l, i, b) или λ(l, i, j, b, d), являются инвари-
антными относительно корневых подгрупп, порождающих подгруппы H1 и H2. Тогда по след-
ствию 1 существуют факторы вида M1⊗M2 со старшими весами вида µ1⊗µ2, где µ1 p-большой,
а µ2 6∈ ∆. Отсюда следует утверждение теоремы 4. �

Следствие 4 вытекает из теоремы 2 и леммы 1. �

Для доказательства следствия 5 используем леммы 3 и 4. �

4. Случай G = Br(K) и Dr(K)

В этом разделе группа G — спинорная группа.
Для G = Br(K) положим

H1 = G(1, . . . , l − 1, αl + 2αl+1 . . .+ 2αr−1 + 2αr) ∼= Dl(K),

H2 = G(l + 1, . . . , r) ∼= Br−l(K).

Если G = Dr(K), то

H1 = G(1, . . . , l − 1, αl + 2αl+1 . . .+ 2αr−2 + αr−1 + αr) ∼= Dl(K),

H2 = G(l + 1, . . . , r) ∼= Dr−l(K).

Теорема 5. Пусть 3 ≤ l ≤ r − 3 при G = Br(K) и 4 ≤ l ≤ r − 4 при G = Dr(K),
M — p-ограниченный неприводимый G-модуль со старшим весом

∑r
i=1

aiωi. Предположим,

что
∑r−1

i=1
ai > p+ 1, и положим Q =

∑r−1

i=1
ai − p− 1. Тогда в ограничении M |H имеется не

менее Q композиционных факторов вида Mi1⊗Mi2, где Mi1 — p-большой H1-модуль, а Mi2 —

неприводимый H2-модуль c ω(Mi2) 6∈ ∆, 1 ≤ i ≤ Q.

Эта теорема позволяет получить нижние оценки числа блоков Жордана максимальной
размерности в образах унипотентных элементов из подгруппы H1 в соответствующих пред-
ставлениях.

Следствие 6. В условиях теоремы 5 пусть r − l > 9 для G = Br(K), r − l > 11 для

G = Dr(K), и пусть ϕ — представление группы G, реализующееся в модуле M . Тогда для

любого унипотентного элемента x ∈ H1 образ ϕ(x) имеет не менее 2Q(r−l)3 блоков Жордана

максимальной размерности, равной порядку этого элемента.
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О доказательствах результатов этого раздела. Напомним, что 3 ≤ l ≤ r − 3 при
G = Br(K) и 4 ≤ l ≤ r − 4 при G = Dr(K). Используем обозначения UH и F (m), введенные в
разд. 2. Как и в разд. 3, введем X(M)a и Ma и построим множество Σ2, состоящее из различных
чисел a со следующими свойствами: для любого a ∈ Σ2 существует ненулевой весовой вектор
ma ∈ Ma, инвариантный относительно UH ; модуль F (ma) ∼= F1 ⊗ F2, где F1 — p-большой
H1-модуль, F2 — неприводимый H2-модуль с ω(F2) 6∈ ∆; при этом F (ma) 6∼= F (mc) при a 6= c.

Построение множества Σ2 опирается на следующую лемму.

Лемма 7. 1) Пусть l ≤ i < r, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим

λ(l, l, b) = ω(M)− bαl. При i > l положим ci = b, cf = af + cf+1 при l ≤ f < i и

λ(l, i, b) = ω(M)−
∑i

f=l cfαf .

2) Пусть 1 ≤ i < l, ai > 0, b ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai. Положим ci = b, cf = af + cf−1 при i < f ≤ l

и λ(l, i, b) = ω(M)−
∑l

f=i cfαf .

3) Пусть 1 ≤ i < l < j < r, aiaj > 0, b, d ∈ Z
+, 0 < b ≤ ai, 0 < d ≤ aj. Положим ci = b,

cf = af + cf−1 при i < f < l, cj = d, cf = af + cf+1 при j > f > l, cl = al + cl−1 + cl+1 и

λ(l, i, j, b, d) = ω(M)−
∑j

f=i cfαf .

Пусть λ = λ(l, i, b) или λ(l, i, j, b, d) удовлетворяет условиям одного из пп. 1)–3). Тогда

λ ∈ X(M) и подпространство Mλ состоит из векторов, инвариантных относительно UH .

Как и выше, выпишем явно веса, которые получаются в ограничениях на подгруппы H1 и
H2. Положим при s = 1, 2

µs =

{

λ(l, i, b)|Hs для веса λ(l, i, b) из пп. 1) и 2) леммы 7,

λ(l, i, j, b, d)|Hs для веса λ(l, i, j, b, d) из п. 3).

Так как строение корней групп G = Br(K) и G = Dr(K) различно, применим лемму 7 к
каждой группе по отдельности. Пусть сначала G = Br(K).

1. Пусть b = 0. Тогда

µ1 = ω|H1 = a1ω1 + . . .+ al−1ωl−1 + (al + 2al+1 + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = ω|H2 = al+1ω1 + al+2ω2 + . . .+ arωr−l.

2. Пусть i = l, 0 < b ≤ al 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + al−2ωl−2 + (al−1 + b)ωl−1 + (al + 2al+1 + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ al+1)ω1 + al+2ω2 + . . . + arωr−l.

3. Пусть 1 ≤ i < l, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ alωl−1 + (b+ ai+1 + . . .+ al + 2al+1 + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al+1)ω1 + al+2ω2 + . . . + arωr−l.

4. Пусть l < j < r − 1, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ al−2ωl−2 + (al−1 + al + . . .+ aj−1 + d)ωl−1

+ (al + . . .+ aj−1 − d+ 2aj + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = alω1 + . . . + aj−2ωj−l−1 + (aj−1 + aj − d)ωj−l + (d+ aj+1)ωj−l+1

+ aj+2ωj−l+2 + . . .+ arωr−l.
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5. Пусть j = r − 1, 0 < d ≤ ar−1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + al−2ωl−2 + (al−1 + al + . . .+ ar−2 + d)ωl−1

+ (al + . . .+ ar−2 + 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = alω1 + . . .+ ar−3ωr−l−2 + (ar−2 + ar−1 − d)ωr−l−1 + (2d+ ar)ωr−l.

6. Пусть 1 ≤ i < l − 1, l + 1 < j < r − 1, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ al−1ωl−2 + (al + . . .+ aj−1 + d)ωl−1

+ (b+ ai+1 + . . .+ aj−1 − d+ 2aj + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al)ω1 + al+1ω2 + . . . + aj−2ωj−l−1 + (aj−1 + aj − d)ωj−l

+ (d+ aj+1)ωj−l+1 + aj+2ωj−l+2 + . . .+ arωr−l.

7. Пусть 1 ≤ i < l − 1, j = l + 1, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ al+1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ al−1ωl−2 + (al + d)ωl−1 + (b+ ai+1 + . . .+ al − d+ 2al+1 + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al + al+1 − d)ω1 + (d+ al+2)ω2 + al+3ω3 + . . . + arωr−l.

8. Пусть i = l − 1, l + 1 < j < r − 1, 0 < b ≤ al−1 6= 0, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ al−3ωl−3 + (al−2 + b)ωl−2 + (al + . . . + aj−1 + d)ωl−1

+ (b+ al + . . .+ aj−1 − d+ 2aj + 2aj+1 + . . . + 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ al)ω1 + al+1ω2 + . . . + aj−2ωj−l−1 + (aj−1 + aj − d)ωj−l + (d+ aj+1)ωj−l+1

+ aj+2ωj−l+2 + . . .+ arωr−l.

9. Пусть i = l − 1, j = l + 1, 0 < b ≤ al−1 6= 0, 0 < d ≤ al+1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + al−3ωl−3 + (al−2 + b)ωl−2 + (al + d)ωl−1

+ (b+ al − d+ 2al+1 + . . .+ 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ al + al+1 − d)ω1 + (d+ al+2)ω2 + al+3ω3 + . . . + arωr−l.

10. Пусть 1 ≤ i < l, j = r − 1, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ ar−1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ al−1ωl−2 + (al + . . .+ ar−2 + d)ωl−1 + (b+ ai+1 + . . .+ ar−2 + 2ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al)ω1 + al+1ω2 + . . .+ ar−3ωr−l−2

+ (ar−2 + ar−1 − d)ωr−l−1 + (2d+ ar)ωr−l.

Отсюда следует, что веса µ2 /∈ ∆ при j 6= l + 1. Также при al+2 + . . . + ar 6= 0 веса µ2 из
пп. 2–3 не принадлежат множеству ∆.

Пусть теперь G = Dr(K).

1. Пусть b = 0. Тогда

µ1 = ω|H1 = a1ω1 + . . .+ al−1ωl−1 + (al + 2al+1 + . . .+ 2ar−2 + ar−1 + ar)ωl,

µ2 = ω|H2 = al+1ω1 + al+2ω2 + . . .+ arωr−l.
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2. Пусть i = l, 0 < b ≤ al 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ al−2ωl−2 + (al−1 + b)ωl−1 + (al + 2al+1 + . . . + 2ar−2 + ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ al+1)ω1 + al+2ω2 + . . .+ arωr−l.

3. Пусть 1 ≤ i < l, 0 < b ≤ ai 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai − b+ ai+1)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ alωl−1 + (b+ ai+1 + . . .+ al + 2al+1 + . . .+ 2ar−2 + ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al+1)ω1 + al+2ω2 + . . . + arωr−l.

4. Пусть l < j < r − 2, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ al−2ωl−2 + (al−1 + al + . . .+ aj−1 + d)ωl−1

+ (al + . . .+ ar−2 + ar−1 + ar − d)ωl,

µ2 = alω1 + . . . + aj−2ωj−l−1 + (aj−1 + aj − d)ωj−l + (d+ aj+1)ωj−l+1

+ aj+2ωj−l+2 + . . .+ arωr−l.

5. Пусть j = r − 2, 0 < d ≤ ar−2 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + al−2ωl−2 + (al−1 + al + . . . + ar−3 + d)ωl−1

+ (al + . . .+ ar−1 + ar − d)ωl,

µ2 = alω1 + . . .+ ar−4ωr−l−3 + (ar−3 + ar−2 − d)ωr−l−2

+ (d+ ar−1)ωr−l−1 + (d+ ar)ωr−l.

6. Пусть j = r − 1, 0 < d ≤ ar−1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . . + al−2ωl−2 + (al−1 + al + . . .+ ar−2 + d)ωl−1

+ (al + . . . + ar−1 + ar − d)ωl,

µ2 = alω1 + . . .+ ar−3ωr−l−2 + (ar−2 + ar−1 − d)ωr−l−1 + (ar−2 + d+ ar)ωr−l.

7. Пусть 1 ≤ i < l < j < r − 2, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ aj 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ (al + . . .+ aj−1 + d)ωl−1

+ (b+ ai+1 + . . .+ aj−1 − d+ 2aj + . . .+ 2ar−2 + ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al)ω1 + . . .+ aj−2ωj−l−1 + (aj−1 + aj − d)ωj−l

+ (d+ aj+1)ωj−l+1 + aj+2ωj−l+2 + . . .+ arωr−l.

8. Пусть 1 ≤ i < l, j = r − 2, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ ar−2 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ (al + . . .+ ar−3 + d)ωl−1

+ (b+ ai+1 + . . .+ ar−3 − d+ 2ar−2 + ar−1 + ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al)ω1 + . . .+ ar−4ωr−l−3 + (ar−3 + ar−2 − d)ωr−l−2

+ (d+ ar−1)ωr−l−1 + (d+ ar)ωr−l.

9. Пусть 1 ≤ i < l, j = r − 1, 0 < b ≤ ai 6= 0, 0 < d ≤ ar−1 6= 0. Тогда

µ1 = a1ω1 + . . .+ ai−2ωi−2 + (ai−1 + b)ωi−1 + (ai + ai+1 − b)ωi + ai+2ωi+1 + . . .

+ (al + . . .+ ar−2 + d)ωl−1 + (b+ ai+1 + . . .+ ar)ωl,

µ2 = (b+ ai+1 + . . .+ al)ω1 + . . .+ ar−3ωr−l−2 + (ar−2 + ar−1 − d)ωr−l−1

+ (ar−2 + d+ ar)ωr−l.
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Заметим, что веса µ2 /∈ ∆ при j 6= l+1. Также при al+2 + . . .+ ar 6= 0 веса µ2 из пп. 2–3 не
принадлежат множеству ∆.

Как и в предыдущем разделе, для доказательства теоремы 5 и следствия 6 используем
следствие 1, теорему 2 и лемму 1, а также леммы 3 и 4. �

Таким образом, получены нижние оценки числа композиционных факторов ограничений
представлений классических алгебраических групп на подсистемные подгруппы H1 и H2, а
также нижние оценки числа блоков Жордана максимальной размерности образов определен-
ных унипотентных элементов в соответствующих представлениях рассматриваемых групп.
Эти результаты могут быть использованы для решения задач распознавания представлений и
линейных групп по наличию матриц определенного вида.
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