
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 29 № 4 2023

УДК 517.98

ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ТИПА КАРЛСОНА СО МНОГИМИ ВЕСАМИ

К.Ю.Осипенко

В работе рассматриваются точные неравенства типа Карлсона вида

‖w(·)x(·)‖Lq(T ) ≤ K‖w0(·)x(·)‖
γ

Lp(T )
max

1≤j≤n
‖wj(·)x(·)‖

1−γ

Lr(T )
,

где T — конус в Rd, а веса wj(·), j = 1, . . . , n, являются однородными и обладают некоторым свойством

симметрии.
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The paper is concerned with sharp Carlson type inequalities of the form
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where T is a cone in Rd and the weight functions wj(·), j = 1, . . . , n, are homogeneous with some symmetry

property.
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1. Введение

Пусть T — некоторое непустое множество, Σ — σ-алгебра подмножеств T и µ — неотрица-
тельная σ-аддитивная мера на Σ. Через Lp(T, µ) обозначим совокупность всех Σ-измеримых
функций со значениями в R или C, для которых

‖x(·)‖Lp(T,µ) =

(∫

T

|x(t)|p dµ
)1/p

< ∞, 1 ≤ p < ∞.

Для T ⊂ R
d и dµ = dt, t ∈ R

d, положим Lp(T ) = Lp(T, µ).

Неравенство Карлсона [1]

‖x(t)‖L1(R+) ≤
√
π‖x(t)‖1/2L2(R+)‖tx(t)‖

1/2
L2(R+), R+ = [0,+∞),

обобщалось многими авторами (см. [2–9]). В работе [7] была найдена точная константа в нера-
венстве вида

‖w(·)x(·)‖Lq (T,µ) ≤ K‖w0(·)x(·)‖γLp(T,µ)
‖w1(·)x(·)‖1−γ

Lr(T,µ)
, (1.1)

где T — конус в линейном пространстве, w(·), w0(·) и w1(·) — однородные функции, µ —
однородная мера и 1 ≤ q < p, r < ∞ (при T = R

d точная константа была получена в работе [5]).
Напомним, что константа K называется точной, если ее нельзя заменить на меньшую. Само
неравенство в таком случае называется точным.
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Нахождение точной константы в неравенстве (1.1) тесно связано со следующей экстремаль-
ной задачей:

‖w(·)x(·)‖Lq (T,µ) → max, ‖w0(·)x(·)‖Lp(T,µ) ≤ δ, ‖w1(·)x(·)‖Lr(T,µ) ≤ 1,

где δ > 0. В этой работе изучается экстремальная задача

‖w(·)x(·)‖Lq (T,µ) → max, ‖w0(·)x(·)‖Lp(T,µ) ≤ δ, ‖wj(·)x(·)‖Lr(T,µ) ≤ 1, j = 1, . . . , n, (1.2)

где w(·), w0(·) и wj(·), j = 1, . . . , n, — однородные функции с некоторыми дополнительными
свойствами симметрии на функции wj(·), j = 1, . . . , n. Полученные результаты применяются
для получения точных неравенств типа Карлсона со многими весами.

Ряд общих результатов относительно задачи (1.2) были получены в работе [9], но там ос-
новное внимание было уделено задачам оптимального восстановления линейных операторов,
а точные неравенства типа Карлсона получались как следствия экстремальных задач, возни-
кающих при построении оптимальных методов восстановления. В данной работе мы получаем
эти неравенства непосредственно.

2. Однородные весовые функции на конусе в линейном пространстве

Пусть T — конус в линейном пространстве, µ(·) — однородная мера порядка d, |w(·)|,
|w0(·)| — однородные функции порядков θ, θ0, а |wj(·)|, j = 1, . . . , n, — однородные функции
порядка θ1. Будем предполагать, что w(t), w0(t) 6= 0 и

∑n
j=1 |wj(t)| 6= 0 для почти всех t ∈ T .

Если 1 ≤ q < p, r < ∞, то при k ∈ [0, 1) функция k1/(p−q)(1 − k)−1/(r−q) монотонно возрастает
от 0 до +∞. Следовательно, существует функция k(·) такая, что для почти всех t ∈ T

k1/(p−q)(t)

(1− k(t))1/(r−q)
=
∣∣∣ w(t)
w0(t)

∣∣∣
q(p−r)

(p−q)(r−q)
( n∑

j=1

∣∣∣wj(t)

w0(t)

∣∣∣
r
)−1/(r−q)

. (2.1)

Положим

γ =
θ1 − θ − d(1/q − 1/r)

θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)
. (2.2)

Теорема 1. Пусть 1 ≤ q < p, r < ∞ и θ1 − θ − d(1/q − 1/r) 6= 0. Предположим, что

I1 =

∫

T

∣∣∣∣
w(z)

w0(z)

∣∣∣∣
pq/(p−q)

kp/(p−q)(z) dµ(z) < ∞,

Ij+1 =

∫

T

|w(z)|qr/(p−q)

|w0(z)|pr/(p−q)
|wj(z)|rkr/(p−q)(z) dµ(z) < ∞, j = 1, . . . , n,

и, кроме того, I2 = . . . = In+1. Тогда для всех x(·) 6= 0 таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T, µ) и

wj(·)x(·) ∈ Lr(T, µ), j = 1, . . . , n, имеет место точное неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq (T,µ) ≤ K‖w0(·)x(·)‖γLp(T,µ)
max
1≤j≤n

‖wj(·)x(·)‖1−γ
Lr(T,µ)

, (2.3)

где

K = I
−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
2 (I1 + nI2)

1/q. (2.4)

Для доказательства этой теоремы нам потребуются две леммы. Первая из них по сути
является достаточным условием экстремума из теоремы Каруша— Куна— Таккера (см., на-
пример, [10, с. 39] (в силу простоты ее доказательства, состоящего из одной выкладки, оно
приведено).
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Пусть fj : A → R, j = 0, 1, . . . , k, — функции, определенные на некотором множестве A.
Рассмотрим экстремальную задачу

f0(x) → max, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , k, x ∈ A, (2.5)

и ее функцию Лагранжа

L(x, λ) = −f0(x) +
k∑

j=1

λjfj(x), λ = (λ1, . . . , λk).

Лемма 1. Пусть существуют λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , k, и допустимый в задаче (2.5) элемент

x̂ ∈ A, для которых

(a) min
x∈A

L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂k),

(b) λ̂jfj(x̂) = 0, j = 1, . . . , k.

Тогда x̂ — экстремальный элемент в задаче (2.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого допустимого в задаче (2.5) элемента x ∈ A имеем

−f0(x) ≥ L(x, λ̂) ≥ L(x̂, λ̂) = −f0(x̂). �

Лемма 2 — частный случай леммы 3 из работы [7].

Лемма 2. Для всех a, b ≥ 0 таких, что a + b > 0, и всех 1 ≤ q < p, r < ∞ существует

единственное решение û > 0 уравнения

q + paup−q + rbur−q = 0.

При этом для всех u ≥ 0

−ûq + aûp + bûr ≤ −uq + aup + bur.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Положим

x̂(t) = |w0(t)|−p/(p−q)
(q|w(t)|q

pλ0

)1/(p−q)
k1/(p−q)(ξt),

где параметры λ0, ξ > 0 подберем так, чтобы выполнялись равенства

∫

T

|w0(t)|px̂p(t) dµ(t) = δp,

∫

T

|wj(t)|rx̂r(t) dµ(t) = 1, j = 1, . . . , n. (2.6)

Сделав замену z = ξt и учитывая однородность функций w(·), w0(·), wj(·), j = 1, . . . , n, а также
меры µ(·), получаем

∫

T

|w0(t)|px̂p(t) dµ(t) =
( q

pλ0

)p/(p−q)
I1ξ

(θ0−θ)qp/(p−q)−d.

Аналогично находим

∫

T

|wj(t)|rx̂r(t) dµ(t) =
( q

pλ0

)r/(p−q)
Ij+1ξ

(θ0−θ)qr/(p−q)+r(θ0−θ1)−d, j = 1, . . . , n.
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Таким образом, равенства (2.6) имеют вид

( q

pλ0

)p/(p−q)
I1ξ

(θ0−θ)qp/(p−q)−d = δp,

( q

pλ0

)r/(p−q)
Ij+1ξ

(θ0−θ)qr/(p−q)+r(θ0−θ1)−d = 1, j = 1, . . . , n.

Нетрудно убедиться, что при

ξ =
(
δI

−1/p
1 I

1/r
2

)1/(θ1−θ0+d(1/r−1/p))
, λ0 =

q

p
I
1−q/p
1 ξ(θ0−θ)q−d(1−q/p)δq−p

эти равенства выполняются.
Рассмотрим экстремальную задачу, эквивалентную задаче (1.2)

∫

T

|w(t)|q |x(t)|q dµ(t) → max,

∫

T

|w0(t)|p|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫

T

|wj(t)|r|x(t)|r dµ(t) ≤ 1, j = 1, . . . , n.

(2.7)

Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид

L(x(·), λ) =
∫

T

L(t, x(t), λ) dµ(t), λ = (λ0, λ1, . . . λn),

где

L(t, x(t), λ) = −|w(t)|q |x(t)|q + λ0|w0(t)|p|x(t)|p + |x(t)|r
n∑

j=1

λj|wj(t)|r.

Из определения функции x̂(·) получаем

pλ0|w0(t)|px̂p−q(t) = q|w(t)|qk(ξt) (2.8)

и

r

n∑

j=1

|wj(t)|rx̂r−q(t) = r

n∑

j=1

|wj(t)|r|w0(t)|−p(r−q)/(p−q)
(q|w(t)|q

pλ0

)(r−q)/(p−q)
k(r−q)/(p−q)(ξt).

Из (2.1) и однородности функций |w(·)|, |w0(·)|, wj(·), j = 1, . . . , n, вытекает, что

k(r−q)/(p−q)(ξt) =
∣∣∣ w(ξt)
w0(ξt)

∣∣∣
q(p−r)/(p−q)( n∑

j=1

∣∣∣∣
wj(ξt)

w0(ξt)

∣∣∣∣
r )−1

(1− k(ξt))

= ξ(θ−θ0)q(p−r)/(p−q)−(θ1−θ0)r
∣∣∣ w(t)
w0(t)

∣∣∣
q(p−r)/(p−q)( n∑

j=1

∣∣∣wj(t)

w0(t)

∣∣∣
r)−1

(1− k(ξt)).

Таким образом,

r

n∑

j=1

|wj(t)|rx̂r−q(t) = r
( q

pλ0

)(r−q)/(p−q)
ξ(θ−θ0)q(p−r)/(p−q)−(θ1−θ0)r|w(t)|q(1− k(ξt)).

Положим

λ =
q

r

( q

pλ0

)−(r−q)/(p−q)
ξ(θ0−θ)q(p−r)/(p−q)+(θ1−θ0)r.



Точные неравенства типа Карлсона 233

Тогда

rλ

n∑

j=1

|wj(t)|rx̂r−q(t) = q|w(t)|q(1− k(ξt)). (2.9)

Складывая (2.8) и (2.9), получаем

pλ0|w0(t)|px̂p−q(t) + rλ

n∑

j=1

|wj(t)|rx̂r−q(t) = q|w(t)|q. (2.10)

Из леммы 2 вытекает, что для всех допустимых в (2.7) функций x(·) и почти всех t ∈ T при
λ = (λ0, λ, . . . , λ) имеет место неравенство

L(t, x̂(t), λ) ≤ L(t, x(t), λ).

Следовательно,

L(x̂(·), λ) ≤ L(x(·), λ).

Учитывая выполнение равенств (2.6), из леммы 1 получаем, что x̂(·) — экстремальная функция
в задаче (2.7). Принимая во внимание равенства (2.10) и (2.6), находим

sup
‖w0(·)x(·)‖Lp(T,µ)≤δ

‖wj(·)x(·)‖Lr(T,µ)≤1, j=1,...,n

‖w(·)x(·)‖qLq (T,µ)
=

∫

T

|w(t)|q |x̂(t)|q dµ(t)

= q−1

∫

T

(
pλ0|w0(t)|px̂p(t) + rλ

n∑

j=1

|wj(t)|rx̂r(t)
)
dµ(t) =

pλ0δ
p + nrλ

q

= I
1−q/p
1 ξ(θ0−θ)q−d(1−q/p)δq + n

(pλ0

q

)(r−q)/(p−q)
ξ(θ0−θ)q(p−r)/(p−q)+(θ1−θ0)r

= I
1−q/p
1 ξ(θ0−θ)q−d(1−q/p)δq + nI

r/p−q/p
1 ξ(θ0−θ)q−d(r/p−q/p)+(θ1−θ0)rδq−r = δqγKq.

(2.11)

Пусть x(·) 6= 0, w0(·)x(·) ∈ Lp(T, µ) и wj(·)x(·) ∈ Lr(T, µ), j = 1, . . . , n. Положим

A = max
1≤j≤n

‖wj(·)x(·)‖Lr(T,µ), δ = A−1‖w0(·)x(·)‖Lp(T,µ).

Тогда из (2.11) вытекает, что

A−q‖w(·)x(·)‖qLq (T,µ)
≤ δqγKq.

Отсюда следует неравенство (2.3). Если предположить, что существует постоянная K1 < K,
для которой тоже выполняется неравенство (2.3), то тогда

sup
‖w0(·)x(·)‖Lp(T,µ)≤δ

‖wj(·)x(·)‖Lr(T,µ)≤1, j=1,...,n

‖w(·)x(·)‖qLq (T,µ)
≤ Kq

1δ
qγ < Kqδqγ ,

что противоречит (2.11).

Теорема доказана.

При n = 1 утверждение теоремы 1 было доказано в [7].
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3. Однородные весовые функции на конусе в Rd

Пусть T — конус в R
d, dµ(t) = dt, |w(·)|, |w0(·)| — однородные функции порядков θ, θ0,

а |wj(·)|, j = 1, . . . , n, — однородные функции порядка θ1. Будем по-прежнему предполагать,
что w(t), w0(t) 6= 0 и

∑n
j=1 |wj(t)| 6= 0 для почти всех t ∈ T . Рассмотрим сферическую систему

координат

t1= ρ cosω1,
t2= ρ sinω1 cosω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
td−1= ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 cosωd−1,

td= ρ sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1.

Положим ω = (ω1, . . . , ωd−1). Для любой функции f(·), заданной на R
d, введем следующее

обозначение:

f̃(ω) = |f(cosω1, . . . , sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1)|.

Заметим, что если |f(·)| — однородная функция порядка κ, то f̃(ω) = ρ−κ|f(t)|. Обозначим
через Ω область изменения ω, когда t ∈ T . Из того, что T — конус, следует, что Ω не зави-
сит от ρ.

Предположим, что γ ∈ (0, 1), где γ определено формулой (2.2). Положим

1

q∗
=

1

q
− γ

p
− 1− γ

r
.

Нетрудно убедиться, что q∗ > q ≥ 1. Кроме того,

q∗ =
pqr(θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p))

(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r)
.

Положим

J(ω) = sind−2 ω1 sin
d−3 ω2 . . . sinωd−2.

Теорема 2. Пусть 1 ≤ q < p, r < ∞ и γ ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫

Ω

w̃q∗(ω)

w̃q∗γ
0 (ω)

(∑n
k=1 w̃

r
k(ω)

)q∗(1−γ)/r
J(ω) dω < ∞

и I ′1 = . . . = I ′n, где

I ′j =

∫

Ω

w̃q∗(ω)w̃r
j (ω)

w̃q∗γ
0 (ω)

(∑n
k=1 w̃

r
k(ω)

)q∗(1−γ)/r+1
J(ω) dω, j = 1, . . . , n.

Тогда для всех x(·) 6= 0 таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) и wj(·)x(·) ∈ Lr(T ), j = 1, . . . , n, имеет

место точное неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq (T ) ≤ K̃‖w0(·)x(·)‖γLp(T ) max
1≤j≤n

‖wj(·)x(·)‖1−γ
Lr(T ),

где

K̃ = γ−γ/p
(1− γ

n

)−(1−γ)/r( B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r) I

|θ1 − θ0 + d(1/p − 1/r)|(γr + (1− γ)p)

)1/q∗
, (3.1)

а B(·, ·) — B-функция Эйлера.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычислим величину I1 из теоремы 1 с помощью перехода к
сферическим координатам. Имеем

I1 =

∫

T

∣∣∣ w(z)
w0(z)

∣∣∣
pq/(p−q)

kp/(p−q)(z) dz

=

∫

Ω

( w̃(ω)

w̃0(ω)

)qp/(p−q)
J(ω) dω

+∞∫

0

ρ(θ−θ0)qp/(p−q)+d−1kp/(p−q)(ρ, ω) dρ.

Переходя к сферическим координатам, для функции k(·) получим равенство

k1/(p−q)(ρ, ω)

(1− k(ρ, ω))1/(r−q)
= ρ

(θ−θ0)q(p−r)−(θ1−θ0)r(p−q)

(p−q)(r−q)
w̃

q(p−r)
(p−q)(r−q) (ω)w̃

p/(p−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)1/(r−q)
.

Отсюда следует, что

ρ(θ1−θ0)r(p−q)−(θ−θ0)q(p−r) =
(1− k(ρ, ω))p−q

kr−q(ρ, ω)

w̃q(p−r)(ω)w̃
p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q .

Зафиксируем ω ∈ Ω. Тогда

dρ(θ−θ0)qp/(p−q)+d =

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ

d
(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ

= −ζ

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ
(1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk,

где

ζ =
(θ − θ0)qp+ d(p− q)

(p− q)((θ1 − θ0)r(p − q)− (θ − θ0)q(p− r))
=

q∗(1− γ)

r(p− q)
.

Если ρ меняется от 0 до +∞, то k будет меняться от 0 до 1 при (θ1−θ0)r(p−q)−(θ−θ0)q(p−r) < 0
и от 1 до 0 при (θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r) > 0. Поэтому

+∞∫

0

ρ(θ−θ0)qp/(p−q)+d−1kp/(p−q)(ρ, ω) dρ =
p− q

(θ − θ0)qp+ d(p − q)

+∞∫

0

kp/(p−q)(ρ, ω) dρ(θ−θ0)qp/(p−q)+d

=
1

|(θ1 − θ0)r(p − q)− (θ − θ0)q(p− r)|

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ

×
1∫

0

kp/(p−q) (1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk

=
1

|(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r)|

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ

(K1 +K2),

где

K1 = (r − q)

1∫

0

kp̂(1 − k)q̂−1 dk = (r − q)B(p̂+ 1, q̂),
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K2 = (p− r)

1∫

0

kp̂+1(1− k)q̂−1 dk = (p− r)B(p̂+ 2, q̂) = (p− r)
p̂+ 1

p̂+ q̂ + 1
B(p̂+ 1, q̂),

p̂ =
(θ1 − θ)qr − d(r − q)

(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r)
= q∗

γ

p
,

q̂ =
(θ − θ0)qp+ d(p− q)

(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p− r)
= q∗

1− γ

r
.

Таким образом,

K1 +K2 = p
(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r)

(θ1 − θ0)pr + d(p − r)
B(p̂+ 1, q̂) =

pq

q∗
B(p̂+ 1, q̂)

=
qγ

q∗

(γ
p
+

1− γ

r

)−1
B(p̂, q̂).

Отсюда

I1 =
γ

pr|θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)|
(γ
p
+

1− γ

r

)−1
B(p̂, q̂)I.

Теперь найдем I2. Имеем

I2 =

∫

T

|w(z)|qr/(p−q)

|w0(z)|pr/(p−q)
|w1(z)|r kr/(p−q)(z) dz

=

∫

Ω

w̃qr/(p−q)(ω)

w̃
pr/(p−q)
0 (ω)

w̃r
1(ω)J(ω) dω

+∞∫

0

ρ(θ−θ0)qr/(p−q)+(θ1−θ0)r+d−1 kr/(p−q)(ρ, ω) dρ.

Зафиксируем ω ∈ Ω. Тогда

dρ(θ−θ0)qr/(p−q)+(θ1−θ0)r+d =

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ1

d
(1− k)(p−q)ζ1

k(r−q)ζ1

= −ζ1

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ1
(1− k)(p−q)ζ1−1

k(r−q)ζ1+1
(r − q + (p− r)k) dk,

где

ζ1 =
(θ − θ0)qr + ((θ1 − θ0)r + d)(p − q)

(p − q)((θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p − r))
=

q∗(1− γ)

r(p− q)
+

1

p− q
.

Имеем
+∞∫

0

ρ(θ−θ0)qr/(p−q)+(θ1−θ0)r+d−1kr/(p−q)(ρ, ω) dρ

=
p− q

(θ − θ0)qr + ((θ1 − θ0)r + d)(p − q)

+∞∫

0

kr/(p−q)(ρ, ω) dρ(θ−θ0)qr/(p−q)+(θ1−θ0)r+d

=
1

|(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p− r)|

(
w̃q(p−r)(ω)w̃

p(r−q)
0 (ω)

(∑n
j=1 w̃

r
j (ω)

)p−q

)ζ1

(L1 + L2);

здесь

L1 = (r − q)

1∫

0

kp̂−1(1− k)q̂ dk = (r − q)B(p̂, q̂ + 1),
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L2 = (p − r)

1∫

0

kp̂(1 − k)q̂ dk = (p− r)B(p̂+ 1, q̂ + 1) = (p− r)
p̂

p̂+ q̂ + 1
B(p̂, q̂ + 1).

Таким образом,

L1 + L2 = r
(θ1 − θ0)r(p− q)− (θ − θ0)q(p− r)

(θ1 − θ0)pr + d(p − r)
B(p̂, q̂ + 1) =

qr

q∗
B(p̂, q̂ + 1)

=
q(1− γ)

q∗

(γ
p
+

1− γ

r

)−1
B(p̂, q̂).

Следовательно,

I2 =
1− γ

pr|θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)|
(γ
p
+

1− γ

r

)−1
B(p̂, q̂)I ′1.

Из того, что I ′1 + . . .+ I ′n = I, вытекает, что I ′j = I/n, j = 1, . . . , n. Тем самым

I2 =
1− γ

pr|θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)|
(γ
p
+

1− γ

r

)−1
B(p̂, q̂)

I

n
.

Остается подставить выражения для I1 и I2 в формулу (2.4).

Теорема 2 доказана.

При n = 1 утверждение теоремы 2 было доказано в [5].

Приведем пример весов, для которых выполнены условия теоремы 2. Пусть T = R
d
+,

w(t) = (t21 + . . .+ t2d)
θ/2, w0(t) = (t21 + . . . + t2d)

θ0/2, wj(t) = tθ1j , j = 1, . . . , d. (3.2)

Будем считать, что γ ∈ (0, 1). Это эквивалентно тому, что θ1+d(1/r−1/q) > θ > θ0+d(1/p−1/q)
или θ1 + d(1/r − 1/q) < θ < θ0 + d(1/p − 1/q).

Нетрудно убедиться, что w̃(·) = w̃0(·) = 1, а w̃j(ω) = t̃j
θ1
(ω), j = 1, . . . , d, где

t̃1(ω)= cosω1,

t̃2(ω)= sinω1 cosω2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t̃d−1(ω)= sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 cosωd−1,

t̃d(ω)= sinω1 sinω2 . . . sinωd−2 sinωd−1.

Заметим, что

d∑

k=1

t̃2k(ω) = 1.

Для величины I из теоремы 2 имеем

I =

∫

Πd−1
+

J(ω) dω
(∑d

k=1 t̃k
rθ1

(ω)
)q∗(1−γ)/r

, Πd−1
+ = [0, π/2]d−1. (3.3)

Если rθ1 ≤ 2, то
d∑

k=1

t̃k
rθ1

(ω) ≥
d∑

k=1

t̃k
2
(ω) = 1. (3.4)

Если же rθ1 > 2, то по неравенству Гельдера

1 =

d∑

k=1

t̃k
2
(ω) ≤

( d∑

k=1

t̃k
rθ1

(ω)
)2/(rθ1)

d1−2/(rθ1).
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Тем самым
d∑

k=1

t̃k
rθ1

(ω) ≥ d1−rθ1/2. (3.5)

Из (3.4) и (3.5) вытекает, что I < ∞.

Для I ′j имеем

I ′j =

∫

Πd−1
+

t̃j
rθ1J(ω) dω

(∑d
k=1 t̃k

rθ1
(ω)
)q∗(1−γ)/r+1

, j = 1, . . . , d.

Рассмотрим интегралы

Mj =

∫

Rd
+∩Bd

(∑d
k=1 t

2
k

)θ1q∗(1−γ)/2
trθ1j(∑d

k=1 t
rθ1
k

)q∗(1−γ)/r+1
dt, j = 1, . . . , d,

где B
d — единичный шар в R

d. Если сделать замену переменных в интеграле Mj , поменяв
местами переменные tj и tk, то интеграл Mj перейдет в интеграл Mk. Следовательно, M1 =
. . . = Md. Переходя к сферическим координатам, получим, что Mj = I ′j/d, j = 1, . . . , d. Таким
образом, I ′1 = . . . = I ′d.

Для рассматриваемого случая из теоремы 2 получаем

Следствие 1. Пусть 1 ≤ q < p, r < ∞ и выполнены неравенства θ1 + d(1/r − 1/q) > θ >
θ0 + d(1/p − 1/q) или θ1 + d(1/r − 1/q) < θ < θ0 + d(1/p − 1/q). Тогда для весов (3.2) и всех

x(·), для которых w0(·)x(·) ∈ Lp(R
d
+) и wj(·)x(·) ∈ Lr(R

d
+), j = 1, . . . , d, имеет место точное

неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq (Rd
+) ≤ K̃‖w0(·)x(·)‖γLp(Rd

+)
max
1≤j≤d

‖wj(·)x(·)‖1−γ

Lr(Rd
+)
,

где величина K̃ определена равенством (3.1), в котором значение I определено (3.3).

Приведем еще один результат для весов (3.2).

Следствие 2. Пусть 1 ≤ q < p, r < ∞. Веса (3.2) таковы, что θ = d(1 − 1/q), θ0 =
d− (λ+ d)/p, θ1 = d+ (µ − d)/r, где λ, µ > 0. Положим

α =
µ

pµ+ rλ
, β =

λ

pµ+ rλ
.

Тогда для всех x(·), для которых w0(·)x(·) ∈ Lp(R
d
+) и wj(·)x(·) ∈ Lr(R

d
+), j = 1, . . . , d, имеет

место точное неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq (Rd
+) ≤ C‖w0(·)x(·)‖pαLp(Rd

+)
max
1≤j≤d

‖wj(·)x(·)‖rβLr(Rd
+)
,

где

C =
dβ

(pα)α(rβ)β

( I

λ+ µ
B
( α

1/q − α− β
,

β

1/q − α− β

))1/q−α−β
,

а

I =

∫

Πd−1
+

J(ω) dω
(∑d

k=1 t̃k
r(d−1)+µ

(ω)
)β/(1/q−α−β)

.

При d = 1 и q = 1 утверждение следствия 2 было получено в [2].
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