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Граф Хоукса ΓH (G) группы G — это ориентированный граф, множество вершин которого совпада-

ет с π(G) и который имеет ребро (p, q), если q ∈ π(G/Op′,p(G)). Силовским графом Γs(G) группы G
называется ориентированный граф с множеством вершин π(G), и (p, q) является ребром Γs(G), если

q ∈ π(NG(P )/PCG(P )) для некоторой силовской p-подгруппы P группы G. N-критический граф ΓNc(G)
группы G — ориентированный граф, множество вершин которого совпадает с π(G), такой, что (p, q) —

ребро ΓNc(G) всякий раз, когда G содержит (p, q)-подгруппу Шмидта, т. е. {p, q}-подгруппу Шмидта с

нормальной силовской p-подгруппой. В статье изучаются графы Хоукса, силовские и N-критические гра-

фы произведений тотально перестановочных, взаимно перестановочных и N-связных подгрупп.
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Введение

Все рассматриваемые группы являются конечными, G всегда обозначает группу, π(G) —
множество всех простых делителей |G|. Если граф не имеет изолированных вершин, то мы
будем определять его только по его ребрам.

Имеется много работ, начиная с 1878 г., в которых каждой группе ставится в соответствие
определенный граф и изучается связь геометрии графа со свойствами группы (например, см.
[1–10] и др.). Среди таких графов есть интересное семейство арифметических графов, т. е.
графов, вершины которых являются простыми делителями порядка группы.

В 1968 г. Хоукс [4] ввел ориентированный граф ΓH(G) группы G, множество вершин ко-
торого совпадает с π(G) и который имеет ребро (p, q), когда q ∈ π(G/Op′,p(G)). Этот граф
обладает многими интересными свойствами [4; 9; 11]. Например (см. [4], если в нем нет петли
(p, p), то p-длина G не превосходит 1.

Напомним [5;12], что силовский граф Γs(G) группы G — это ориентированный граф с мно-
жеством вершин π(G), а (p, q) — ребро графа Γs(G) всякий раз, когда q ∈ π(NG(P )/PCG(P ))

1Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект Ф23РНФ-237).
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для некоторой силовской p-подгруппы P группы G. Приложения и свойства этого графа мож-
но найти в работах [5; 9; 12; 13]. В частности, (см. [13]), каждая компонента связности Γs(G)
соответствует нормальной холловской подгруппе группы G. Некоторые открытые проблемы,
связанные с силовским графом, можно найти в работе [8].

Отметим, что (p, q)-группа Шмидта — это группа Шмидта (т. е. ненильпотентная группа,
все собственные подгруппы которой нильпотентны) G с π(G) = {p, q} и нормальной силов-
ской p-подгруппой. N -критическим [9] графом ΓNc(G) группы G называется ориентированный
граф, множество вершин которого совпадает с π(G), такой, что (p, q) является ребром ΓNc(G),
если G содержит (p, q)-подгруппу Шмидта. Свойства этого графа и его приложения можно
найти в работах [9; 14].

Из вышесказанного следует, что арифметическме графы несут важную информацию о
строении группы. Естественной является задача вычисления (арифметического) графа груп-
пы по известным графам ее системы подгрупп. Данная работа посвящена решению указанной
задачи для графов Хоукса, силовского и N -критического, когда в качестве системы подгрупп
выступают подгруппы, факторизующие группу, с дополнительными условиями: тотальной пе-
рестановочности факторов, взаимной перестановочности факторов и N-связности факторов.

Напомним, что N обозначает класс всех нильпотентных групп. Согласно [15] подгруппы
H и K называются N-связными, если 〈x, y〉 ∈ N для каждого x ∈ H и y ∈ K. Произведения
N-связных подгрупп изучались в работах [15–17] и др. Нами получена

Теорема 1. Пусть группа G является произведением попарно перестановочных и N-

связных подгрупп G1, . . . , Gn. Тогда

Γs(G) =

n
⋃

i=1

Γs(Gi),ΓH(G) =

n
⋃

i=1

ΓH(Gi),ΓNc(G) =

n
⋃

i=1

ΓNc(Gi).

Отметим, что G = AB называется произведением тотально перестановочных подгрупп A и
B, если каждая подгруппа из A перестановочна с каждой подгруппой из B. Асаад и Шаалан
(см. [18, гл. 4]) доказали, что произведение двух тотально перестановочных сверхразрешимых
подгрупп также является сверхразрешимым. Этот результат положил начало изучению произ-
ведений тотально перестановочных формационных подгрупп (см., например, [18, гл. 4]). Нами
доказана

Теорема 2. Пусть группа G является произведением попарно тотально перестановоч-

ных подгрупп G1, . . . , Gn и Γ(G) = {(p, q) | p, q ∈ π(G), q ∈ π(p− 1)}. Тогда

Γs(G) ⊆
n
⋃

i=1

Γs(Gi) ∪ Γ(G),ΓH(G) ⊆
n
⋃

i=1

ΓH(Gi) ∪ Γ(G) и ΓNc(G) ⊆
n
⋃

i=1

ΓNc(Gi) ∪ Γ(G).

П р и м е р 1. Симметрическая группа S3 степени 3 является произведением тотально
перестановочных циклических групп Z3 и Z2 порядков 3 и 2 соответственно. Заметим, что
(3, 2) — единственное ребро силовского графа, графа Хоукса и N -критического графа S3, а
силовские графы, графы Хоукса и N -критические графы групп Z3 и Z2 не имеют ребер. Таким
образом, Γ(S3) 6⊆ Γ(Z3) ∪ Γ(Z2) для Γ ∈ {Γs,ΓH ,ΓNc}.

З а м е ч а н и е 1. Теоремы 1 и 2 следуют из более общего результата (см. теорему 5).

Напомним [18, определение 4.1.1], что группа G называется произведением взаимно пере-
становочных подгрупп A и B, если G = AB, A перестановочна с каждой подгруппой группы B
и B перестановочна с каждой подгруппой из A. Произведения взаимно перестановочных под-
групп широко изучаются в настоящее время [18, гл. 4]. Нами доказана

Теорема 3. Пусть G = AB — произведение взаимно перестановочных подгрупп A и B,

Γ(A,B) = {(p, q) | p ∈ π(A), q ∈ π(B) ∩ π(p − 1) или p ∈ π(B), q ∈ π(A) ∩ π(p − 1)}. Тогда

ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ⊆ ΓNc(G) ⊆ ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B) и

ΓH(A) ∪ ΓH(B) ⊆ ΓH(G) ⊆ ΓH(A) ∪ ΓH(B) ∪ Γ(A,B) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}.
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П р и м е р 2. Заметим, что симметрическая группа S4 степени 4 является произведени-
ем взаимно перестановочных своей силовской 2-подгруппы P и знакопеременной группы A4

степени 4. Заметим также, что E(ΓH(P )) = ∅, E(ΓH (A4)) = {(2, 3)}, E(Γ(P,A4)) = {(3, 2)} и
E(ΓH(S4)) = {(2, 2), (2, 3), (3, 2)}. Следовательно, ΓH(S4) 6⊆ ΓH(P ) ∪ ΓH(A4) ∪ Γ(P,A4).

Напомним [19], что формация F называется формацией с условием Шеметкова, если каж-
дая минимальная не-F-группа является группой Шмидта или группой простого порядка.
C различными свойствами и применением таких формаций можно ознакомиться в [20, гл. 6.4].

Следствие 1. Наследственная формация F с условием Шеметкова замкнута относи-

тельно произведений взаимно перестановочных F-подгрупп тогда и только тогда, когда она

содержит все сверхразрешимые π(F)-группы Шмидта.

Следствие 2 [21, теорема 2]. Пусть p — простое число, а π — p-специальное множество

простых чисел (т. е. q 6∈ π всякий раз, когда p делит q(q−1)). Если группа G — произведение

взаимно перестановочных подгрупп A и B, являющихся нормальными расширениями p-групп

π-группами, то и группа G обладает этим свойством.

Нами получен следующий аналог теоремы 3 для произведений n разрешимых групп.

Теорема 4. Пусть группа G является произведением попарно взаимно перестановочных

разрешимых подгрупп G1, . . . , Gn и Γ(Gi, Gj) определяется так же, как и в теореме (3) . Тогда

ΓH(G) ⊆
⋃

1≤i≤n

ΓH(Gi) ∪
⋃

1≤i,j≤n,i 6=j

Γ(Gi, Gj) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)} и

ΓNc(G) ⊆
⋃

1≤i≤n

ΓNc(Gi) ∪
⋃

1≤i,j≤n,i 6=j

Γ(Gi, Gj).

Следующий результат для n = 2 был доказан в [22, следствие 7].

Следствие 3. Пусть группа G является произведением попарно взаимно перестановоч-

ных подгрупп G1, . . . , Gn. Если каждая подгруппа Шмидта в G1, . . . , Gn сверхразрешима, то

и любая подгруппа Шмидта в G сверхразрешима.

1. Предварительные результаты

Используются следующие обозначения: π(n) — множество простых делителей числа n;
π(F) = ∪G∈Fπ(G); Sn и An — симметрическая и знакопеременная группы степени n соот-
ветственно; Zn — циклическая группа порядка n; Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G;
Oπ(G) — наибольшая нормальная π-подгруппа группы G для множества простых чисел π.
Если π = {p}, то Oπ(G) обозначается Op(G). Если π = P \ {p}, то Oπ(G) обозначается Op′(G);
Op′,p(G) — наибольшая нормальная p-нильпотентная подгруппа группы G. Ее можно опреде-
лить как Op′,p(G)/Op′(G) = Op(G/Op′(G)).

Напомним, что (ориентированный) граф Γ — это пара множеств V (Γ) и E(Γ), где V (Γ) —
множество вершин Γ и E(Γ) — множество ребер Γ, т.е. множество упорядоченных пар эле-
ментов из V (Γ). Ребро (v, v) называется петлей. Два графа Γ1 и Γ2 называются равными
(обозначается Γ1 = Γ2), если V (Γ1) = V (Γ2) и E(Γ1) = E(Γ2). Граф Γ1 называется подгра-
фом Γ2 (обозначается Γ1 ⊆ Γ2), если V (Γ1) ⊆ V (Γ2) и E(Γ1) ⊆ E(Γ2). Граф Γ называется
объединением графов Γ1 и Γ2 (обозначается Γ = Γ1 ∪ Γ2), если V (Γ) = V (Γ1) ∪ V (Γ2) и
E(Γ) = E(Γ1) ∪E(Γ2).

Пусть Γ ∈ {Γs,ΓH ,ΓNc} и X — класс групп. По [9, определение 3.1]

Γ(X) =
⋃

G∈X

Γ(G).
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Лемма 1 [9, определение 2.6, теорема 2.7]. Пусть G — группа. Тогда

1. Если Γ ∈ {ΓH ,ΓNc}, то Γ(H) ⊆ Γ(G) для любой H ≤ G.

2. Если Γ ∈ {Γs,ΓH ,ΓNc}, то Γ(G/N) ⊆ Γ(G) для любой N E G.

3. Если Γ ∈ {Γs,ΓH ,ΓNc}, то Γ(G/N1) ∪ Γ(G/N2) = Γ(G) для любых N1, N2 E G таких,

что N1 ∩N2 = 1.
4. Если Γ ∈ {ΓH ,ΓNc}, то Γ(N1) ∪ Γ(N2) = Γ(G) для любых N1, N2 E G.

5. Если Γ ∈ {Γs,ΓH ,ΓNc}, то Γ(G1 × · · · × Gn) = Γ(G1) ∪ · · · ∪ Γ(Gn) для любых групп

G1, . . . , Gn.

Пусть X — класс групп. Заметим, что главный фактор H/K группы G называется X-
центральным (см. [23, с. 127–128]) в G, если полупрямое произведение (H/K)⋊ (G/CG(H/K))
группы H/K с G/CG(H/K), соответствующее действию группы G сопряжением на H/K, при-
надлежит X. X-гиперцентр ZX(G) группы G — это наибольшая нормальная подгруппа груп-
пы G такая, что каждый главный фактор группы G ниже ее является X-центральным (эта
подгруппа существует по [23, лемма 14.1]). Если X = N — класс всех нильпотентных групп,
то ZN(G) — гиперцентр Z∞(G) группы G.

2. Произведения групп с F-гиперцентральным условием для коммутаторов

Напомним [17, предложение 1 (8)], что если G = G1 . . . Gn — произведение попарно пере-
становочных и N-связных подгрупп, то [Gi,

∏n
j=1,j 6=iGj ] ≤ Z∞(G) для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Согласно [18, лемма 4.2.12], если G = G1 . . . Gn — произведение тотально перестановочных
подгрупп, то [Gi,

∏n
j=1,j 6=iGj ] ≤ ZU(G) для любого i ∈ {1, . . . , n}, где U обозначает класс всех

сверхразрешимых групп. Эти наблюдения приводят нас к следующему определению.

О п р е д е л е н и е. Будем говорить, что G является произведением подгрупп G1,
G2 . . . , Gn с F-гиперцентральным условием для коммутаторов, если G = G1 . . . Gn, GiGj яв-
ляется подгруппой G для любых i, j ∈ {1, . . . , n} и [Gi,

∏n
j=1,j 6=iGj ] ≤ ZF(G) для любого

i ∈ {1, . . . , n}.
Основное свойство произведений с F-гиперцентральным условием для коммутаторов со-

стоит в следующем.

Лемма 2. Пусть F — наследственная формация и N ⊆ F. Если группа G является про-

изведением подгрупп G1, . . . , Gn с F-гиперцентральным условием для коммутаторов, то

G/ZF(G) ≃ G1/ZF(G1)× · · · ×Gn/ZF(Gn).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) H i = GiZF(G)/ZF(G) ∩ (
∏n

j=1,j 6=iGj)ZF(G)/ZF(G) ≃ 1 для
любых i ∈ {1, . . . , n}.

Так как G удовлетворяет условию F-гиперцентральности для коммутаторов, мы видим,
что каждый элемент H i коммутирует с каждым элементом

GiZF(G)/ZF(G) и
(

n
∏

j=1,j 6=i

Gj

)

ZF(G)/ZF(G).

Следовательно, он коммутирует с каждым элементом G/ZF(G). Поэтому H i ≤ Z(G/ZF(G)).
Из N ⊆ F следует, что Z(G/ZF(G)) ≤ ZF(G/ZF(G)) ≃ 1. Таким образом, H i ≃ 1.

(b) GiZF(G)/ZF(G) E G/ZF(G) для каждого i ∈ {1, . . . , n}.

Так как G удовлетворяет условию F-гиперцентральности для коммутаторов, мы видим, что
каждый элемент GiZF(G)/ZF(G) коммутирует с каждым элементом (

∏n
j=1,j 6=iGj)ZF(G)/ZF(G).

Теперь из G = G1 . . . Gn следует, что GiZF(G)/ZF(G) E G/ZF(G).

(c) G/ZF(G) ≃ G1/ZF(G1)× · · · ×Gn/ZF(Gn).
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Из (a) и (b) следует, что

G/ZF(G) = G1ZF(G)/ZF(G) × · · · ×GnZF(G)/ZF(G).

Заметим, что каждый F-центральный главный фактор GiZF(G)/ZF(G) является F-
центральным главным фактором и G/ZF(G). Из ZF(G/ZF(G)) ≃ 1 следует, что

ZF(GiZF(G)/ZF(G)) ≃ ZF(Gi/(Gi ∩ ZF(G))) ≃ 1.

Поскольку формация F является наследственной, мы видим, что Gi ∩ ZF(G) ≤ ZF(Gi) по
[24, лемма 2.4 (iii)]. Теперь из ZF(Gi/(Gi ∩ ZF(G))) ≃ 1 получаем, что Gi ∩ ZF(G) = ZF(Gi).
Таким образом,

G/ZF(G) ≃ G1/(G1 ∩ ZF(G)) × · · · ×Gn/(Gn ∩ ZF(Gn)) ≃ G1/ZF(G1)× · · · ×Gn/ZF(Gn). �

Обозначим через Γ(F)|G индуцированный подграф графа Γ(F) на π(G).

Лемма 3. Пусть F — наследственная формация, N ⊆ F, Γ ∈ {Γs,ΓNc,ΓH} и G — группа.

Тогда

Γ(G/ZF(G)) ⊆ Γ(G) ⊆ Γ(G/ZF(G)) ∪ Γ(F)|G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из п. 2 леммы 1 следует, что Γ(G/ZF(G)) ⊆ Γ(G). Предпо-
ложим, что существует группа G с Γ(G) 6⊆ Γ(G/ZF(G)) ∪ Γ(F)|G. Заметим, что V (Γ(G)) =
V (Γ(G/ZF(G))∪Γ(F)|G). Следовательно, существует (p, q) ∈ E(Γ(G))\E(Γ(G/ZF(G))∪Γ(F)|G).

Пусть Γ = ΓNc. Тогда существует (p, q)-подгруппа Шмидта H группы G такая, что H 6∈ F.
Из ΓNc(G/ZF(G)) ⊆ ΓNc(G) следует, что HZF(G)/ZF(G) ≃ H/H ∩ ZF(G) нильпотентна. По-
скольку формация F является наследственной, H ∩ ZF(G) ≤ ZF(H) по [24, лемма 2.4 (iii)].
Из N ⊆ F следует, что HZF(G) ∈ F. Поэтому H ∈ F; противоречие. Таким образом,
ΓNc(G) ⊆ ΓNc(G/ZF(G)) ∪ ΓNc(F)|G.

Пусть Γ = Γs. Тогда существует элемент x группы G, который индуцирует автомор-
физмы порядка qα на силовской p-подгруппе P группы G. Не теряя общности рассуж-
дений, мы можем считать, что x является q-элементом группы G. Заметим, что xZF(G)
действует тривиально на силовской p-подгруппе PZF(G)/ZF(G) группы G/ZF(G). Следова-
тельно, P 〈x〉ZF(G)/ZF(G) — нильпотентная группа. По аналогии с предыдущим абзацем
P 〈x〉ZF(G) ∈ F. Отсюда (p, q) ∈ Γs(F); противоречие.

Пусть Γ = ΓH . Из [9, предложение 2.3 (1)] следует, что существует главный фактор H/K
группы G ниже ZF(G) с p ∈ π(H/K) и q ∈ π(G/CG(H/K)). Из (H/K) ⋊ G/CG(H/K) ∈ F

следует, что (p, q) ∈ ΓH(F); противоречие.
Таким образом, ΓH(G) ⊆ ΓH(G/ZF(G)) ∪ ΓH(F)|G. �

Основным результатом этого раздела является

Теорема 5. Пусть F — наследственная формация с N ⊆ F и Γ ∈ {Γs,ΓNc,ΓH}. Если

группа G является произведением подгрупп G1, . . . , Gn с F-гиперцентральным условием для

коммутаторов, то

Γ(G) ⊆
n
⋃

i=1

Γ(Gi) ∪ Γ(F)|G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 следует, что G/ZF(G) ≃ G1/ZF(G1) × · · · ×
Gn/ZF(Gn). Тогда Γ(G/ZF(G)) =

⋃n
i=1 Γ(Gi/ZF(Gi)) по п. 5 леммы 1. Заметим, что Γ(F)|Gi

⊆
Γ(F)|G. Поэтому по лемме 3

Γ(G) ∪ Γ(F)|G = Γ(G/ZF(G)) ∪ Γ(F)|G =
n
⋃

i=1

Γ(Gi/ZF(Gi)) ∪ Γ(F)|G
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=

n
⋃

i=1

(Γ(Gi/ZF(Gi)) ∪ Γ(F)|Gi
) ∪ Γ(F)|G =

n
⋃

i=1

(Γ(Gi) ∪ Γ(F)|Gi
) ∪ Γ(F)|G =

n
⋃

i=1

Γ(Gi) ∪ Γ(F)|G.

Итак, Γ(G) ⊆
n
⋃

i=1

Γ(Gi) ∪ Γ(F)|G.

Теорема доказана.

Лемма 4. Если группа G имеет силовскую башню (дисперсивна), то Γs(G) = ΓNc(G) =
ΓH(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [9, предложение 2.4] Γs(G) ⊆ ΓNc(G) ⊆ ΓH(G) для
любой группы G. Следовательно, нам нужно только доказать, что Γs(G) = ΓH(G) для груп-
пы G, обладающей силовской башней. Предположим противное, пусть группа G имеет си-
ловскую башню и является контрпримером минимального порядка. Поскольку V (ΓH(G)) =
V (Γs(G)) = π(G), мы видим, что существует (p, q) ∈ E(ΓH(G)) \ E(Γs(G)). Так как G име-
ет силовскую башню, очевидно, что Op′,p(G) содержит все силовские p-подгруппы группы G.
Поэтому p 6= q.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Напомним, что класс групп,
имеющих силовскую башню, замкнут относительно взятия эпиморфных образов. Следова-
тельно, G/N имеет силовскую башню. Из |G/N | < |G| и нашего предположения следует, что
Γs(G/N) = ΓH(G/N), в частности (p, q) 6∈ E(ΓH(G)). Если G имеет две минимальные нормаль-
ные подгруппы N1 и N2, то Γs(G) = Γs(G/N1)∪Γs(G/N2) = ΓH(G/N1)∪ΓH(G/N2) = ΓH(G) по
лемме 1; противоречие. Таким образом, G имеет единственную минимальную нормальную под-
группу N . Поскольку G разрешима, N является r-группой для некоторого простого числа r.
Если r 6= p, то Op′,p(G/N) = Op′,p(G)/N . Отсюда (p, q) ∈ E(ΓH(G/N)); противоречие. Теперь
r = p. Поскольку G имеет силовскую башню и единственную минимальную нормальную под-
группу N , мы видим, что силовская p-подгруппа P группы G нормальна в G. Пусть Q — силов-
ская q-подгруппа группы G. Тогда Q ≤ NG(P ). Из (p, q) 6∈ E(Γs(G)) следует, что Q ≤ CG(P ).
Тогда Q ≤ CG(H/K), где H/K — главный p-фактор группы G. Напомним, что Op′,p(G) есть
пересечение централизаторов всех главных p-факторов группы G. Итак, Q ≤ Op′,p(G). Таким
образом, (p, q) 6∈ E(ΓH(G)); заключительное противоречие. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Из леммы 4 следует, что Γs(N) = ΓNc(N) = ΓH(N).
Заметим, что V (ΓH(N)) = P и E(ΓH(N)) = ∅. Пусть Γ ∈ {Γs,ΓNc,ΓH}. Тогда из доказатель-
ства теоремы 5 следует, что

Γ(G) = Γ(G) ∪ Γ(N)|G =

n
⋃

i=1

Γ(Gi) ∪ Γ(N)|G =

n
⋃

i=1

Γ(Gi).

Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Из леммы 4 следует, что Γs(U) = ΓNc(U) = ΓH(U).
Заметим, что V (ΓH(U)) = P. Хорошо известно, что группа G сверхразрешима тогда и толь-
ко тогда, когда G/Op′,p(G) — абелева группа экспоненты, делящей p − 1. Следовательно,
E(ΓH(U)) ⊆ {(p, q) | q ∈ π(p − 1)}. С другой стороны, если q ∈ π(p − 1), то циклическая
группа Zp порядка p обладает степенным автоморфизмом порядка q. Тогда H = Zp ⋊ Zq

сверхразрешима и q ∈ π(H/Op′,p(H)). Таким образом, E(ΓH(U)) = {(p, q) | q ∈ π(p− 1)}. Итак,
теорема 2 непосредственно следует из теоремы 5.

Теорема доказана.

3. Доказательство теорем 3 и 4

В доказательстве теоремы 3 нам понадобится следующая лемма.
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Лемма 5. Пусть P — силовская p-подгруппа (p, q)-подгруппы Шмидта S группы G. Если

A — подгруппа в G с P ≤ A и G = ACG(P ), то A содержит (p, q)-подгруппу Шмидта.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Q — силовская q-подгруппа в S, тогда Q = 〈x〉 — цик-
лическая группа. Поскольку G = ACG(P ) = CG(P )A, существуют y ∈ A и z ∈ CG(P ) с
x = zy. Тогда P = P x = P y. Это означает, что P E P 〈y〉 ≤ A. Предположим, что A не содер-
жит (p, q)-группы Шмидта. Теперь POq(〈y〉) является p-замкнутой {p, q}-группой без (p, q)-
подгрупп Шмидта. Поэтому POq(〈y〉) нильпотентна. Следовательно, 〈y1〉 = Oq(〈y〉) ≤ CG(P ).
Пусть y2 = Oq′(〈y〉). Итак, y = y1y2. Хорошо известно, что CG(P ) E NG(P ). Заметим,
что x, y ∈ NG(P ). Значит, 〈x〉CG(P )/CG(P ) — нетривиальная q-группа. С другой стороны,
〈x〉CG(P )/CG(P ) = 〈zy1y2〉CG(P )/CG(P ) = 〈y2〉CG(P )/CG(P ) является q′-группой; противоре-
чие. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. I. Докажем, что ΓNc(G) ⊆ ΓNc(A)∪ΓNc(B)∪Γ(A,B).
Заметим, что ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ⊆ ΓNc(G) по лемме 1.

Предположим, что утверждение ΓNc(G) ⊆ ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B) неверно. Выберем
группу G минимального порядка такую, что G является произведением взаимно перестано-
вочных подгрупп A и B и ΓNc(G) 6⊆ ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B). Это означает, что существует
(p, q) 6∈ E(ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B)) такое, что (p, q) ∈ E(ΓNc(G)). Следовательно, G имеет
(p, q)-подгруппу Шмидта S.

Поскольку AGBG 6= 1 по [18, теорема 4.3.11], не теряя общности рассуждений, мы можем
считать, что AG содержит минимальную нормальную подгруппу N группы G.

Тогда G/N = (A/N)(BN/N) — произведение взаимно перестановочных подгрупп A/N и
BN/N по [18, лемма 4.1.10]. Следовательно,

ΓNc(G/N) ⊆ ΓNc(A/N) ∪ ΓNc(BN/N) ∪ Γ(A/N,BN/N).

Заметим, что BN/N ≃ B/(B ∩N). Значит, ΓNc(A/N) ⊆ ΓNc(A) и ΓNc(BN/N) = ΓNc(B/(B ∩
N)) ⊆ ΓNc(B) по лемме 1. По определению Γ(A,B) мы видим, что Γ(A/N,BN/N) =
Γ(A/N,B/(B ∩ N)) ⊆ Γ(A,B). Теперь ΓNc(G/N) ⊆ ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B). Итак, (p, q) 6∈
E(ΓNc(G/N)). Следовательно, SN/N не является группой Шмидта. Значит, S ∩ N содержит
силовскую p-подгруппу P0 группы S. Обозначим силовскую q-подгруппу группы S через Q0.

Предположим, что N ≤ A∩B. Существуют силовские q-подгруппы Q,Q1 и Q2 групп G,A
и B соответственно такие, что Q = Q1Q2. Заметим, что существует x ∈ G с Q0 ≤ Qx. Теперь
S ≤ NQx = (NQ1)

x(NQ2)
x. Пусть T = NQx, H = (NQ1)

x и K = (NQ2)
x. Из ΓNc(H) =

ΓNc(NQ1) ⊆ ΓNc(A) и ΓNc(K) = ΓNc(NQ2) ⊆ ΓNc(B) следует, что (p, q) 6∈ E(ΓNc(H)∪ΓNc(K)).
Пусть P — силовская p-подгруппа группы N с P0 ≤ P . По лемме Фраттини H = NNH(P ).
Итак, существует q-подгруппа Q3 группы NH(P ) с H = NQ3. Заметим, что PQ3 является
p-замкнутой {p, q}-группой без (p, q)-подгрупп Шмидта. Это означает, что PQ3 нильпотентна.
Следовательно, Q3 ≤ CH(P ). Поэтому H = NCH(P ). Аналогичные рассуждения показывают,
что K = NCK(P ). Итак, T = NCT (P ). Теперь N содержит (p, q)-группу Шмидта по лемме 5;
противоречие.

Предположим теперь, что N 6≤ A ∩B. Это означает, что N ∩B = 1 по [18, лемма 4.3. (4)].
Предположим, что B ≤ CG(N). Тогда A имеет (p, q)-группу Шмидта по лемме 5; противоре-
чие. Таким образом, B 6≤ CG(N). Значит, N — циклическая группа и A ≤ CG(N) по [18, лем-
ма 4.3.3 (5)]. Поскольку G = AB = CG(N)(NB), мы видим, что NB содержит (p, q)-группу
Шмидта по лемме 5. Поэтому q ∈ π(NB/CNB(N)) ⊆ π(B). Так как N — циклическая p-группа,
то NB/CNB(N) ≃ G/CG(N) — абелева группа экспоненты, делящей p − 1. Следовательно,
(p, q) ∈ E(Γ(A,B)); заключительное противоречие.

II. Докажем, что ΓH(G) ⊆ ΓH(A) ∪ ΓH(B) ∪ Γ(A,B) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}. Заметим, что
ΓH(A) ∪ ΓH(B) ⊆ ΓH(G) по лемме 1.

Предположим, что утверждение ΓH(G) ⊆ ΓH(A)∪ΓH(B)∪Γ(A,B)∪{(p, p) | p ∈ π(G)} лож-
но. Выберем группу минимального порядка G такую, что G является произведением взаимно
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перестановочных подгрупп A и B и ΓH(G) 6⊆ ΓNc(A) ∪ ΓNc(B) ∪ Γ(A,B) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}.
Это означает, что существует (p, q) 6∈ E(ΓH(A) ∪ ΓH(B) ∪ Γ(A,B) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}) такие,
что (p, q) ∈ E(ΓH(G)). В частности, p 6= q.

Не теряя общности рассуждений, мы можем считать, что A содержит минимальную нор-
мальную подгруппу N группы G по [18, теорема 4.3.11]. Тогда G/N = (A/N)(BN/N) — про-
изведение взаимно перестановочных подгрупп A/N и BN/N по [18, лемма 4.1.10]. Следова-
тельно, ΓH(G/N) ⊆ ΓH(A/N) ∪ ΓH(BN/N) ∪ Γ(A/N,BN/N) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G/N)}. Заметим,
что ΓH(A/N) ⊆ ΓH(A), ΓH(BN/N) ⊆ ΓH(B) по лемме 1 и Γ(A/N,BN/N) ⊆ Γ(A,B). Зна-
чит, ΓH(G/N) ⊆ ΓH(A) ∪ ΓH(B) ∪ Γ(A,B) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}. Итак, (p, q) 6∈ E(ΓH(G/N)).
Из п. 3 леммы 1 и нашего предположения следует, что N должна быть единственной мини-
мальной нормальной подгруппой в G. Если Φ(G) 6≃ 1, то аналогичные рассуждения показы-
вают, что (p, q) 6∈ E(ΓH(G/Φ(G))). Отметим, что ΓH(G/Φ(G)) = ΓH(G) по [9, теорема 2.7];
противоречие. Итак, Φ(G) = 1. Таким образом, G — примитивная группа с CG(N) ≤ N .

Если N является p′-группой, то

Op′,p(G/N) = Op′,p(G)/N и G/Op′,p(G) ≃ (G/N)/Op′,p(G/N).

Отсюда (p, q) ∈ E(ΓH(G/N)); противоречие. Теперь p ∈ π(N). Поэтому Op′(G) = 1. Предполо-
жим, что N ≤ A∩B. Следовательно, Op′(A) = Op′(B) = 1. Тогда (π(A) \ {p}) ⊆ π(A/Op′,p(A))
и (π(B) \ {p}) ⊆ π(B/Op′,p(B)). Это означает, что (p, q) ∈ E(ΓH(A) ∪ ΓH(B)); противоречие.
Ввиду этого N 6≤ A ∩B. Следовательно, N ∩B = 1 по [18, лемма 4.3.3 (4)].

Теперь либо A ≤ CG(N), либо B ≤ CG(N) по [18, лемма 4.3.3 (5)]. Если B ≤ CG(N), то
из CG(N) ≤ N ≤ A следует, что A = G, и (p, q) ∈ E(ΓH(A)); противоречие. Таким образом,
B 6≤ CG(N). В этом случае N — циклическая группа и A ≤ CG(N) по [18, лемма 4.3.3 (5)].
Следовательно, N ≤ A ≤ CG(N) ≤ N . Таким образом, N = CG(N) = A — циклическая
группа порядка p. В этом случае G/N — абелева группа экспоненты, делящей p− 1. Из того,
что Op′(G) = 1, следует, что Op′,p(G) = N . Следовательно, π(G/Op′,p(G)) ⊆ π(p − 1). Значит,
q ∈ π(p− 1). Таким образом, (p, q) ∈ E(Γ(A,B)); окончательное противоречие.

Теорема 3 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1. Пусть F — наследственная формация с условием
Шеметкова. Тогда F = (G | ΓNc(G) ⊆ ΓNc(F)) по [9, предложение 3.2, теоремы 4.2 и 4.4]. Пред-
положим, что F замкнута относительно произведений взаимно перестановочных подгрупп.
Пусть G — сверхразрешимая π(F)-группа Шмидта. Тогда G/Φ(G) — взаимно перестановочное
произведение групп Zp и Zq порядков p и q для некоторых p, q ∈ π(F) с q ∈ π(p− 1). Следова-
тельно, G/Φ(G) ∈ F. Так как класс разрешимых F-групп насыщен [20, следствие 6.4.5], G ∈ F.
Таким образом, F содержит любую сверхразрешимую π(F)-группу Шмидта.

Предположим теперь, что F содержит любую сверхразрешимую π(F)-группу Шмидта. Сле-
довательно, (p, q) ∈ E(ΓNc(F)) для любых p, q ∈ π(F) с q ∈ π(p − 1). Значит, если G = AB —
произведение взаимно перестановочных F-подгрупп A и B, то ΓNc(G) ⊆ ΓNc(F) по теореме 3.
Следовательно, G ∈ F. Таким образом, формация F замкнута относительно произведений вза-
имно перестановочных подгрупп. �

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2. Пусть π — p-специальное множество простых чи-
сел, а F — класс нормальных расширений p-групп с помощью π-групп. Тогда 2, p 6∈ π. Следо-
вательно, F является формацией всех p-замкнутых π(F)-групп. Предположим, что существует
неразрешимая минимальная не-F-группа G. Из леммы 1 и [9, предложение 6.1] следует, что G
содержит (q, 2)-подгруппу Шмидта S для некоторого простого числа q. Отсюда S ∈ F; проти-
воречие с определением F. Напомним, что минимальная не p-замкнутая разрешимая группа
является (q, p)-группой Шмидта для некоторого простого числа q. Следовательно, F — форма-
ция с условием Шеметкова. Заметим, что F содержит каждую сверхразрешимую π(F)-группу.
Таким образом, F замкнута относительно произведений взаимно перестановочных подгрупп
по следствию 1. �

В доказательстве теоремы 4 нам понадобится следующая лемма.
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Лемма 6. Пусть G — разрешимая группа и n ≥ 3. Если G = G1 . . . Gn — произведение

попарно перестановочных подгрупп G1, . . . , Gn, то

ΓNc(G) =
⋃

1≤i<j≤n

ΓNc(GiGj).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что n = 3, тогда G = (G1G2)(G1G3) =
(G1G2)(G2G3) = (G1G3)(G2G3). Следовательно, ΓNc(G) = ΓNc(G1G2)∪ΓNc(G1G3)∪ΓNc(G2G3)
по [9, теорема 7.1 (1)]. Предположим, что мы доказали лемму 6 для всех n с 3 ≤ n ≤ k, докажем
ее и для n = k + 1. Пусть Hl =

∏n
j=1,j 6=l. Тогда по нашему предположению

ΓNc(Hl) =
⋃

1≤i<j≤n,i,j 6=l

ΓNc(GiGj).

Из G = H1H2 = H1H3 = H2H3 и [9, теорема 7.1 (1)] следует, что

ΓNc(G) = ΓNc(H1) ∪ ΓNc(H2) ∪ ΓNc(H3) =
⋃

1≤i<j≤k+1

ΓNc(GiGj).

Теперь лемма 6 следует из принципа математической индукции. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Пусть группа G является произведением попарно
взаимно перестановочных разрешимых подгрупп G1, . . . , Gn. Из [18, теорема 4.1.14] следует,
что G разрешима. Тогда

ΓNc(G) =
⋃

1≤i<j≤n

ΓNc(GiGj).

Согласно теореме 3 ΓNc(GiGj) ⊆ ΓNc(Gi) ∪ ΓNc(Gj) ∪ Γ(Gi, Gj). Таким образом,

ΓNc(G) ⊆
⋃

1≤i≤n

ΓNc(Gi) ∪
⋃

1≤i,j≤n,i 6=j

Γ(Gi, Gj).

Из того, чтоΓNc(G) ⊆ ΓH(G) для каждой группы G, и [25, лемма 3] следует, что если
(p, q) ∈ E(ΓH(G)) \ E(ΓNc(G)) для разрешимой группы G, то p = q. Таким образом,

ΓH(G) ⊆
⋃

1≤i≤n

ΓH(Gi) ∪
⋃

1≤i,j≤n,i 6=j

Γ(Gi, Gj) ∪ {(p, p) | p ∈ π(G)}.

Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 3. Ясно, что класс F всех групп, подгруппы Шмид-
та которых сверхразрешимы, является наследственной формацией с условием Шеметкова и
ΓNc(F) = ΓNc(U) = {(p, q) | q ∈ π(p − 1)}. Заметим, что ΓNc(F) не имеет циклов. Следова-
тельно, каждая F-группа имеет силовскую башню по [9, теорема 6.2 (b)]. В частности, группы
G1, . . . , Gn разрешимы. Тогда G = G1 . . . Gn является произведением взаимно перестановоч-
ных разрешимых F-подгрупп G1, . . . , Gn. Следовательно, ΓNc(G) ⊆ ΓNc(F) по теореме 4. Таким
образом, G ∈ F по [9, теорема 4.4]. �

4. Заключительные замечания и открытые вопросы

Из п. 4 леммы 1 следует, что если группа G = AB является произведением своих нормаль-
ных подгрупп A и B, то Γ(G) = Γ(A) ∪ Γ(B), где Γ ∈ {ΓH ,ΓNc}. Заметим, что S4 является
произведением своих нормальных подгрупп S4 и A4 и Γs(S4) ∪ Γs(A4) 6= Γs(S4). Тем не менее
следующий вопрос кажется интересным.

В о п р о с 1. Пусть группа G = AB является произведением своих нормальных подгрупп
A и B. Верно ли, что Γs(G) ⊆ Γs(A) ∪ Γs(B)?
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Через Γ будем обозначать неориентированный граф на том же множестве вершин, что и
граф Γ, в котором две вершины соединены ребром, если они связаны в Γ. В доказательствах [5;
12] силовский граф считался ориентированным, а в [5] он определялся как неориентированный.
Поэтому граф Γs также представляет интерес. Более того, имеет место

Предложение 1. Если разрешимая группа G = AB является произведением своих нор-

мальных подгрупп A и B, то Γs(G) = Γs(A) ∪ Γs(B).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из [14, теорема 4.2 (2)] следует, что Γs(H) = ΓNc(H) для любой
разрешимой группы H. Итак, Γs(G) = Γs(A) ∪ Γs(B) следует из п. 4 леммы 1. �

Отметим [14, доказательство теоремы 4.2], что существуют группы H с Γs(H) 6= ΓNc(H).

В о п р о с 2. Пусть группа G = AB является произведением своих нормальных подгрупп
A и B. Верно ли, что Γs(G) = Γs(A) ∪ Γs(B)?

В теореме 3 описаны только N -критический граф и граф Хоукса произведений взаим-
но перестановочных подгрупп. Что можно сказать о силовском графе произведений взаимно
перестановочных подгрупп?

В о п р о с 3. Пусть группа G = AB является произведением взаимно перестановочных
подгрупп A и B. Верно ли, что Γs(G) ⊆ Γs(A) ∪ Γs(B) ∪ Γ(A,B)?

Доказательство теоремы 3 основано на свойствах взаимно перестановочных произведений
двух подгрупп. Аналоги этих свойств для продуктов более двух подгрупп в настоящее время
неизвестны. Поэтому мы используем некоторые свойства N -критического графа разрешимой
группы (см. лемму 6) для доказательства теоремы 4. Отсюда вытекают следующие два вопро-
са.

В о п р о с 4. Верно ли заключение теоремы 4 для произведения попарно взаимно пере-
становочных подгрупп G1, . . . , Gn?

В о п р о с 5. Пусть группа G = G1 . . . Gn является произведением попарно перестановоч-
ных подгрупп G1, . . . , Gn для n ≥ 3. Верно ли, что

ΓNc(G) =
⋃

1≤i<j≤n

ΓNc(GiGj)?
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