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Доказываются следующие результаты. Пусть d — натуральное число, G — группа конечной четной
экспоненты, в которой любая конечная подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому произ-
ведению m групп диэдра, где m 6 d. Тогда G конечна (и изоморфна прямому произведению групп диэдра
в количестве, не превосходящем d). Далее, пусть G — периодическая группа, p — нечетное простое чис-
ло. Если каждая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе, изоморфной прямому произведению
D1×D2, где Di — некоторая группа диэдра порядка 2pri , ri — натуральное число, i = 1, 2, то G = M1×M2,
где Mi = 〈Hi, t〉, ti — элемент порядка 2, Hi — локально циклическая p-группа и hti = h−1 для любого
h ∈ Hi, i = 1, 2. Наконец, пусть d — натуральное число, G — разрешимая периодическая группа, в которой
любая конечная подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому произведению групп диэдра,
взятых в количестве, не превосходящем d. Тогда G локально конечна и является расширением абелевой
нормальной подгруппы посредством элементарной абелевой 2-подгруппы порядка, не превосходящего 22d.
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The following results are proved. Let d be a natural number, and let G be a group of finite even exponent
such that each of its finite subgroups is contained in a subgroup isomorphic to a direct product of m dihedral
groups, where m 6 d. Then G is finite (and isomorphic to a direct product of at most d dihedral groups).
Next, suppose that G is a periodic group and p is an odd prime. If every finite subgroup of G is contained in a
subgroup isomorphic to a direct product D1 ×D2, where Di is a dihedral group of order 2pri with natural ri,
i = 1, 2, then G = M1 ×M2, where Mi = 〈Hi, t〉, ti is an element of order 2, Hi is a locally cyclic p-group, and
hti = h−1 for every h ∈ Hi, i = 1, 2. Now, suppose that d is a natural number and G is a solvable periodic group
such that every of its finite subgroups is contained in a subgroup isomorphic to a direct product of at most d

dihedral groups. Then G is locally finite and is an extension of an abelian normal subgroup by an elementary
abelian 2-subgroup of order at most 22d.
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Введение

С.В.Иванов [1] и И. Г.Лысенок [2] независимо показали, что для достаточно большой чет-
ной экспоненты n любая конечная подгруппа не локально конечной бернсайдовой группы
экспоненты n изоморфна подгруппе прямого произведения групп диэдра.

В работе Иванова и А.Ю.Ольшанского [3] описаны конечные и локально конечные под-
группы бернсайдовых групп B(m,n), где m > 2, n = n1n2 > 248, n1 нечетно, n2 = 2s, s > 9. В
частности, доказано, что любая конечная подгруппа группы B(m,n) вкладывается изоморфно
в D(2n1)×D(2n2)

l для некоторого l, где D(2r) — диэдральная группа порядка 2r, и B(m,n)
для любого l > 0 содержит подгруппу, изоморфную D(2n1)×D(2n2)

l.

А.К.Шлёпкин, А. Г. Рубашкин [4] доказали, что периодическая группа конечного периода,
в которой любая конечная подгруппа содержится в подгруппе диэдра, сама является конечной

1Работа выполнена при поддержке Программы фундаментальных исследований РАН (проект
FWNF-2022-0002).
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группой диэдра. В этой же работе [4] начато исследование периодических групп, насыщенных
группами диэдра.

Согласно определению, введенному в оборот Шлёпкиным [5], группа G насыщена задан-
ным множеством групп M , если любая конечная подгруппа группы G содержится в подгруппе,
изоморфной некоторому элементу множества M . Шлёпкин и Рубашкин показали, что пери-
одическая группа G, насыщенная множеством групп диэдра, либо локально конечна, либо
представима в виде

G = ABC = ACB = BCA = CBA,

где A — объединение возрастающей последовательности конечных групп диэдра, а B,C —
локально циклические группы.

Основываясь на этой работе, Б.Амберг и Л.С.Казарин [6] показали, что периодическая
группа, насыщенная конечными группами диэдра, локально конечна и является объединением
возрастающей последовательности конечных групп диэдра.

Позднее, выступая на “часе проблем” XII школы-конференции по теории групп, Амберг и
Казарин предложили следующий

В о п р о с [7]. Будет ли разрешимой периодическая группа, у которой любая конечная
подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому произведению d конечных групп
диэдра? В случае d = 1 это так.

В настоящей работе показано, что теорема Шлёпкина и Рубашкина обобщается на случай
групп четной экспоненты, насыщенных прямыми произведениями групп диэдра, что полезно
сравнить с упомянутыми выше результатами работ [1–3].

Теорема 1. Пусть d — натуральное число, G — группа конечной четной экспоненты,

в которой любая конечная подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому произ-

ведению m групп диэдра, где m 6 d. Тогда G конечна (и изоморфна прямому произведению

групп диэдра в количестве, не превосходящем d).

Теорема 1 непосредственно вытекает из более общей теоремы, где условие насыщенности
прямыми произведениями групп диэдра заменяется на более общее индуктивное условие, ко-
торое наследуется подгруппами и факторгруппами.

Теорема 2. Пусть G — группа конечной четной экспоненты, d — натуральное число,

A = A(G) — некоторая совокупность конечных подгрупп H группы G, обладающих следую-

щими свойствами: H — расширение d-порожденной абелевой группы посредством нетриви-

альной элементарной абелевой 2-группы порядка, не превосходящего 2d, и H не содержит в

своем центре нетривиальных элементов нечетного порядка. Если любая конечная подгруппа

из G содержится в подгруппе из A(G), то G конечна.

Наконец, мы получаем положительный ответ на вопрос Амберга и Казарина в одном весьма
частном случае.

Теорема 3. Пусть G — периодическая группа, p — нечетное простое число. Если каж-

дая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе, изоморфной прямому произведе-

нию D1 ×D2, где Di — некоторая группа диэдра порядка 2pri, ri — натуральное число, i = 1, 2,
то G = M1 × M2, где Mi = 〈Hi, ti〉, ti — элемент порядка 2, Hi — локально циклическая p-
группа и hti = h−1 для любого h ∈ Hi, i = 1, 2.

Для случая, когда G локально конечна, теорема 3 получена А.В.Кухаревым и А.А.Шлёп-
киным в [8].

Кроме того, мы уточняем заключение вопроса Амберга и Казарина о разрешимости пери-
одической группы, насыщенной прямыми произведениями групп диэдра.
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Теорема 4. Пусть d — натуральное число, G — разрешимая периодическая группа, в

которой любая конечная подгруппа содержится в подгруппе, изоморфной прямому произве-

дению групп диэдра, взятых в количестве, не превосходящем d. Тогда G локально конечна и

является расширением абелевой нормальной подгруппы посредством элементарной абелевой

2-подгруппы порядка, не превосходящего 22d.

1. Предварительные сведения

Предложение 1 (В.П.Шунков). 1. Периодическая группа, содержащая инволюцию с ко-

нечным централизатором, локально конечна [9].

2. В бесконечной 2-группе любая конечная подгруппа отлична от своего нормализатора

([10], предложение 5).

3. Если в периодической группе G существует конечная силовская 2-подгруппа, то любые

две силовские 2-подгруппы из G конечны и сопряжены ([10], предложение 6).

Предложение 2. Пусть G — периодическая группа, d — натуральное число и B =
B(G) — некоторая совокупность подгрупп группы G, каждый элемент H ∈ B которой удо-

влетворяет следующему условию: H — расширение d-порожденной конечной абелевой группы

посредством элементарной абелевой группы порядка 2d.

Если некоторая силовская 2-подгруппа S из G конечна и любая конечная подгруппа из G
содержится в некоторой подгруппе H ∈ B, то любые два элемента из S, сопряженные в G,

сопряжены в S.

Если, кроме того, любая подгруппа H ∈ B содержит силовскую 2-подгруппу из G, то

подгруппа Фраттини Φ(S) группы S нормальна в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о разобьем на ряд лемм.

Лемма 1. Любая силовская 2-подгруппа группы G является расширением конечной абе-

левой 2-группы ранга, не превосходящего d, посредством элементарной абелевой группы по-

рядка 2d.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По п. 3 предложения 1 все силовские 2-подгруппы G конечны
и сопряжены в G с S. По условию S содержится в подгруппе H, которая изоморфна элементу
из B. Отсюда вытекает заключение леммы. �

Лемма 2. Пусть 1 6= V — 2-подгруппа из G.

(a) Если x — элемент нечетного порядка из NG(V ), то x ∈ CG(V ).

(b) NG(V ) = CG(V ) ·R, где R — любая силовская 2-подгруппа из NG(V ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) Подгруппа 〈V, x〉 конечна и поэтому содержится в подгруп-
пе P , изоморфной элементу B. Так как P = O(P ) · U , где U — силовская 2-подгруппа из P ,
содержащая V , то x ∈ O(P ) и [x, V ] ≤ O(P ) ∩ U = 1.

(b) Из п. (a) вытекает, что N = NG(V )/CG(V ) является 2-группой. Действительно, пусть
n ∈ N и n — прообраз n в NG(V ). Тогда n = n0n2, где n0 — нечетная часть n, а n2 — 2-часть n.
Так как n0 и n2 — степени n, то n0 ∈ CG(V ) по п. (a) и CG(V )n = CG(V )n0n2 = CG(V )n2.
Поэтому n является 2-элементом, и N — 2-группа.

Предположим, что NG(V ) 6= CG(V )R. Пусть R — образ R в N . Так как R конечна, то
NN (R) 6= R и N содержит подгруппу N0, содержающую R в качестве подгруппы индекса 2.
Пусть N0 — полный прообраз N0 в NG(V ). Тогда CG(V )R E N0. Пусть x ∈ N0. Тогда R и
Rx — силовские 2-подгруппы в CG(V )R. По п. 3 предложения 1 Rx = Rc, где c ∈ CG(V )R, и
cx−1 ∈ NN0

(R), откуда x ∈ CG(V )NN0
(R) и N0 = CG(V )NN0

(R).
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Пусть y ∈ NN0
(R) \ CG(V ) и y = y0y2, где y0 — нечетная часть y, а y2 — 2-часть y. Если

y2 = 1, то y ∈ CG(V ); противоречие. Поэтому y2 6= 1 и 〈R, y2〉 — 2-подгруппа из NG(V ),
содержащая R и отличная от R; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть S и Q — силовские 2-подгруппы группы G. Если NS(S ∩Q) и NQ(S ∩Q)
являются силовскими подгруппами в NG(S ∩ Q), а элементы a и b содержатся в S ∩ Q и

сопряжены в NG(S ∩Q), то a и b сопряжены в S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2

NG(S ∩Q) = CG(S ∩Q)NS(S ∩Q),

поэтому a и b сопряжены в NS(S ∩Q) ≤ S.
Лемма доказана.

Лемма 4. Если t, tx ∈ S для x ∈ G, то t и tx сопряжены в S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 2 из [11] существуют элементы xi, силовские 2-
подгруппы Qi группы G, i 6 i 6 m, и элемент y ∈ NG(S) со следующими свойствами:

(a) x = x1x2 · · · xmy;
(b) NS(S ∩Qi) и NQi

(S ∩Qi) — силовские подгруппы в NG(S ∩Qi);
(c) xi ∈ NG(S ∩Qi) и x — 2-элемент, q ≤ i 6 m;
(d) t ∈ S ∩Q1 и tx1x2···xi ∈ S ∩Qi+1, 1 6 i 6 m− 1.
По лемме 3 t и tx1 сопряжены в S, tx1 и tx1x2 сопряжены в S, поэтому t и tx1x2 сопря-

жены в S. Продолжая эти рассуждения, получим, что t и tx1x2···xm сопряжены в S. Наконец,
tx1x2···xm и tx1x2···xmy сопряжены в NG(S) = CG(S) · S по лемме 2, т. е. сопряжены в S, поэтому
t и tx сопряжены в S.

Лемма доказана. Она заканчивает доказательство первой части предложения 2. �

Пусть теперь любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе, содержащей неко-
торую силовскую 2-подгруппу группы G.

Пусть S — силовская 2-подгруппа из G, z — инволюция из Φ(S), принадлежащая центру S,
и g ∈ G.

Если 〈z, zg〉 является 2-группой, то в силу сопряженности силовских 2-подгрупп
〈zt, zgt〉 ≤ S для некоторого элемента t из G и согласно первой части предложения zt = z
и zst = z, откуда zs = z. Если же 〈z, zg〉 не является 2-группой, то pz = p−1 для некоторого
элемента p нечетного порядка из 〈z, zg〉. По условию 〈p, z〉 содержится в конечной подгруп-
пе H, содержащей некоторую силовскую 2-подгруппу S1 группы G, и согласно первой части
предложения z ∈ Z(Φ(S)). Так как в H все элементы нечетного порядка по условию центра-
лизуют Φ(S1), pz = p; противоречие. Таким образом, zg = z для любого g ∈ G и 〈z〉 E G.
Поскольку G = G/〈z〉 удовлетворяет условиям предложения 2 и Φ(S) = Φ(S), можно повто-
рять приведенные рассуждения до тех пор, пока Φ(S) не будет исчерпана. Это доказывает,
что Φ(S) E G.

Предложение 2 доказано.

2. Доказательство теорем 1 и 2

Сформулируем теорему 2 в более общем виде.

Теорема 2. Пусть G — группа конечной четной экспоненты, d и m — натуральные

числа, B = B(G) — некоторая совокупность конечных подгрупп H группы G, обладаю-

щих следующими свойствами: H — расширение m-порожденной абелевой подгруппы посред-

ством нетривиальной элементарной абелевой 2-группы порядка, не превосходящего 2d, и
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O(Z(H)) = 1. Здесь O(Z(H)) — наибольшая подгруппа нечетного порядка из центра Z(H)
группы H. Если любая конечная подгруппа группы G содержится в некоторой подгруппе

H ∈ B(G), то G конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы разобьем на ряд лемм. Пусть n — экспонента G.

Лемма 5. Порядок любой конечной подгруппы группы G не превосходит nm2d.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, |H| 6 nm2d для любой подгруппы H ∈ B. Так как
любая конечная подгруппа из G содержится в некоторой H ∈ B, то лемма доказана. �

Лемма 6. Все силовские 2-подгруппы из G конечны и сопряжены в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию G содержит нетривиальную 2-подгруппу, а по лем-
ме 5 порядок любой конечной 2-подгруппы из G ограничен числом nm2d. Пусть S — конечная
2-подгруппа из G наибольшего порядка. Если S не является силовской 2-подгруппой группы G,
то найдется такая 2-подгруппа T ≤ G, что S ≤ T и T 6= S. По предложению 1 NT (S) 6= S.
Если t ∈ NT (S) \ S, то T0 = 〈t, S〉 — конечная 2-подгруппа и |T0| > |S|. Это противоречит вы-
бору S, откуда вытекает, что S — силовская 2-подгруппа G. По предложению 1 все силовские
2-подгруппы сопряжены с S и, в частности, конечны.

Лемма доказана.

Зафиксируем для дальнейшего силовскую 2-подгруппу S группы G.

Лемма 7. CG(S) ≤ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда в CG(S) есть нетривиальный
элемент x нечетного порядка и 〈S, x〉 — конечная подгруппа. По условию 〈S, x〉 содержится в
H ∈ B. Так как по условию все элементы нечетного порядка из H составляют нормальную
абелеву подгруппу O(H) нечетного порядка и H = O(H) · S, то x ∈ Z(H), что противоречит
определению B.

Лемма доказана.

Лемма 8. Если G локально конечна, то она конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о сразу вытекает из леммы 5. �

Лемма 9. Если |S| = 2, то группа G конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t — инволюция, порождающая S. По лемме 7 CG(t) = S.
По предложению 1 G локально конечна, а по лемме 8 конечна.

Лемма доказана.

Окончание д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 2 проведем индукцией по |S|.
Пусть теорема неверна. По лемме 9 можно считать, что |S| > 2. Выберем инволюцию t

из центра S. Пусть C = CG(t), C = C/〈t〉. Определим B(C) как совокупность всех конечных
подгрупп H группы C, обладающих теми же свойствами, что и элементы B, т. е. H — расши-
рение m-порожденной абелевой группы посредством нетривиальной элементарной абелевой
2-группы порядка, не превосходящего 2d, и H не содержит в своем центре нетривиальных
элементов нечетного порядка.

Покажем, что любая конечная подгруппа K группы C содержится в H ∈ B(C). Полный
прообраз K группы K в C содержится в H = H∗ ∩C, где H∗ — некоторый элемент B, содер-
жащий K. По определению B, H∗ = H∗

0S
∗, где H∗

0 = O(H∗) и S∗ — силовская 2-подгруппа
из H∗. Так как t ∈ K ≤ H∗, то S∗ можно выбрать так, чтобы t ∈ S∗. Пусть S∗ ≤ T , где
T — силовская 2-подгруппа G. По лемме 6 T = Sg, где g ∈ G. Поэтому t ∈ Sg, tg

−1

∈ S.
По предложению 2 t и tg

−1

сопряжены в S. Поскольку t ∈ Z(S), то t = tg
−1

∈ Z(S) и
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t ∈ Z(Sg) = Z(T ), откуда t ∈ Z(S∗) и CG(t) ≥ S∗ и S∗ ≤ H. Так как CH∗(S∗) ≤ S∗, то
CH(S∗) ≤ S∗ и поэтому Z(H) ∩O(H) = 1. Отсюда Z(H) ∩O(H) = 1. Очевидно, что H — рас-
ширение m-порожденной абелевой группы посредством нетривиальной элементарной абелевой
2-группы порядка, не превосходящего 2d. Так как порядок силовской 2-подгруппы C меньше
|S|, то по индукционному предположению C и, следовательно, C конечны. По предложению 1
группа G локально конечна. По лемме 8 G конечна и теорема 2 доказана. �

3. Доказательство теоремы 3

Пусть G удовлетворяет условиям теоремы 3. Тогда 1 ≤ H = A×B, где A = 〈x, a〉, B = 〈y, b〉,
|x| = pr1 , |y| = pr2 , ri ≥ 1 для i = 1, 2, a и b — инволюции, xa = x−1, yb = y−1.

Положим S = 〈a, b〉. Тогда S — элементарная абелева группа порядка 4, которая по предло-
жению 1 является силовской 2-подгруппой группы G, поскольку по условию порядок любой ко-
нечной 2-подгруппы из G не превосходит числа 4. Кроме того, любая силовская 2-подгруппа G
сопряжена с S.

Лемма 10. CG(S) = S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предполжим противное. Пусть c — нетривиальный элемент
нечетного порядка из C = CG(S). Подгруппа H = 〈S, c〉 конечна, и по условию H ≤ D1 ×D2,
где Di — группа диэдра порядка 2ni, ni нечетно, i ∈ {1, 2}. Так как S — силовская 2-подгруппа
в H, то CH(S) = S; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть t — инволюция из S, C = CG(t). Тогда C = PtS, где Pt — нормальная

локально циклическая p-подгруппа из C и xu = x−1 для любого x ∈ P и любого u ∈ S \ 〈t〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u ∈ S \ 〈t〉. Тогда S = 〈t, u〉. По лемме 10 CC(u) = CG(t)∩
CG(u) = CG(S) = S, откуда по предложению 1 C — локально конечная группа.

Если x, y — элементы нечетных порядков из C, то K = 〈x, y, t〉 — конечная подгруппа.
По условию K ≤ K1 × K2, где K1 и K2 — группы диэдра порядков вида 2pr, r > 1. Отсюда
K — абелева группа из CK1×K2

(t), поэтому K — циклическая группа и, в частности, 〈x, y〉 —
циклическая p-группа. Значит, C = PS, где P — локально циклическая p-группа. Так как
CP (u) = CP (S) = 1, то xu = x−1 для любого x ∈ P .

Лемма доказана.

Лемма 12. Группа G локально конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. По предложению 1 CG(t) бесконечна
для любой инволюции t ∈ S. По лемме 11 CG(t) содержит единственную подгруппу 〈ct〉 по-
рядка p. Пусть вначале t = a, ca — элемент порядка p из CG(a). Конечная подгруппа 〈a, ca〉
по условию содержится в подгруппе D = D1 × D2, где D1 и D2 — подгруппы диэдра. Если
a 6∈ D1∪D2, то |CD(a)| = 4 и ca 6∈ D; противоречие. Поэтому можно считать, что a ∈ D1, отку-
да ca ∈ D2 ≤ CG(a). Если T — силовская 2-подгруппа из D, содержащая a, то T ≤ CG(a) ≥ S.
По предложению 1 T и S сопряжены в CG(a), и по лемме 11 S = T x для некоторого x ∈ Pa.
Поэтому можно считать, что S ≤ D. Если теперь s — инволюция из S ∩ D2, то s = a или
s = ab. В любом случае csa = c−1

a , и можно в качестве D2 взять 〈b, ca〉, после чего заменить D1

на 〈a, cb〉.

Таким образом, 〈a, b, ca, cb〉 = 〈a, cb〉 × 〈b, ca〉, где cab = c−1
b , cba = c−1

a . Аналогично
〈ab, b, cab, cb〉 = 〈ab, cb〉 × 〈b, cab〉, где 〈ab, cb〉 и 〈b, cab〉 — группы диэдра. В частности, cb цен-
трализует 〈ca, cab〉 и поэтому перестановочен с c = cacabca. Отметим, что cb = c−1

a c−1
ab c

−1
a = c−1,

и поэтому cb централизует подгруппу диэдра 〈c, b〉.
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Если c2 = 1, то 1 = cacabcacacabca и 1 = c2acabc
2
acab. Сопрягая это равенство элементом a, по-

лучим 1 = c2ac
−1
ab c

2
ac

−1
ab . Поэтому c2acabc

2
acab = c2ac

−1
ab c

2
ac

−1
ab , откуда c2abc

2
ac

2
ab = c2a, т. е. c2ac

2
abc

−2
a = c−2

ab .
Поскольку c2a и c2ab — нетривиальные элементы нечетных порядков, это равенство невозможно,
откуда c2 6= 1 и 〈c, b〉 — неабелева группа диэдра, которую централизует cb. По условию 〈c, b, cb〉
содержится в прямом произведении D = D1×D2 двух групп диэдра D1 и D2, порядок каждой
из которых — удвоенное нечетное число. Так как CD(b) не является 2-группой, то элемент b
содержится в D1 ∪D2, скажем, в D1, а тогда cb ∈ D2.

Если порядок c четен, то c = c1t, где t — инволюция из 〈c〉, c1 ∈ D1, t ∈ CD(D1) = D2.
Поэтому ctb = c−1

b 6= cb, что неверно, поскольку t содержится в централизаторе 〈c1, b〉 и, следо-
вательно, централизует cb. Таким образом, порядок c нечетен, c ∈ D1.

Пусть t — инволюция из D2. Тогда t ∈ CG(b), 〈b, t〉 и S — силовские подгруппы в CG(b),
поэтому найдется x ∈ CG(b) такой, что tx ∈ S. Поскольку 〈cb〉 — единственная подгруппа
порядка p из CG(b), то cxb ∈ 〈cb〉, и поэтому, заменив, если нужно, tx на t и cb на cxb , можно
считать, что D1 = 〈cb, t〉, где t ∈ S \ 〈b〉, т. е. t = a или t = ab. Покажем, что и в том, и в другом
случае t не централизует c.

Действительно, пусть вначале t = a. Тогда ct = (cacabca)
−1 = cac

−1
ab ca, откуда cacabca =

cac
−1
ab ca, т. е. cab = c−1

ab , c2ab = 1; противоречие.

Если же t = ab, то c = ct = cab = c−1
a cabc

−1
a = cacabca, т. е. cab = c2acabc

2
a, c

−1
ab c

2
acab = c−2

a , что
невозможно, поскольку c2a и cab — нетривиальные элементы нечетных порядков.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Закончим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Поскольку G локально конечна, то для лю-
бых двух элементов x, y нечетных порядков из G группа 〈x, y, S〉 конечна и по условию со-
держится в прямом произведении двух групп диэдра, откуда x и y перестановочны. Таким
образом, совокупность P всех элементов нечетного порядка из G составляет нормальную абе-
леву подгруппу, и G = PS = P 〈a, b〉.

Пусть Pa = CP (a), Pb = CP (b). Тогда Pa ∩ Pb = CP (〈a, b〉) = CP (b) = 1 и P = Pa × Pb.
Далее, A = Pa〈b〉 и B = Pb〈a〉 перестановочны, т. е. G = A × B. По лемме 11 Pa и Pb —
локально циклические группы, xb = x−1 для любого x ∈ Pa, y

a = y−1 для любого y ∈ Pb, т. е.
выполняется заключение теоремы 3. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Индукция по ступени разрешимости n группы G.
Если d = 1, то G абелева и удовлетворяет заключению теоремы.

Пусть n > 1 и A = G(n−1) — последний нетривиальный член ряда коммутантов группы G.
Очевидно, A абелева и поэтому локально конечна. Для произвольной группы X определим
совокупность A(X) всех конечных подгрупп H, обладающих следующими свойствами: (a) H
является расширением d-порожденной абелевой подгруппы посредством нетривиальной эле-
ментарной абелевой 2-подгруппы порядка, не превосходящего 2d; (b) H не содержит в своем
центре нетривиальных элементов нечетного порядка.

Докажем вначале следующее

Предложение 3. Пусть d — натуральное число, G — разрешимая периодическая груп-

па, в которой любая конечная подгруппа содержится в подгруппе, являющейся расширени-

ем d-порожденной абелевой подгруппы посредством нетривиальной элементарной абелевой

2-группы порядка, не превосходящего 2d, и не содержащей нетривиальных элементов нечет-

ного порядка в своем центре. Тогда G локально конечна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию любая конечная подгруппа группы G содержит-
ся в некоторой подгруппе из A(G). Обозначим G = G/A. Покажем, что любая конечная
подгруппа K из G содержится в некоторой подгруппе из A(G). Пусть 〈k1, k2, . . . , km〉 = K,
k1, k2, . . . , km — некоторые прообразы в G элементов ki, i = 1, 2, . . . ,m, и K = 〈ki | i =
1, 2, . . . ,m〉. Ясно, что K = KA/A ≃ K/K ∩ A. Поскольку K конечна и K конечно порож-
дена, то K ∩A конечно порождена по следствию 7.2.1 из [12] и, следовательно, конечна.
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По условию K содержится в подгруппе H ∈ A(G). Если H = HA/A содержит в своем
центре нетривиальный элемент нечетного порядка, то H также содержит такой элемент, что
противоречит определению A(G). Поэтому H ∈ A(G). По предположению индукции G локаль-
но конечна. Так как A абелева, то G также локально конечна.

Предложение доказано.

Закончим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Определим A(G), как в предложении 3.
Поскольку прямое произведение s групп диэдра, где s 6 d, содержится в A(G), G локально
конечна по предложению 3. Пусть x, y, z, t ∈ G и K = 〈x, y, z, t〉. Тогда K содержится в прямом
произведении групп диэдра, и поэтому [x, y] и [z, t] перестановочны, откуда вытекает, что ком-
мутант G′ группы G абелев. Так как G порождается инволюциями, то G/G′ — элементарная
абелева 2-группа порядка, не превосходящего 22d.

Теорема 4 доказана.
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