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С помощью недавних результатов Р. Уилсона доказано существование троек (X, G,H), где X — полный,
т. е. замкнутый относительно подгрупп, гомоморфных образов и расширений, класс конечных групп, G —
конечная простая группа и H — ее X-максимальная подгруппа, таких, что H не пронормальна в G. Этим
опровергнута гипотеза, высказанная ранее вторым автором и В. Го.
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Введение

Подгруппа H группы G называется пронормальной, если для любого элемента g ∈ G под-
группы H и Hg сопряжены в 〈H,Hg〉.

Пронормальные подгруппы были введены Ф.Холлом [1] и естественно обобщают понятие
нормальной подгруппы. Пронормальность тесно связана с широко используемым в теории
групп рассуждением, известным как аргумент Фраттини. Свойство пронормальности играет
важную роль как в самой теории групп, так и в ее комбинаторных приложениях. Изучению
вопросов, связанных с этим свойством, посвящена обширная литература (см. обзоры [2–4]).

Замена нормальных подгрупп пронормальными часто открывает интересные и неожидан-
ные возможности для обобщений. Так, в свое время Н.Ф.Сесекин и Г.М.Ромалис [5] ввели
понятие метагамильтоновой группы — такой группы, где все неабелевы подгруппы нормаль-
ны. Метагамильтоновы группы изучали многие авторы (см. обзор [6] и современное замкнутое
изложение в [7]). Этим группам посвящена одна из первых работ Александра Алексеевича
Махнева [8]. Совсем недавно в серии статей [9–12] М.Бреша, М. Феррара и М.Тромбетти ини-
циировали изучение более широких классов групп, чем метагамильтоновы, а именно, групп, в
которых все неабелевы подгруппы пронормальны (так называемых, прогамильтоновы груп-

пы), или, еще более широко, все ненильпотентные подгруппы пронормальны. О том, что даже

1Б. Ли поддержан Национальным естественно-научным фондом Китая (NSFC), грант №12371021.
Работа Д .О. Ревина выполнена в рамках государственного задания Института математики СО РАН,
тема FWNF-2022-0002.
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класс прогамильтоновых групп существенно шире метагамильтоновых, свидетельствует клас-
сификация простых конечных прогамильтоновых групп [10] в сопоставлении с тем, что простая
конечная метагамильтонова группа очевидным образом имеет простой порядок.

Вообще в простых группах, где отсутствуют собственные нетривиальные нормальные под-
группы, нахождение пронормальных подгрупп представляет особый интерес.

Помимо нормальных подгрупп пронормальными всегда будут максимальные подгруппы.
Наряду с обычными максимальными подгруппами, которые максимальны по включению сре-
ди собственных подгрупп, рассматривают элементы решетки подгрупп, максимальные среди
X-подгрупп, где X — некоторый класс групп, а под X-группой понимается группа, принадлежа-
щая X. Такие подгруппы называют X-максимальными. В дальнейшем мы будем предполагать,
что класс X является полным в смысле Виланда ([13], определение 11.1) т. е. замкнут относи-
тельно взятия подгрупп, гомоморфных образов и расширений. Относительно максимальной

подгруппой будем называть подгруппу, которая X-максимальна для некоторого класса X.
С одной стороны, максимальные и относительно максимальные подгруппы — существенно

разные понятия. Например, если G — неединичная конечная p-группа для простого числа p,
то максимальные подгруппы в G — это в точности подгруппы индекса p, в то время как
максимальная X-подгруппа в предположении полноты класса X всегда одна — это либо G,
либо 1 в зависимости от того, содержит X группу порядка p или нет. С другой стороны,
в конечной простой группе G максимальные подгруппы — это в точности X-максимальные
подгруппы, где в качестве X рассматривается класс групп, у которых порядки композиционных
факторов строго меньше, чем порядок группы G. Поэтому естественной представляется

Проблема 1. Всегда ли пронормальны относительно максимальные подгруппы простых

конечных групп?

В 2018 г. в работах ([4], проблема 5.20; [14], проблема 6) вопрос поставлен даже более широко,
как вопрос о пронормальности так называемых X-субмаксимальных подгрупп, которые вклю-
чают в себя X-максимальные подгруппы. Об X-субмаксимальных подгруппах и о том, какую
роль вопросы пронормальности играют в их изучении, в особенности для простых и близких
к ним групп, можно составить представление по работам [14–16] и обзору [4]. Дополнитель-
ным мотивом к изучению сформулированной проблемы является установленный в [17] факт
пронормальности холловых подгрупп, т. е. таких, у которых индекс и порядок взаимно про-
сты, или, эквивалентно, X-холловых подгрупп в конечных простых группах, т. е. X-подгрупп,
индексы которых не делятся на простые числа p, если только X содержит группу порядка p.
Очевидно, что X-холловы подгруппы всегда X-максимальны.

В статье будет показано, что решение проблемы 1 отрицательно, и будет указан источник
примеров, дающих такое решение. Таким образом, верна

Теорема 1. Существуют полный класс конечных групп X, неабелева простая группа G
и ее X-максимальная подгруппа H такие, что H не пронормальна в G.

1. Вопрос Ашбахера и примеры Уилсона

В ([18], вопрос 8.2) М.Ашбахер поставил следующий вопрос. Пусть G — конечная простая
или почти простая группа, и H — ее подгруппа, которая содержится точно в двух макси-
мальных подгруппах M1 и M2 группы G и максимальна в каждой из них. Другими словами,
решетка надгрупп подгруппы H выглядит следующим образом:

G

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

M1

⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤⑤

❇❇
❇❇

❇❇
❇❇

M2

⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤

H
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Верно ли, что M1 и M2 не сопряжены в G?

В 2018 г. Р.Уилсон [19] указал большое количество интересных примеров, дающих отри-
цательный ответ на вопрос Ашбахера. Среди примеров простых групп G есть группы из Ат-
ласа [20], в том числе спорадические группы, бесконечные серии классических простых групп
как ограниченного лиева ранга, так и неограниченных по рангу. Пример наименьшего порядка
(см. [19], теорема 1) — группа Матьё G = M12, рассматриваемая как группа подстановок на 12
точках, и H ∼= A5 — транзитивная подгруппа в G. В этом случае H содержится точно в двух
максимальных подгруппах, изоморфных L2(11), а все подгруппы L2(11) сопряжены в G.

Интересно, что во всех указанных в ([19], теоремы 1–11) примерах подгруппы M1
∼= M2

простые и за исключением примера, возникающего в ([19], теорема 7), подгруппы H про-
стые. Пользуясь простотой подгрупп M1 и M2, в следующем разделе мы покажем, что во
всех примерах Уилсона H — X-максимальная подгруппа для некоторого полного класса X

(предложение 1). А также покажем, что если группа G и ее подгруппы H, M1 и M2 дают
пример для отрицательного ответа на вопрос Ашбахера, то H не пронормальна в G (предло-
жение 3). Тем самым все примеры Уилсона оказываются также примерами непронормальных
X-максимальных (и следовательно X-субмаксимальных) подгрупп в конечных простых груп-
пах.

2. Примеры Уилсона — решение проблемы 1

Предложение 1. Пусть максимальная подгруппа M конечной группы G проста и H —

максимальная подгруппа в M такая, что любая собственная подгруппа группы G, строго

содержащая H, изоморфна M . Рассмотрим класс X всех конечных групп, у которых порядки

композиционных факторов строго меньше порядка группы M . Тогда класс X полон и подгруп-

па H является X-максимальной в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Полнота класса X очевидна. Так как H < M , H — X-группа.
Если H < K 6 G, то либо K ∼= M , либо K = G. В первом случае K /∈ X в силу простоты
группы M . Во втором случае также K /∈ X, так как G содержит подгруппу M /∈ X, а класс X

замкнут относительно взятия подгрупп. �

Если группа G действует на множестве Ω и H 6 G, то полагаем FixH := {α ∈ Ω | αx =
α для всех x ∈ H}.

Предложение 2 (Критерий Ф.Холла, [1], теорема 6.6). Подгруппа H группы G пронор-

мальна тогда и только тогда, когда в любом транзитивном подстановочном представлении

группы G нормализатор NG(H) подгруппы H транзитивно действует на FixH.

Предложение 3. Пусть H — ненормальная подгруппа конечной группы G, содержащая-

ся в более чем одной максимальной подгруппе, и все максимальные подгруппы, содержащие H,

сопряжены. Тогда H непронормальна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M1, . . . ,Mn — все попарно различные максимальные под-
группы, содержащие H, т. е. решетка надгрупп подгруппы H выглядит, как на рис. 1.

По условию n > 1. Так как H ненормальна, найдется подгруппа M ∈ {M1, . . . ,Mn} такая,
что NG(H) 6 M . Положим Ω = {Mg | g ∈ G}. Тогда G транзитивно действует сопряжениями
на множестве Ω и M1, . . . ,Mn ∈ Ω. Заметим, что Mg ∈ FixH тогда и только тогда, когда
H нормализует Mg. Если при этом H 
 Mg, то G = HMg и Mg P G. Но тогда M = Mg,
Ω = {M} и n = 1 вопреки условию. Следовательно, H 6 Mg. Тем самым мы установили, что

FixH = {Mg | g ∈ G и H 6 Mg} = {M1, . . . ,Mn}.
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Рис. 1. Решетка надгрупп подгруппы H .

Допустим, подгруппа H пронормальна в G. Тогда в силу предложения 2 группа NG(H) тран-
зитивно действует на FixH, т. е. для любого i = 1, . . . , n найдется элемент x ∈ NG(H) такой,
что Mi = Mx. Но Mx = M , поскольку NG(H) 6 M . Снова n = 1; противоречие. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 получается применением предложений 1 и 3 (где счи-
таем n = 2) к группе G, ее подгруппе H и промежуточным подгруппам M1 и M2 в любой из
теорем 1–11 в [19].

Теорема 1 доказана.

3. Заключительные замечания

В свете активно изучаемого в последние годы вопроса о том, когда подгруппы нечетного
индекса в простых группах пронормальны, отметим, что все примеры подгрупп H в простых
группах G из [19] имеют четные индексы. Поэтому открыта2

Проблема 2. Всегда ли пронормальны X-(суб)максимальные подгруппы нечетного ин-

декса в простых конечных группах?

Подгруппы H также в этих примерах всегда являются простыми неабелевыми группами,
в частности неразрешимы и имеют четные порядки.

Проблема 3. Всегда ли пронормальны X-(суб)максимальные подгруппы простых конеч-

ных групп, если полный класс X состоит только из разрешимых групп или только из групп

нечетного порядка?
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