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О КОНСТАНТАХ В НЕРАВЕНСТВЕ БЕРНШТЕЙНА — СЕГЁ
ДЛЯ ПРОИЗВОДНОЙ ВЕЙЛЯ ПОРЯДКА, МЕНЬШЕГО ЕДИНИЦЫ,

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ И ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА В РАВНОМЕРНОЙ НОРМЕ1

А.О. Леонтьева

Во множестве Tn тригонометрических полиномов fn порядка n с комплексными коэффициентами рас-

сматривается производная Вейля (дробная производная) f
(α)
n вещественного неотрицательного порядка α.

Изучается вопрос о константе в неравенстве Бернштейна — Сегё
∥

∥

∥

f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ

∥

∥

∥

6 Bn(α, θ)‖fn‖

в равномерной норме. Такое неравенство хорошо изучено при α > 1. Г.Т. Соколов в 1935 г. доказал,
что оно выполняется с константой nα при всех θ ∈ R. При 0 < α < 1 о величине Bn(α, θ) извест-
но существенно меньше. В данной статье при 0 < α < 1 и θ ∈ R получено предельное соотношение
limn→∞ Bn(α, θ)/nα = B(α, θ), где B(α, θ) — точная константа в аналогичном неравенстве для целых
функций экспоненциального типа не выше 1, ограниченных на вещественной оси. Значение θ = −πα/2
соответствует производной Рисса — важному частному случаю оператора Вейля — Сегё. В этом случае
для величины Bn(α) = Bn(α,−πα/2) получена точная асимптотика при n → ∞.

Ключевые слова: тригонометрические полиномы, целые функции экспоненциального типа, оператор
Вейля —Сегё, производная Рисса, неравенство Бернштейна, равномерная норма.

A. O. Leont’eva. On constants in the Bernstein–Szegő inequality for the Weyl derivative of

order less than unity of trigonometric polynomials and entire functions of exponential type in

the uniform norm.

In the set Tn of trigonometric polynomials fn of order n with complex coefficients, the Weyl derivative

(fractional derivative) f
(α)
n of real nonnegative order α is considered. We study the question about the constant

in the Bernstein–Szegő inequality
∥

∥

∥
f
(α)
n cos θ+ f̃

(α)
n sin θ

∥

∥

∥
6 Bn(α, θ)‖fn‖ in the uniform norm. This inequality

has been well studied for α > 1: G. T. Sokolov proved in 1935 that it holds with the constant nα for all θ ∈ R. For
0 < α < 1, there is much less information about Bn(α, θ). In this paper, for 0 < α < 1 and θ ∈ R, we establish
the limit relation limn→∞ Bn(α, θ)/nα = B(α, θ), where B(α, θ) is the sharp constant in the similar inequality
for entire functions of exponential type at most 1 that are bounded on the real line. The value θ = −πα/2
corresponds to the Riesz derivative, which is an important particular case of the Weyl–Szegő operator. In this
case, we derive an exact asymptotic expansion for the quantity Bn(α) = Bn(α,−πα/2) as n → ∞.

Keywords: trigonometric polynomials, entire functions of exponential type, Weyl–Szegő operator, Riesz
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1. Введение

1.1. Оператор Вейля — Сегё для тригонометрических полиномов

и целых функций экспоненциального типа

Пусть Tn = Tn(C) — множество тригонометрических полиномов

fn(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
n∑

k=−n

cke
ikx (1.1)

порядка n с комплексными коэффициентами. Вместе с полиномом (1.1) будем рассматривать
сопряженный ему полином

f̃n(x) =

n∑

k=1

(bk cos kx− ak sin kx) = i

n∑

k=−n

ck(sign k)e
ikx.

Для произвольного α > 0 дробной производной, или производной Вейля порядка α полино-
ма (1.1), называется ([1], см. также гл. 4, §19 [2]) полином

Dαfn(x) = Dα
+fn(x) =

n∑

k=1

kα
(
ak cos

(
kx+

πα

2

)
+ bk sin

(
kx+

πα

2

))
=

n∑

k=−n

ck|k|
αei

πα
2

signkeikx;

при α ∈ N производная Вейля совпадает с классической производной: Dαfn = f
(α)
n . В даль-

нейшем будем для произвольного α > 0 вместо Dαfn писать f
(α)
n .

Наряду с Dα
+ рассмотрим оператор ([2], §19, п. 1)

Dα
−fn(x) =

n∑

k=1

kα
(
ak cos

(
kx−

πα

2

)
+ bk sin

(
kx−

πα

2

))
=

n∑

k=−n

ck|k|
αe−iπα

2
signkeikx;

операторы Dα
− и Dα

+ связаны соотношением

Dα
−fn(x) = (Dα

+gn)(−x), где gn(x) = fn(−x). (1.2)

Наконец, для вещественного θ определим оператор

Dα
θ fn(x) = f (α)

n (x) cos θ + f̃ (α)
n (x) sin θ

=

n∑

k=1

kα
(
ak cos

(
kx+

πα

2
+ θ

)
+ bk sin

(
kx+

πα

2
+ θ

))
=

n∑

k=−n

ck|k|
αei(

πα
2
+θ) signkeikx,

(1.3)

будем называть его оператором Вейля—Сегё.
При θ = −πα/2 оператор (1.3) является производной Рисса

Dα
Rfn(x) = Dα

−πα/2fn(x) =

n∑

k=1

kα(ak cos kx+ bk sin kx) =

n∑

k=−n

ck|k|
αeikx.

Для m ∈ N при α = 2m производная Рисса превращается в классическую производную по-

рядка 2m: D2m
R fn = (−1)mf

(2m)
n . При α = 2m − 1 производная Рисса является производной

порядка 2m− 1 сопряженного полинома: D2m−1
R fn = (−1)m−1f̃

(2m−1)
n .

При θ = π(1− α)/2 оператор (1.3) является сопряженной производной Рисса

Dα
π(1−α)/2fn(x) =

n∑

k=1

kα(bk cos kx− ak sin kx) = i
n∑

k=−n

ck|k|
α(sign k)eikx.
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При 0 < α < 1 для производной Вейля Dαfn полинома fn ∈ Tn справедливо (см. [1])
интегральное представление

Dαfn(x) =
Γ(α+ 1) sin πα

π

∞∫

0

fn(x)− fn(x− ξ)

ξα+1
dξ. (1.4)

Формулы (1.4) и (1.2) влекут подобное представление для оператора Dα
−:

Dα
−fn(x) =

Γ(α+ 1) sin πα

π

∞∫

0

fn(x+ ξ)− fn(x)

ξα+1
dξ. (1.5)

Оператор Вейля— Сегё при положительных нецелых α представи́м (см. лемму 2 в [3]) в виде
линейной комбинации операторов Dα

+ и Dα
−:

Dα
θ =

sin(πα+ θ)

sinπα
Dα

+ −
sin θ

sinπα
Dα

−.

Отсюда и из (1.4) и (1.5) вытекает представление

Dα
θ fn(x) =

Γ(α+ 1)

π

∞∫

0

fn(x+ ξ) sin θ + fn(x)
(
sin(πα+ θ)− sin θ

)
− fn(x− ξ) sin(πα+ θ)

ξα+1
dξ.

(1.6)

Пусть Bσ – введенный С.Н.Бернштейном класс целых функций экспоненциального типа
не выше σ > 0, ограниченных на вещественной оси (см. [4]; [5], гл. 4, § 83). Отметим, что
Tn ⊂ Bσ при σ = n. Будем считать, что на функциях из Bσ оператор Вейля— Сегё при
0 < α < 1 определяется сингулярным интегралом (1.6).

1.2. Неравенства Бернштейна — Сегё для тригонометрических

полиномов и целых функций

В дальнейшем для функции g ∈ Bσ обозначим через ‖g‖ ее равномерную норму на веще-
ственной оси

‖g‖ = sup
x∈R

|g(x)|.

Нас интересуют неравенства Бернштейна— Сегё для тригонометрических полиномов в равно-
мерной норме

‖Dα
θ fn‖ 6 Bn(α, θ)‖fn‖, fn ∈ Tn, (1.7)

и подобные им неравенства для целых функций экспоненциального типа

‖Dα
θ f‖ 6 Bσ(α, θ)‖f‖, f ∈ Bσ. (1.8)

Изучение неравенств Бернштейна— Сегё имеет давнюю историю. Она хорошо изложена в ста-
тьях [6–8].

1.2.1. Случай α > 1. При α > 1 неравенства (1.7) и (1.8) хорошо изучены. Они выполня-
ются с константами nα и σα соответственно и обращаются в равенство на функциях cosnx (или
cos σx). Неравенство (1.7) с константой nα получено в 1935 г. Г.Т.Соколовым [9] для произ-
водной Рисса и сопряженной производной Рисса. Для произвольного оператора Вейля— Сегё
его обосновал А.И.Козко [10] в пространствах Lp(T) для всех 1 6 p 6 ∞. Неравенство (1.8)
для производных Рисса и Вейля с константой σα получил П.И.Лизоркин [11], а в общем
случае, для оператора Вейля— Сегё, доказал О.Л.Виноградов [12]. Все эти результаты были
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получены при помощи квадратурных формул по равномерным узлам, коэффициенты которых
знакочередуются при α > 1.

1.2.2. Случай 0 < α < 1. При 0 < α < 1 неравенства (1.7) и (1.8) изучены меньше.
Функции cosnt и соответственно cos σx дают оценку снизу Bn(α, θ) > nα (или Bσ(α, θ) > σα),
но, скорее всего, эта оценка грубая.

В случае производной Рисса Г.Т.Соколов [9] получил при 0 < α < 1 оценку

Bn(α) = Bn(α,−πα/2) 6
2nα

α+ 1
.

П.Сайвин [13] перенес ее на целые функции. Недавно нами (см. [14]) получено точное нера-
венство

‖Dα
Rf‖ 6 σαB(α)‖f‖, f ∈ Bσ , 0 < α < 1; B(α) =

2πΓ(1− α)

Γ2
(1− α

2

)
cos

πα

2

. (1.9)

Для сопряженной производной Рисса Г.Т.Соколов получил порядковый результат

c1(α)n
α
6 Bn(α, π(1 − α)/2) 6 c2(α)n

α, 0 < α < 1.

Этот результат в 1950 г. обобщил С.Б.Стечкин [15] для более широкого класса операторов.

В случае производной Вейля наилучшими являются оценки

nα
6 Bn(α, 0) 6 21−αnα, 0 < α < 1,

где оценку сверху получил Г.Вилмес [16]. Менее точные оценки сверху были ранее получены
Т.Бангом [17] и С.П. Гейсбергом [18].

1.3. Формулировка результата

Обозначим через B(α, θ) = B1(α, θ) точную константу в неравенстве (1.8) для целых функ-
ций экспоненциального типа σ = 1. Сделав в (1.6) замену переменной x = σy и воспользовав-
шись однородностью степенной функции, легко убедиться, что Bσ(α, θ) = σαB(α, θ).

Основным результатом статьи является

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1 и θ ∈ R. Тогда для точных констант в неравенстве Берн-

штейна—Сегё для оператора Dα
θ для тригонометрических полиномов и целых функций спра-

ведливо предельное соотношение

lim
n→∞

Bn(α, θ)

nα
= B(α, θ). (1.10)

Из теоремы 1 и (1.9) вытекает

Теорема 2. Пусть 0 < α < 1 и Bn(α) = Bn(α,−πα/2) — точная константа в неравен-

стве Бернштейна для производной Рисса тригонометрических полиномов:

‖Dα
Rfn‖ 6 Bn(α)‖fn‖, fn ∈ Tn.

Тогда справедливо соотношение

lim
n→∞

Bn(α)

nα
=

2πΓ(1 − α)

Γ2
(1− α

2

)
cos

πα

2

. (1.11)
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З а м е ч а н и е. В случае α > 1 при σ = n целая функция, экстремальная в неравенстве
Бернштейна— Сегё, совпадает с экстремальным тригонометрическим полиномом, поэтому со-
отношение (1.10) очевидно. Но при 0 < α < 1 целая функция, экстремальная в (1.9), не явля-
ется тригонометрическим полиномом, поэтому (1.11) не является простым следствием (1.9).

Предельные соотношения между константами в задачах для полиномов и в аналогичных
задачах для целых функций — обширная тематика, обзор результатов по которой можно най-
ти в [8;19]. Немало результатов такого характера получено при изучении неравенств Николь-
ского и Бернштейна, о них можно прочитать в § 3.4 работы [8]. Эти вопросы исследовали
С.Б.Стечкин, Д.В. Горбачев, Е.Левин и Д.С.Любинский, М.И. Ганзбург, С.Ю.Тихонов и
другие (см. приведенную в [8] библиографию), В.В.Арестов и М. В.Дейкалова [21].

Доказательство теоремы 1 в данной статье по методам близко к работам [20;22].

2. Доказательство основного результата

2.1. Полиномы Левитана и их свойства

Б.М.Левитан [23] построил для произвольной целой функции из Bσ последовательность
приближающих ее тригонометрических полиномов. Подробную информацию о полиномах Ле-
витана можно найти, например, в ([5], § 85).

Пусть ϕ(x) = (2 sin(x/2)/x)2 — ядро Фейера, h = σ/n. Полином Левитана Sn(f, z) функции
f ∈ Bσ имеет вид

Sn(f, z) =

n∑

k=−n

hEh(kh)e
ikhz, Eh(y) =

1

2π

∞∫

−∞

e−iyuϕ(hu)f(u)du.

Применение формулы суммирования Пуассона (см. § 67, формула (3) в [5]) к функции

F (z) = hf(z)ϕ(hz) ∈ Bσ(1+1/n) ∩ L(R)

дает для полиномов Левитана представление (см. § 85, формула (2) в [5])

Sn(f, x) =

∞∑

ν=−∞

f
(
x+

2πν

h

)
ϕ (hx+ 2πν) . (2.1)

Иными словами, полином Левитана порядка n — это 2πn/σ-периодизация лежащей в L(R)
целой функции f(z)ϕ(hz) экспоненциального типа (1 + 1/n)σ.

Нам понадобятся следующие известные свойства полиномов Левитана ([5], § 85; [22], § 2):

1. Sn(f, 0) = f(0),

2. ‖Sn(f, ·)‖ 6 ‖f‖,

3. |Sn(f, x)− f(x)| 6
1

6

(σx
n

)2
‖f‖, x ∈ R,

4. |S′
n(f, x)− f ′(x)| 6 σ

(1
6

(σx
n

)2
+

C1

n

)
‖f‖, x ∈ R.

Обсудим эти свойства. Свойство 1 вытекает из (2.1). Свойство 2 следует из (2.1) и того
факта, что

∞∑

k=−∞

ϕ(x+ 2πk) = 4 sin2
x

2

∞∑

k=−∞

1

(x+ 2πk)2
= 1

(см., например, гл. 12, § 3, п. 441 книги [24]). Свойства 3 и 4 доказаны в ([22], § 2, Proposi-
tions 2.3, 2.4). Свойство 3 с большей константой было доказано ранее в ([5], § 85).
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2.2. Вспомогательное утверждение

Лемма 1. Пусть f ∈ B1, 0 < α < 1 и θ ∈ R. Тогда для полиномов Левитана Sn(f, ·)
справедливо неравенство

|Dα
θ f(0)−Dα

θ Sn(f, 0)| 6
C

n2α/3
‖f‖, (2.2)

где C не зависит от n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу интегральной формулы (1.6) для доказательства леммы
нужно оценить интегралы

∣∣∣∣

∞∫

0

f(0)− f(−ξ)− Sn(f, 0) + Sn(f,−ξ)

ξα+1
dξ

∣∣∣∣ и

∣∣∣∣

∞∫

0

f(ξ)− f(0)− Sn(f, ξ)− Sn(f, 0)

ξα+1
dξ

∣∣∣∣.

Поскольку оператор f(x) 7→ f(−x) взаимно однозначно отображает класс B1 на себя, доста-
точно рассмотреть последний интеграл. По свойству 1 полиномов Левитана он равен

∣∣∣∣

∞∫

0

f(ξ)− Sn(f, ξ)

ξα+1
dξ

∣∣∣∣.

Возьмем произвольное β > 0, которое в дальнейшем выберем. Разобьем последний интеграл
на два интеграла:

∞∫

0

= I0 + I∞, I0 =

nβ∫

0

, I∞ =

∞∫

nβ

.

Обозначим gn(ξ) = f(ξ)− Sn(f, ξ). По свойству 1 полиномов Левитана имеем gn(0) = 0.
Проинтегрируем I0 по частям:

nβ∫

0

gn(ξ)

ξα+1
dξ =

nβ∫

0

gn(ξ)d
(
−

1

αξα

)
=

gn(ξ)

αξα

∣∣∣∣
0

nβ

+

nβ∫

0

g′n(ξ)

αξα
dξ = −

gn(n
β)

αnαβ
+

nβ∫

0

g′n(ξ)

αξα
dξ. (2.3)

Оценим первое слагаемое. По свойству 3 полиномов Левитана имеем |gn(n
β)| 6

‖f‖

6n2−2β
,

следовательно, ∣∣∣
gn(n

β)

αnαβ

∣∣∣ 6
‖f‖

6αn2−2β+αβ
. (2.4)

Вначале, используя свойство 4, оценим g′n(ξ) при ξ ∈ (0, nβ):

∣∣∣g′n(ξ)
∣∣∣ 6

(1
6

( ξ

n

)2
+

C1

n

)
‖f‖ 6

(1
6

(nβ

n

)2
+

C1

n

)
‖f‖ 6 C2‖f‖max

{ 1

n
,

1

n2−2β

}
.

Оценим теперь последнее слагаемое в (2.3):

∣∣∣∣

nβ∫

0

g′n(ξ)

αξα
dξ

∣∣∣∣ 6 C2‖f‖max
{ 1

n
,

1

n2−2β

} nβ∫

0

dξ

αξα
6 C2‖f‖max

{ 1

n
,

1

n2−2β

} ξ1−α

α(1 − α)

∣∣∣
nβ

0

= C2‖f‖max
{ 1

n
,

1

n2−2β

} nβ(1−α)

α(1 − α)
= C3‖f‖max

{ 1

n1−β+αβ
,

1

n2−3β+αβ

}
.

(2.5)

Оценим интеграл I∞, используя свойство 2:

∣∣∣∣

∞∫

nβ

f(ξ)− Sn(f, ξ)

ξα+1
dξ

∣∣∣∣ 6 2‖f‖

∞∫

nβ

dξ

ξα+1
=

2‖f‖

αnαβ
. (2.6)
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Из оценок (2.4), (2.5) и (2.6) следует, что

|Dα
θ f(0)−Dα

θ Sn(f, 0)| 6
C4‖f‖

nγ
, γ = min{2− 2β + αβ, 1 − β + αβ, 2 − 3β + αβ, αβ}.

Потребуем, чтобы γ > 0. Для этого необходимо, чтобы β удовлетворяло условию

0 < β < min

{
1

1− α
,

2

2− α
,

2

3− α

}
=

2

3− α
.

Взяв β = 2/3, получаем

γ = min

{
2(1 + α)

3
,
1 + 2α

3
,
2α

3
,
2α

3

}
=

2α

3
,

и тем самым лемма доказана.

2.3. Завершение доказательства теоремы 1

Докажем соотношение (1.10). Сначала покажем, что

lim
n→∞

Bn(α, θ)

nα
> B(α, θ). (2.7)

Для этого вначале докажем, что для произвольной f ∈ B1

|Dα
θ f(0)| 6 lim

n→∞

Bn(α, θ)

nα
‖f‖. (2.8)

Оценим сверху |Dα
θ f(0)|: |Dα

θ f(0)| 6 |Dα
θ f(0)−Dα

θ Sn(f, 0)| + |Dα
θ Sn(f, 0)| , поэтому соглас-

но (2.2) имеем

|Dα
θ f(0)| 6 lim

n→∞
|Dα

θ f(0)−Dα
θ Sn(f, 0)|+ lim

n→∞
|Dα

θ Sn(f, 0)| = lim
n→∞

|Dα
θ Sn(f, 0)| .

Поскольку Sn(f, ·) — полином порядка n с периодом 2πn, то Sn(f, x) = Tn

(x
n

)
, где Tn ∈ Tn

и ‖Tn‖ = ‖Sn(f, ·)‖ 6 ‖f‖ (см. свойство 2 полиномов Левитана). Таким образом, Dα
θ Sn(f, 0) =

Dα
θ Tn(0)

nα
. В итоге имеем

|Dα
θ f(0)| 6 lim

n→∞
|Dα

θ Sn(f, 0)| = lim
n→∞

|Dα
θ Tn(0)|

nα
6 lim

n→∞

Bn(α, θ)

nα
‖Tn‖ 6 lim

n→∞

Bn(α, θ)

nα
‖f‖,

и тем самым (2.8) доказано.
Применив неравенство (2.8) к функции g(t) = f(x+ t), получим

|Dα
θ f(x)| 6 lim

n→∞

Bn(α, θ)

nα
‖f‖.

Взяв верхнюю грань |Dα
θ f(x)| по x ∈ R, приходим к (2.7).

Осталось доказать, что

lim
n→∞

Bn(α, θ)

nα
6 B(α, θ). (2.9)

Поскольку Tn ⊂ Bn, для произвольного fn ∈ Tn имеем
‖Dα

θ fn‖

‖fn‖
6 Bn(α, θ) = nαB(α, θ). Взяв

верхнюю грань по fn ∈ Tn, получаем (2.9). Из соотношений (2.7) и (2.9) вытекает предельное
соотношение (1.10).

Тем самым теорема доказана.
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derivatives and the Jackson–Nikol’skii inequality for trigonometric polynomials // East J. Approx. 1998.
Vol. 4, no. 3. P. 391–416.

11. Лизоркин П.И. Оценки тригонометрических интегралов и неравенство Бернштейна для дробных
производных // Изв. АН СССР. Сер. математическая. 1965. Т. 4, № 3. C. 109–126.

12. Виноградов О.Л. Точные оценки погрешностей формул типа численного дифференцирования
на классах целых функций конечной степени // Сиб. мат. журн. 2007. Т. 48, № 3. С. 538–555.

13. Civin P. Inequalities for trigonometric integrals // Duke Math. J. 1941. Vol. 8. P. 656–665.
doi: 10.1215/S0012-7094-41-00855-4

14. Леонтьева А.О. Неравенство Бернштейна для производной Рисса дробного порядка, меньшего
единицы, целых функций экспоненциального типа // Докл. РАН. Сер. Математика, информатика,
процессы управления. 2023. Vol. 514. С. 118–121. doi: 10.31857/S2686954323600611

15. Стечкин С.Б. К проблеме множителей для тригонометрических полиномов // Докл. АН СССР.
1950. Т. 75, № 2. С. 165–168.

16. Wilmes G. On Riesz-type inequalities and K-functionals related to Riesz potentials in RN // N. Numer.
Funct. Anal. Optim. 1979. Vol. 1, № 1. P. 57–77. doi: 10.1080/01630567908816004
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