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Введение

Все рассматриваемые в работе группы являются конечными.
Кегель в 1962 г. [1] ввел понятие p-субнормальной подгруппы (p — некоторое простое чис-

ло) как подгруппы, пересечение которой с каждой силовской p-подгруппой группы является
ее силовской подгруппой. В этой же работе он сформулировал следующую гипотезу: под-

группа H конечной группы G является субнормальной в G тогда и только тогда, когда она

p-субнормальна для любого простого числа p. Виландт (см. [2]) в 1980 г. включил эту гипотезу
в список наиболее важных проблем, требующих решения после завершения классификации.
Поэтому эту гипотезу называют проблемой Кегеля—Виландта.

Ее полное решение, опирающееся на классификацию конечных простых групп, получено
Кляйдманом в 1991 г. [3]. Другое доказательство проблемы Кегеля— Виландта (с позиций
силовской p-транзитивности) предложено в работе [4].

Результат Кляйдмана инициировал соответствующий вопрос для σ-субнормальных под-
групп, который под номером 19.86 вошел в [5] и получил название σ-проблемы Кегеля—
Виландта.

σ-Проблема Кегеля — Виландта. Пусть σ = {σi|i ∈ I} — разбиение множества P

всех простых чисел и G — конечная группа, обладающая σi-холловой подгруппой для каждого

i ∈ I. И пусть H — такая подгруппа группы G, что H ∩ Si — σi-холлова подгруппа из H
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для любого i ∈ I и всякой σi-холловой подгруппы Si группы G. Верно ли, что подгруппа H
является σ-субнормальной в G?

Решить σ-проблему Кегеля— Виландта — значит либо ответить на поставленный в ней во-
прос для любого разбиения σ, либо доказать, что существуют некоторое разбиение σ и груп-
па G, для которых подгруппа H не является σ-субнормальной в G при выполнении условий
σ-проблемы Кегеля— Виландта.

Концепция σ-субнормальной подгруппы, предложенная в [6], базируется на следующем
определении.

Пусть σ — некоторое разбиение множества P на попарно не пересекающиеся подмножества
σi (i ∈ I), т. е. P =

⋃
i∈I σi и σi ∩ σj = ∅ для всех i 6= j. Подгруппа H группы G называется

σ-субнормальной, если существует цепь подгрупп

H = H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn = G

такая, что для каждого i = 1, 2, . . . , n либо подгруппа Hi−1 нормальна в Hi, либо группа
Hi/CoreHi

(Hi−1) является σj-группой для некоторого j ∈ I.
Понятно, что подгруппа H субнормальна в G тогда и только тогда, когда она σ-субнормаль-

на в G для минимального разбиения σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}. Поэтому для минимального раз-
биения σ-проблема Кегеля— Виландта превращается в проблему Кегеля— Виландта.

Отметим, что кроме минимального разбиения σ-проблема Кегеля— Виландта к настояще-
му времени получила положительное решение и для некоторых других частных разбиений σ.
Так, например, в [7] она решена для разбиения σ = {{p}, {p}

′

}, где p — простое число, а
в [8] — для произвольного бинарного разбиения σ = {{π}, {π}

′

}, где π — некоторое множество
простых чисел.

Более общей по отношению к σ-проблеме Кегеля— Виландта (см. [7]) является следующая
обобщенная σ-проблема Кегеля—Виландта, что связано с существованием групп, обладающих
несколькими классами сопряженных холловых подгрупп.

Система Σ = {S1, S2, . . . , Sk} σi-холловых подгрупп (i = 1, 2, . . . , k) группы G называется
полным холловым множеством типа σ группы G, если выполняются следующие два условия:

1) (|Si|, |Sj |) = 1 для всех i 6= j ∈ {1, 2, . . . , k};

2) π(G) = π(S1) ∪ π(S2) ∪ . . . ∪ π(Sk).

Если Σ = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ группы G, то, очевидно,
система Σg = {Sg

1 , S
g
2 , . . . , S

g
k} также является полным холловым множеством типа σ группы G

для любого элемента g ∈ G. Группа G называется σ-полной, если она обладает по крайней мере
одним полным холловым множеством типа σ.

Будем говорить, что полное холлово множество Σ = {S1, S2, . . . , Sk} типа σ группы G
редуцируется в подгруппу H группы G, если H ∩Si — σi-холлова подгруппа из H для любого
i = 1, 2, . . . , k.

Обобщенная σ-проблема Кегеля — Виландта. Пусть σ — разбиение множества P

всех простых чисел и Σ = {S1, S2, . . . , Sk} — полное холлово множество типа σ конечной

группы G. И пусть H — такая подгруппа из G, что Σg редуцируется в H для любого эле-

мента g ∈ G. Верно ли, что H является σ-субнормальной в G?

Если в σ-проблеме Кегеля— Виландта требуется, чтобы любое полное холлово множество Σ
типа σ группы G редуцировалось в подгруппу H группы G, то в обобщенной σ-проблеме Ке-
геля— Виландта речь идет только о полных холловых множествах Σg (g ∈ G) для некоторого
заданного полного холлового множества Σ группы G. Поэтому положительное решение обоб-
щенной проблемы всегда приводит к решению σ-проблемы Кегеля— Виландта.

В [7] доказано, что минимальным контрпримером к σ-проблеме Кегеля— Виландта явля-
ется пара (G,H), где G — простая неабелева группа, а H — ее подгруппа, являющаяся простой
неабелевой группой. Таким образом, решение σ-проблемы Кегеля— Виландта сводится по сути
к проверке в простых группах условий этой проблемы.
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В работах [7;9–11] показано, что в минимальном контрпримере (G,H) группа G не может
быть знакопеременной группой, спорадической группой, группой Судзуки и группой Ри.

В данной работе доказывается, что G /∈ {PSL2(q), PSU3(q)}.
Наша главная цель — доказательство следующей теоремы, устанавливающей довольно

широкий класс конечных групп с заданной системой композиционных факторов, в котором
обобщенная σ-проблема Кегеля— Виландта имеет положительное решение для произвольного
разбиения σ.

Теорема 1. Пусть σ — некоторое разбиение множества P всех простых чисел, G —

σ-полная группа, все неабелевы композиционные факторы которой являются либо знакопе-

ременными группами, либо спорадическими группами, либо лиевыми группами ранга 1. Если

Σ — полное холлово множество типа σ группы G, то подгруппа H группы G является σ-

субнормальной в G тогда и только тогда, когда Σg редуцируется в H для любого g ∈ G.

Пусть K — класс всех групп, у которых все неабелевы композиционные факторы являются
либо знакопеременными группами, либо спорадическими группами, либо лиевыми группами
ранга 1. Из теоремы 1 следует, что в классе K обобщенная σ-проблема Кегеля— Виландта (как
и σ-проблема Кегеля— Виландта) имеет положительное решение для любого разбиения σ.

1. Определения и предварительные результаты

В работе использованы стандартные определения и обозначения теории групп, которые
могут быть найдены в [11]. Терминология теории σ-субнормальных подгрупп приведена в
работе [6]. Описание подгрупп группы PSL2(q) содержится в известной теореме Диксона (см.,
например, [13, теорема II.8.27]). В дальнейшем будем опираться на нее без дополнительных
ссылок.

Будем использовать также следующие обозначения:
– если p — некоторое простое число, то Sylp(G) — множество всех силовских p-подгрупп

группы G и Gp — силовская p-подгруппа группы G;
– если подгруппа H p-субнормальна в G, то пишем H ≤p G;
– если π — некоторое простое число, то Hallπ(G) — множество всех π-холловых подгрупп

группы G и Gπ — холлова π-подгруппа группы G;
– если σ = {σi|i ∈ I} — разбиение множества всех простых чисел и n — натуральное число,

то σ(n) = {σi ∩ π(n)|i ∈ I, σi ∩ π(n) 6= ∅};
– σ(G) = σ(|G|);
– I(G) — множество всех инволюций группы G.
Будем описывать расширения групп следующим образом:
– A×B — прямое произведение подгрупп A и B;
– A : B — расщепляемое расширение группы A с помощью группы B.
Если A и B — подгруппы порядка n и m соответственно, то с учетом изложенного понятно

обозначение n : m.
Будем говорить, что σ-полная группа G ∈ K является контрпримером к теореме 1, если

она обладает подгруппой H такой, что для некоторого полного холлова множества Σ типа σ
и любого элемента g ∈ G система Σg редуцируется в подгруппу H, но H не является σ-
субнормальной в G. Если, кроме того, сумма |G| + |H| минимальна, то пару (G,H) назовем
минимальным контрпримером к теореме 1.

Следующая лемма устанавливает строение минимального контрпримера к теореме 1 и сво-
дит ее доказательство к анализу строения холловых подгрупп простых неабелевых групп.

Лемма 1. Пусть σ = {σi|i ∈ I} — разбиение множества P всех простых чисел. Если

(G,H) — минимальный контрпример к теореме 1, то G и H — простые неабелевы группы.

Кроме того, G — либо знакопеременная группа, либо спорадическая группа, либо лиева группа

ранга 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (G,H) — минимальный контрпример к теореме 1. То-
гда (G,H) — минимальный контрпример к обобщенной σ-проблеме Кегеля— Виландта. Ввиду
леммы 2.4 из [7] G и H — простые неабелевы группы. Так как G ∈ K, то G — либо знакопере-
менная группа, либо спорадическая группа, либо лиева группа ранга 1.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть G — простая неабелева группа и H — такая ее подгруппа, что |H|
делится на p и H ≤p G для некоторого простого числа p ≥ 5. Тогда справедливо одно из

следующих утверждений:

1) H = G;

2) G ∼= An, H ∼= An−1, где n = spa > p и 1 ≤ s < p;

3) G ∼= U3(5), H ∼= A7 и p = 5;

4) G ∼= HS, H ∼= M22 и p = 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 1.4 работы [4]. �

Лемма 3. Пусть H — подгруппа группы G и S ∈ Hallπ(G) для некоторого множества π
простых чисел. Если Sp E S для некоторого p ∈ π и Sg ∩H ∈ Hallπ(H) для любого g ∈ G, то

H ≤p G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P ∈ Sylp(G). По теореме Силова справедливо равенство
P = Sx

p для некоторого x ∈ G. Из условия леммы следует, что Sx ∩H — π-холлова подгруппа
из H. Пусть P1 ∈ Sylp(S

x∩H). Очевидно, P1 — силовская p-подгруппа из H. Отсюда и из того,
что P = Sx

p — единственная силовская p-подгруппа в Sx, по теореме Силова имеем равенство
P ∩H = P1, т. е. P ∩H — силовская p-подгруппа в H. Таким образом, H ≤p G.

Лемма доказана.

Справедливо утверждение, доказательство которого осуществляется простой проверкой.

Лемма 4. Пусть n — натуральное число, большее 1. Тогда справедливы следующие утвер-

ждения: (n− 1, n + 1) ∈ {1, 2}, (n− 1, n2 − n+ 1) = 1 и (n+ 1, n2 − n+ 1) ∈ {1, 3}.

2. Доказательство теоремы 1

Если Σ = {S1, S2, . . . , Sk} — произвольное полное холлово множество группы G типа σ и
подгруппа H группы G является σ-субнормальной в G, то согласно [6, лемма 2.6] H ∩ Sg

i —
σi-холлова подгруппа из H для любого i = 1, 2, . . . , k и каждого g ∈ G, т. е. полное холлово
множество Σg редуцируется в H для любого g ∈ G.

Докажем обратное утверждение теоремы. Пусть (G,H) — минимальный контрпример к
теореме 1. Тогда ввиду леммы 1 G и H — простые неабелевы группы. Кроме того, ввиду
теоремы 1 из [11] либо G ∼= PSL2(q), либо G ∼= PSU3(q).

Пусть σ(G) = σ1 ∪ σ2 ∪ · · · ∪ σk, k ≥ 2 и G ∼= PSL2(q), где q = pn для некоторого простого
числа p.

Рассмотрим отдельно случаи p = 2, p = 3, p = 5 и p ≥ 7.

1. Пусть p = 2. Поскольку PSL2(5) ∼= SL2(4), то H ∈ {SL2(2
m)}, где m ≥ 2 и m делит n.

Силовские 2-подгруппы группы G являются элементарными абелевыми TI-подгруппами по-
рядка 2n. Пусть 2 ∈ σ1. Тогда S1 содержится в подгруппе Бореля, являющейся 2-замкнутой
группой Фробениуса. Число силовских 2-подгрупп группы G равно 2n + 1. Каждая силовская
2-подгруппа группы G содержится в точности в одной холловой подгруппе Sg

1 для некоторого
g ∈ G. Каждая силовская 2-подгруппа из H содержится в единственной силовской 2-подгруппе
группы G (а следовательно, в единственной холловой подгруппе Sh

1 для некоторого h ∈ G) в
силу TI-условия. Так как число силовских 2-подгрупп группы H, равное 2m+1, меньше 2n+1,
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то найдется силовская 2-подгруппа группы G, которая пересекается с H по единице. Приходим
к противоречию с леммой 3.

2. Пусть p = 3. В этом случае H ∈ {PSL2(3
m)}, где m ≥ 2 и m делит n. Кроме того,

подгруппа H может быть изоморфна A5. Если H ∼= PSL2(3
m), то, как и в п. 1, приходим к

противоречию, полагая, что 3 ∈ σ1. Пусть H ∼= A5. Так как число силовских 3-подгрупп в
группе G равно 3n + 1, а число силовских 3-подгрупп в A5 равно 10, то G ∼= PSL2(9). В этом
случае σ(G) = {2}∪{3}∪{5} — минимальное разбиение, а потому подгруппа H σ-субнормальна
в G ввиду основного результата работы [3]. Приходим к противоречию с условием теоремы.

3. Пусть p = 5. В этом случае H ∈ PSL2(5
m), где m делит n. Не нарушая общности

рассуждений, можем полагать, что 5 ∈ σ1. Так как σ1-холлова подгруппа S1 группы G явля-
ется 5-замкнутой, то по лемме 3 подгруппа H 5-субнормальна в G. Отсюда в силу леммы 2
справедливо равенство H = G, что невозможно.

4. Пусть p ≥ 7. В этом случае H ∈ {PSL2(p
m)}, где m делит n. Кроме того, подгруппа H

может быть изоморфна A5. Если H ∼= PSL2(p
m), то, как и в п. 1, приходим к противоречию,

полагая, что p ∈ σ1.

Предположим, что H ∼= A5 и p ∈ σ1. Тогда σ1-холлова подгруппа S1 группы G содержится
в подгруппе Бореля U : T , где U — унипотентная группа, T — подгруппа Картана. Следова-
тельно, S1 = U : T1, где T1 ⊆ T . Предположим, что 15 делит |T1|. Тогда S1 имеет {3, 5}-холлову
подгруппу, являющуюся циклической. Отсюда и из условия теоремы следует, что A5 содержит
{3, 5}-холлову подгруппу, что невозможно.

Пусть (|T1|, 3) = 1 и 3 ∈ σ2. В этом случае для σ2-холловой подгруппы S2 группы G
возможен один из следующих случаев: S2

∼= A5, S2 является циклической группой, S2 —
диэдральная группа, S2

∼= A4, S2 изоморфна симметрической группе S4. Если S2
∼= A5, то

ввиду условия теоремы H ⊆ CoreG(S2), что невозможно. Предположим, что S2 — цикличе-
ская группа. Она, очевидно, является TI-подгруппой группы G и 3-замкнута. Число подгрупп,
сопряженных с S2 в группе G, равно q(q−1), а число силовских 3-подгрупп в A5 равно 10. Так
как q(q − 1) > 10, то отсюда имеем противоречие с леммой 3. Если S2 является диэдральной
группой, то S2 ∩H ∼= 3 : 2. Однако диэдр 3 : 2 не является холловой подгруппой в H. Снова
пришли к противоречию. Пусть теперь подгруппа S2 изоморфна A4. Отметим, что подгруп-
па H содержит в точности 5 подгрупп, изоморфных A4, а в группе G их число для каждого
класса сопряженности равно

q(q2 − 1)

2|A4|
=

q(q2 − 1)

24
.

Поскольку p ≥ 7, то q(q2 − 1)/24 > 5, и, следовательно, в G найдется подгруппа, изоморф-
ная A4, которая пересекается с H по единице. Последнее невозможно ввиду условия теоремы.
Рассмотрим теперь случай, когда подгруппа S2 изоморфна симметрической группе S4. В груп-
пе G число сопряженных с S4 подгрупп равно q(q2−1)/48 для каждого класса сопряженности.
Поскольку p ≥ 7, то q(q2 − 1)/48 > 5, и, следовательно, в G найдется подгруппа, сопряженная
с S2, которая пересекается с H по единице.

Пусть (|T1|, 5) = 1 и 5 ∈ σ2. В этом случае для σ2-холловой подгруппы S2 группы G возмо-
жен один из следующих случаев: S2

∼= A5, S2 является циклической группой, S2 — диэдральная
группа. Если S2

∼= A5, то ввиду условия теоремы H ⊆ CoreG(S2), что невозможно. Если же
S2 — циклическая или диэдральная группа, то по лемме 3 H ≤5 G. Последнее невозможно в
силу леммы 2.

Рассмотрим далее группу G ∼= PSU3(q), где q = pn для некоторого простого числа p. Будем
опираться на информацию о строении максимальных подгрупп группы SU3(q), содержащуюся
в табл. 8.5 и 8.6 работы [14].

Отметим, что

|G| =
1

(3, q + 1)
q3(q2 − 1)(q3 + 1) =

1

(3, q + 1)
q3(q + 1)2(q − 1)(q2 − q + 1).
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Из данного представления порядка группы G, табл. 8.5 и 8.6 работы [14], а также из леммы 4
следует, что холловы подгруппы группы G могут содержаться в одной из следующих подгрупп:
в подгруппе

U : T ∼= q3 :
1

(3, q + 1)
(q − 1),

являющейся подгруппой группы Бореля,
в подгруппе

1

(3, q + 1)
(q + 1)2 : S3,

в подгруппе
1

(3, q + 1)
(q − 1)

и в подгруппе
1

(3, q + 1)
(q2 − q + 1) : 3.

Рассмотрим случаи p = 2, p = 3 и p ≥ 5.

1. Пусть p = 2. Тогда согласно [14, табл. 8.5, 8.6] либо H ∈ {PSU3(2
m)}, где m > 1 делит n,

либо H ∈ {PSL2(2
k)} для некоторого 1 < k ≤ n. Не нарушая общности рассуждений, будем

считать, что 2 ∈ σ1.
Пусть сначала H ∈ {PSU3(2

m)}. Силовские 2-подгруппы группы G являются TI-подгруп-
пами порядка 23n. σ1-Холлова подгруппа S1 содержится в подгруппе Бореля, являющейся 2-
замкнутой группой. Число силовских 2-подгрупп группы G равно 23n + 1. Каждая силовская
2-подгруппа группы G содержится в точности в одной σ1-холловой подгруппе. Каждая силов-
ская 2-подгруппа из H в силу TI-условия содержится в единственной силовской 2-подгруппе
группы G (а следовательно, в единственной холловой подгруппе Sg

1 для некоторого g ∈ G).
Так как число силовских 2-подгрупп группы H, равное 23m + 1, меньше 23n + 1, то найдется
силовская 2-подгруппа группы G, а следовательно, и холлова подгруппа Sh

1 для некоторого
h ∈ G, которая пересекается с H по единице.

Рассмотрим случай H ∈ {PSL2(2
k)}. Отметим, что число силовских 2-подгрупп группы H

равно 2k+1 и, очевидно, меньше 23n+1. Далее, рассуждая как в предыдущем абзаце, приходим
к противоречию.

2. Пусть p = 3. В силу [14, табл. 8.5, 8.6] либо H ∈ {PSU3(3
m)}, где m делит n, либо

H ∈ {PSL2(3
k)} для некоторого 1 < k ≤ n. Кроме того, подгруппа H может быть изоморф-

на A5 или PSL2(7). Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что 3 ∈ σ1. В этом
случае σ1-холлова подгруппа S1 содержится в подгруппе Бореля группы G. Так как подгруппа
Картана группы G является циклической, то S1 не содержит силовской 2-подгруппы группы G.
Пусть 2 ∈ σ2.

Согласно [15, теорема 8.9] σ2-холлова подгруппа S2 группы G обладает нормальной холло-
вой τ -подгруппой L, где τ = σ2 ∩ π(G) \ {2}, τ ⊆ π(q − ǫ) для ǫ = (−1)(q−1)/2, и S2 = L : P , где
P ∈ Syl2(G). Ясно, что если r ∈ τ , то r ≥ 5.

Из строения группы G [14, табл. 8.5, 8.6] и леммы 4 следует, что для всех остальных ком-
понент σi (i ≥ 3) разбиения σ соответствующие σi-холловы подгруппы являются абелевыми.
Отсюда ввиду леммы 3 для любого r ∈ σi ∩ π(G) \ {2} имеем Hr ≤ G. Так как r ≥ 5, то это
невозможно в силу леммы 2. Следовательно, π(S2∩H) = {2} и π(Si∩H) = ∅ для i ≥ 3. Отсюда
вытекает, что подгруппа H имеет холлову факторизацию H = (S1 ∩H)(S2 ∩H) = H1H2, где
H1 = R : S, R ∈ Syl3(H), S — циклическая группа и π(S) ⊆ π(q − 1) \ {2, 3}, H2 ∈ Syl2(H). Из
[16, теорема 7] следует, что H ∼= PSL2(p), где p — простое число Мерсенна. Из строения H име-
ем, что H ∼= PSL2(3). Однако группа PSL2(3) является разрешимой, что невозможно ввиду
леммы 1.

3. Пусть p ≥ 5. По [14, табл. 8.5, 8.6] H ∈ {PSU3(p
m)}, где m делит n и H ∈ {PSL2(p

k)}
для некоторого k ≤ n. Кроме того, подгруппа H [14, табл. 8.6] может быть изоморфна одной из
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следующих групп: PSL2(7), где p ≡ 3, 5, 6 (mod 7) или p = 5; A6, где p ≡ 11, 14 (mod 15) или
p = 5; A5, где p ≡ 11, 14 (mod 15) или p = 5; A7, где p = 5. Не нарушая общности рассуждений,
можем считать, что p ∈ σ1. В этом случае σ1-холлова подгруппа S1 группы G содержится в
подгруппе Бореля, являющейся p-замкнутой группой.

Если p делит порядок подгруппы H, то из леммы 3 следует, что H ≤p G. Тогда ввиду
леммы 2 имеем, что G ∼= PSU3(5), H ∼= A7 и p = 5. В этом случае |G| = 24 · 32 · 53 · 7
и σ(G) = {2} ∪ {3} ∪ {5} ∪ {7} [17, с. 34]. Кроме того, из работы [17, с. 34] следует, что для
группы G подгруппа H принадлежит списку {A7, A6, A5}. В первом случае имеем H ≤7 G, что
невозможно в силу леммы 2. В двух оставшихся случаях имеем H ≤5 G, что также невозможно
ввиду леммы 2.

Таким образом, H ∈ {PSL2(7), A6, A5, A7} и (p, |H|) = 1.

(a) H ∼= PSL2(7). Если 7 /∈ σ1, то 7 ∈ σi для некоторого i ≥ 2, и σi-холлова подгруппа
группы G является 7-замкнутой. По лемме 3 тогда H ≤7 G. Последнее невозможно в силу
леммы 2. Таким образом, 7 ∈ σ1. В этом случае

S1 ⊆ U : F ∼= q3 :
q − 1

(3, q + 1)
,

где U : F содержится в подгруппе Бореля группы G.

Пусть R ∈ Syl7(S1) и Ω = {Ru1=1, Ru2 , · · · , Rut} — множество сопряженных с R подгрупп
в S1, где ui ∈ S1, t ≤ q3. Предположим, что R ⊂ Sg

1 для некоторого g ∈ G. Тогда Ωg =
{Ru1g, Ru2g, · · · , Rutg}, и для некоторого ui имеет место равенство Ruig = R. Отсюда g ∈
u−1
i NG(R). Отметим, что

NG(R) = C : 〈τ〉 ∼=
q2 − 1

(3, q + 1)
: 2;

здесь C = CG(R), τ ∈ I(G). Кроме того, C содержится в подгруппе Бореля, которая содер-

жит S1, и, следовательно, C нормализует S1. Поэтому Sg
1 = S

u−1

i
n

1 = Sn
1 для n ∈ NG(R).

Отсюда следует, что Sg
1 = S1 или Sg

1 = Sτ
1 . Таким образом, R содержится в двух σ1-холловых

подгруппах S1 и Sτ
1 .

Пусть R1 ∈ Syl7(H). Тогда группе R1 соответствуют в точности две σ1-холловы подгруппы
S1 и Sτ

1 такие, что H ∩ S1 = H ∩ Sτ
1 = R1. Число силовских 7-подгрупп в группе H равно 8.

Значит, H пересекается не более чем с 16 подгруппами, сопряженными с S1. Число подгрупп,
сопряженных с S1 в группе G, равно q3 + 1. Поэтому найдется элемент g0 ∈ G такой, что
Sg0
1 ∩H = 1.

(b) H ∈ {A6, A5}. Данный случай рассматривается точно так же, как и случай (a). До-
статочно только заметить, что число силовских 5-подгруппп в A6 равно 36, число силовских
5-подгрупп в A5 равно 6 и p ≥ 7.

(c) H ∼= A7. Ясно, что 5, 7 ∈ σ1 и S1 содержит {5, 7}-холлову подгруппу, которая явля-
ется циклической. Следовательно, S1 ∩ H содержит {5, 7}-холлову подгруппу в A7. Однако
группа A7 не имеет таких холловых подгрупп. Пришли к противоречию, которое завершает
доказательство теоремы 1. �
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