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В статье рассматривается пространство Лебега со смешанной нормой 2π-периодических функций m
переменных. На основе этого пространства Лебега определено пространство со смешанной несимметрич-

ной нормой. Основная задача статьи — доказать неравенство разных метрик Никольского для кратных

тригонометрических полиномов в пространствах со смешанными несиммеричными нормами. Статья со-

стоит из введения и трех разделов. В первом разделе доказаны несколько вспомогательных утверждений

о несимметричной норме кратного тригонометрического полинома. Во втором разделе доказано нера-

венство разных метрик Никольского для кратных тригонометрических полиномов в пространствах со

смешанными несимметричными нормами. В третьем разделе доказана точность неравенства Никольско-

го для кратных тригонометрических полиномов. Построен экстремальный полином.
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Введение

В статье используются следующие обозначения:
R — множество вещественных чисел, R+ = [0,∞) — множество неотрицательных чисел;
R
m — m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с вещественными коорди-

натами xj;
T
m = {x ∈ R

m : − π ≤ xj ≤ π; j = 1, . . . ,m} — m-мерный тор;
C(Tm) — пространство непрерывных функций с нормой ‖f‖∞ := maxx∈Tm |f(x)|;
Lp(T

m) (где p = (p1, . . . , pm), 0 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m) — пространство Лебега со сме-
шанной нормой, состоящее из всех вещественнозначных измеримых по Лебегу функций f(x),
которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых конечна величина (см. [1, гл. 1,
разд. 1, с. 9])

‖f‖Lp
=

(

π
∫

−π

(

π
∫

−π

. . .

(

π
∫

−π

|f(x)|p1dx1

)p2/p1

. . .

)pm/pm−1

dxm

)1/pm

,

1Работа выполнена в рамках грантового финансирования Комитета науки Министерства науки и
высшего образования РК (проект AP19677486).
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в случае p1 = . . . = pm = p вместо Lp(T
m) и ‖f‖Lp

соответственно будем писать Lp(T
m) и

‖f‖Lp (см. [2, гл. 1, разд. 1.1, с. 11]).
Известно, что в случае 1 ≤ pj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m, пространство Lp(T

m) является нормиро-
ванным пространством (см. например [1, гл. 1, разд. 1, с. 10]).

Напомним определение пространства с несимметричной нормой.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть L — линейное пространство, θ — нулевой элемент простран-
ства L. Функционал ‖ · | : L→ R+ называется несимметричной нормой, если

1) ‖u| > 0 при u 6= θ;
2) ‖λu| = λ‖u| для λ ∈ R+;
3) ‖u1 + u2| ≤ ‖u1|+ ‖u2| для u1, u2 ∈ L.

Название “несимметричная норма” и обозначение “‖ · |” введены в [3, гл. 3, разд. 5, с. 482].
Функционал ‖u| называется несимметричной квазинормой, если в определении 1, вместо

условия 3 выполняется неравенство ‖u1+u2| ≤ C(‖u1|+‖u2|) для некоторого положительного
числа C, не зависящего от u1, u2 ∈ L.

Теория пространства с несимметричной нормой более подробно изложена в монографии
С. Кобзаша [4]. Различные вопросы теории приближения в пространстве с несимметричной
нормой исследовали Е.П.Долженко и Е.А.Севастьянов [5], А.-Р.К.Рамазанов [6], П.А.Боро-
дин [7], А. Р.Алимов [8], И. Г.Царьков [9].

Мы рассмотрим пространство со смешанной несимметричной нормой. Для функции f по-
ложим f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}.

Пусть p(1) = (p
(1)
1 , . . . , p

(1)
m ), p(2) = (p

(2)
1 , . . . , p

(2)
m ) 0 < p

(1)
j , p

(2)
j < ∞, j = 1, . . . ,m. Че-

рез Lp(1),p(2)(T
m) обозначим пространство функций f , для которых f+ ∈ Lp(1)(T

m) и f− ∈
Lp(2)(T

m), и положим

‖f |
L
p(1),p(2)

:= ‖f+‖L
p(1)

+ ‖f−‖L
p(2)

.

Функционал ‖f |
L
p(1),p(2)

называется смешанной несимметричной нормой при p
(1)
j > 1,

p
(2)
j > 1 для всех j = 1, . . . ,m и квазинормой, если для некоторого j выполняется хотя бы

одно из неравенств 0 < p
(1)
j < 1, 0 < p

(2)
j < 1.

В случае p
(1)
j = p1, p

(2)
j = p2 для j = 1, . . . ,m функционал ‖f |

L
p(1),p(2)

определен в [10; 11].

При p
(1)
j = p1, p

(2)
j = p2 для j = 1, . . . ,m вместо Lp(1),p(2)(T

m) и ‖f |
L
p(1),p(2)

будем писать

Lp1,p2(T
m) и ‖f |Lp1,p2

соответственно.
Пусть n = (n1, . . . , nm), nj ∈ N, — множество натуральных чисел. Рассмотрим тригономет-

рический полином

Tn(x) = Tn1,...,nm(x) =

n1
∑

k1=−n1

. . .

nm
∑

km=−nm

cke
i〈k,x〉,

где 〈k, x〉 =
∑m

j=1 kjxj, ck — коэффициенты, вообще говоря, комплексные числа. Множество
тригонометрических полиномов Tn обозначается символом Fn.

Для тригонометрического полинома Tn ∈ Fn в пространстве Lp(T
m) С.М.Никольским [12]

доказано неравенство

‖Tn‖Lq 6 2m
m
∏

j=1

n
1/p−1/q
j ‖Tn̄‖Lp (0.1)

для 1 6 p < q 6 ∞. Это неравенство называют неравенством разных метрик Никольского
или неравенством Джексона — Никольского для тригонометрического полинома, и его аналог
верен для целых функций экспоненциального типа конечной степени [12].

В одномерном случае при q = ∞ и 0 < p < ∞ неравенство (0.1) доказал Д. Джек-
сон [13], а в пространстве Лебега с весом его доказали Н.К.Бари [14], М.К.Потапов [15],
Б.А.Халилова [16], В.И.Иванов [17].
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Неравенство Джексона — Никольского имеет многочисленные обобщения (см., например,
библиографию в [2;18;19]), в частности зависимость неравенства разных метрик для тригоно-
метрического полинома от спектра многочлена установлены в [20;21].

В неравенстве (0.1) более точная константа установлена И.И.Ибрагимовым [22]. Для
0 < p < q ≤ ∞ в случае m = 1 в [23] дано простое доказательство неравенства (0.1), осно-
ванное на результате Д. Джексона [13]. В.В.Арестовым [23] неравенство разных метрик для
тригонометрических полиномов одной переменной доказано и в случае p = 0 < q <∞ с точной
константой.

Проблеме нахождения точной константы в неравенстве Джексона — Никольского для три-
гонометрического полинома посвящены многие работы, например, Н.И.Черныха [24], сов-
местные работы В.В.Арестова с П.Ю.Глазыриной [25], с А. Г.Бабенко, М.В.Дейкаловой,
А.Ховарт [26], с М.В.Дейкаловой [27; 28], в трудах Д.В. Горбачева и И.А.Мартьянова [29],
И.А.Мартьянова [30], М.И. Ганзбурга и С.Ю.Тихонова [31]. Более подробная библиография
приведена в [19].

Аналог неравенства (0.1) в пространстве Лебега со смешанной нормой доказал А.П.Унинс-
кий [32], а Н.М.Сабзиев [33] установил его с дополнительными условиями и другим методом.

В дальнейшем мы будем рассматривать только действительные тригонометрические поли-
номы такие, где коэффициенты c−k = c̄k — сопряженные числа к ck.

А.И.Козко [11] доказал неравенство разных метрик Никольского для тригонометрического
полинома в изотропном пространстве Lp1,p2(T

m) с несимметричной нормой (в одномерном
случае в [10]):

sup
Tn∈Fn

‖Tn‖L
q(1) ,q(2)

‖Tn‖L
p(1),p(2)

≍
(

m
∏

j=1

nj

)ψ(p(1),p(2),q(1),q(2),m)

для чисел p(1), p(2), q(1), q(2) ∈ (0,∞], где

ψ(p(1), p(2), q(1), q(2),m)

= max

{

( 1

p(1)
−

1

q(1)

)

+
max

{

1,
2 +m/p(2)

2 +m/p(1)

}

,
( 1

p(2)
−

1

q(2)

)

+
max

{

1,
2 +m/p(1)

2 +m/p(2)

}

}

.

Здесь и далее для положительных величин A(y), B(y) запись A (y) ≍ B (y) означает, что
существуют положительные числа C1, C2 такие, что C1 · A (y) ≤ B (y) ≤ C2 · A (y). Для крат-
кости записи в случае выполнения неравенств B ≥ C1A или B ≤ C2A часто будем писать
B >> A или B << A соответственно. Постоянные C(p, q,m, . . .) в формулах не зависят от
порядка тригонометрического полинома.

Основная задача статьи: пусть p(1) = (p
(1)
1 , . . . , p

(1)
m ), p(2) = (p

(2)
1 , . . . , p

(2)
m ), q(1) = (q

(1)
1 , . . . ,

q
(1)
m ), q(2) = (q

(2)
1 , . . . , q

(2)
m ) и 0 < p

(1)
j , p

(2)
j , q

(1)
j , q

(2)
j ≤ ∞ для j = 1, . . . ,m. Рассмотрим два

пространства Lp(1),p(2)(T
m) и Lq(1),q(2)(T

m) со смешанными несимметричными квазинормами
‖ · |L

p(1),p(2)
и ‖ · |L

q(1),q(2)
соответственно. Нужно найти порядок величины

Tp(1),p(2),q(1),q(2)(n) = sup
Tn∈Fn

‖Tn|L
q(1),q(2)

‖Tn|L
p(1),p(2)

.

Статья состоит из трех разделов. Первый содержит вспомогательные утверждения, необ-
ходимые для доказательства основных результатов. Во втором доказано неравенство разных
метрик Никольского для тригонометрического полинома в пространстве со смешанной несим-
метричной нормой. В третьем разделе установлена точность неравенства разных метрик Ни-
кольского для тригонометрического полинома в пространстве со смешанной несимметричной
нормой. Здесь построен экстремальный полином, и изучены оценки его нормы.
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1. Вспомогательные утверждения

В этом разделе приведем некоторые вспомогательные утверждения, которые мы будем
использовать в доказательстве основных результатов.

Лемма 1.1. Пусть n = (n1, . . . , nm), p = (p1, . . . , pm), nj ∈ N, 0 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m, и

a ∈ (0, π],

Ωm =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m :

m
∑

j=1

nj|xj| ≤ a
}

.

Тогда для характеристической функции χΩm
множества Ωm справедливо равенство

‖χ
Ωm

‖Lp
=

m
∏

l=1

(

pl

l
∑

j=1

1/pj

)−1/pl
m
∏

j=1

(2a

nj

)1/pj
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для pj = 1, j = 1, . . . ,m, утверждение леммы известно (см.
[11, лемма 2.1]).

Рассмотрим случай 0 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m. Лемму докажем методом математической
индукции. Предположим, что утверждение леммы верно для m− 1, т. е.

‖χ
Ωm−1

‖Lp(m−1)
=

m−1
∏

l=1

(

pl

l
∑

j=1

1/pj

)−1/pl
m−1
∏

j=1

(2a

nj

)1/pj
, (1.1)

где p(m− 1) = (p1, . . . , pm−1). При фиксированном xm ∈
[

−
a

nm
,
a

nm

]

рассмотрим множество

Ωm−1(xm) =
{

x = (x1, . . . , xm−1) ∈ T
m−1 :

m−1
∑

j=1

nj|xj | ≤ a− nm|xm|
}

.

Тогда в предположении (1.1), заменяя число a на a− nm|xm|, получим

‖χ
Ωm−1

‖Lp(m−1)
=

m−1
∏

l=1

(

pl

l
∑

j=1

1/pj

)−1/pl
m−1
∏

j=1

( 2

nj
(a− nm|xm|)

)1/pj

при фиксированном xm.

Теперь в силу этого равенства будем иметь

‖χ
Ω2
‖Lp

=

(

a/nm
∫

−a/nm

‖χ
Ωm−1

‖pmLp(m−1)
dxm

)1/pm

=
m−1
∏

l=1

(

pl

l
∑

j=1

1/pj

)−1/pl
m−1
∏

j=1

( 2

nj

)1/pj

×

(

a/nm
∫

−a/nm

(a− nm|xm|)
pm

∑m−1
j=1 1/pjdxm

)1/pm

=

m
∏

l=1

(

pl

l
∑

j=1

1/pj

)−1/pl
m
∏

j=1

( 2

nj

)1/pj
a
∑m

j=1 1/pj .

�

Для полинома Tn ∈ Fn положим

Mn = ‖Tn‖∞, M+
n = ‖T+

n ‖∞, M−
n = ‖T−

n ‖∞.



Неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов 15

Лемма 1.2. Пусть n = (n1, . . . , nm), p = (p1, . . . , pm), nj ∈ N, 0 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m, и

полином Tn ∈ Fn.

a) Если M+
n =Mn, то

M+
n ≪

m
∏

j=1

n
1/pj
j ‖T+

n ‖Lp
. (1.2)

b) Если M+
n < M−

n =Mn, то

M+
n ≪

(

m
∏

j=1

n
1/pj
j

)
2

2+
∑m

j=1
1/pj · (M−

n )

∑m
j=1 1/pj

2+
∑m

j=1
1/pj · ‖T+

n ‖

2
2+

∑m
j=1

1/pj

Lp
. (1.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть точка x0 = (x01, . . . , x
0
m) ∈ T

m такая, что M+
n = Mn =

Tn(x
0). Рассмотрим множество

B1 =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m :

m
∑

j=1

nj|xj − x0j | ≤
1

2

}

.

Согласно лемме 1.1 при a = 1/2 имеем

‖χ
B1
‖Lp

= C
m
∏

j=1

n
−1/pj
j . (1.4)

В лемме 2.2 [11] показано, что для точек x ∈ B1 выполняется неравенство Tn(x) ≥
Mn

2
.

Поэтому, используя формулу (1.4), будем иметь

M+
n =Mn = C

m
∏

j=1

n
1/pj
j Mn‖χB1

‖Lp
≤ C

m
∏

j=1

n
1/pj
j ‖TnχB1

‖Lp
≪

m
∏

j=1

n
1/pj
j ‖T+

n ‖Lp
.

Этим неравенство (1.2) доказано.
Для доказательства неравенства (1.3) рассмотрим множество

B2 =

{

x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m :

m
∑

j=1

nj|xj − x0j | ≤
1

2

√

M+
n

M−
n

}

.

Пользуясь п. b) леммы 2.2 [11] и леммой 1.1, при a =
1

2

√

M+
n

M−
n

будем иметь

M+
n =M+

n ‖χ
B2
‖−1
Lp

· ‖χ
B2
‖Lp

≤ 2‖χ
B2
‖−1
Lp

· ‖T+
n χB2

‖Lp
≪

(

m
∏

j=1

( 1

nj

√

M+
n

M−
n

)1/pj)−1
‖T+

n ‖Lp
.

Таким образом,

M+
n ≪

m
∏

j=1

n
1/pj
j

(

√

M−
n

M+
n

)

∑m
j=1 1/pj

‖T+
n ‖Lp

.

Обе части этого неравенства умножим на (M+
n )(1/2)

∑m
j=1 1/pj . Тогда

(M+
n )1+(1/2)

∑m
j=1 1/pj ≪

m
∏

j=1

n
1/pj
j (M−

n )(1/2)
∑m

j=1 1/pj‖T+
n ‖Lp

.

Отсюда следует неравенство (1.3). �

Аналогично лемме 1.2 доказывается



16 Г.Акишев

Лемма 1.3. Пусть n = (n1, . . . , nm), p = (p1, . . . , pm), nj ∈ N, 0 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m, и

полином Tn ∈ Fn.

a) Если M−
n =Mn, то

M−
n ≪

m
∏

j=1

n
1/pj
j ‖T−

n ‖Lp
.

b) Если M−
n < M+

n =Mn, то

M−
n ≪

(

m
∏

j=1

n
1/pj
j

)
2

2+
∑m

j=1
1/pj · (M+

n )

∑m
j=1 1/pj

2+
∑m

j=1
1/pj · ‖T−

n ‖

2
2+

∑m
j=1

1/pj

Lp
.

З а м е ч а н и е 1.1. В случае p1 = . . . = pm = p леммы 1.2 и 1.3 доказаны в [11].

2. Неравенство разных метрик для полиномов в пространстве

со смешанной несимметричной нормой

В этом разделе для a ∈ R положим a+ = max{a, 0}.

Теорема 2.1. Пусть pj, q
(1)
j , q

(2)
j ∈ [1,∞), nj ∈ N для j = 1, . . . ,m и p = (p1, . . . , pm), q

(1) =

(q
(1)
1 , . . . , q

(1)
m ), q(2) = (q

(2)
1 , . . . , q

(2)
m ). Тогда для полинома Tn ∈ Fn справедливо неравенство

‖Tn|L
q(1),q(2)

≪ max
{

m
∏

j=1

n
(1/pj−1/q

(1)
j )+

j ,
m
∏

j=1

n
(1/pj−1/q

(2)
j )+

j

}

‖Tn‖Lp
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для тригонометрического полинома Tn ∈ Fn известно следую-
щее неравенство разных метрик Никольского (см. [32, теорема 1; 34, лемма 1]):

‖Tn‖Lq
6 C

m
∏

j=1

n
1/pj−1/qj
j · ‖Tn‖Lp

(2.1)

при 1 6 pj 6 qj 6 ∞, j = 1, . . . ,m.

Так как ‖T+
n ‖L

q(1)
≪ ‖Tn‖L

q(1)
, ‖T−

n ‖L
q(2)

≪ ‖Tn‖L
q(2)

, то в случае 1 ≤ pj < q
(l)
j , j =

1, . . . ,m, l = 1, 2, согласно неравенству (2.1) получим

‖Tn|L
q(1),q(2)

≪ ‖Tn‖L
q(1)

+ ‖Tn‖L
q(2)

≪
(

m
∏

j=1

n
1/pj−1/q

(1)
j

j +

m
∏

j=1

n
1/pj−1/q

(2)
j

j

)

‖Tn‖Lp .

Рассмотрим общий случай. Введем обозначения ω(l) = {j : 1 6 q
(l)
j < pj <∞, j = 1, . . . ,m}

и qω(l) = (q
ω(l)
1 , . . . , q

ω(l)
m ), где q

ω(l)
k = pk, если k ∈ ω(l) и q

ω(l)
k = q

(l)
k для k ∈ {1, . . . ,m} \ ω(l),

l = 1, 2.

Тогда применяя неравенство Гельдера к интегралу по переменной xj0 , при η = pj0/q
(l)
j0

для
k ∈ ω(l), l = 1, 2, получим ‖Tn‖L

q(l)
≪ ‖Tn‖L

qω(l)
, l = 1, 2. Теперь пользуясь этим неравенством

и (2.1), будем иметь
‖Tn|L

q(1),q(2)
≪ ‖Tn‖L

qω(1)
+ ‖Tn‖L

qω(2)

≪

(

∏

j∈{1,...,m}\ω(1)

n
1/pj
j − 1/q

(1)
j +

∏

j∈{1,...,m}\ω(1)

n
1/pj−1/q

(2)
j

j

)

‖Tn‖Lp

при 1 6 pj < q
(l)
j 6 ∞ для j ∈ {1, . . . ,m} \ ω(1), l = 1, 2. �

З а м е ч а н и е 2.1. В случае q
(1)
j = q1, q

(2)
j = q2 и pj = p для j = 1, . . . ,m теорема 2.1

совпадает с теоремой 1 в [11], когда в ней p1 = p2 = p.
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3. О точности неравенства разных метрик для полиномов

в пространстве с несимметричной нормой

Как и в [11], рассмотрим тригонометрический полином

Tn,k(δ, t) =
1

∑m
l=1(1/(nlδl))

2
∏m
j=1([nj/k] + 2)4k

(

m
∑

l=1

sin2 tl/2

sin2 δl/2
−1

)

m
∏

j=1

Jnj+k,k(tj)
(

cos tj − cos
( 2π

[n/k] + 2

)

)2k
,

где δ = (δ1, . . . , δm), δl ≥ 0, k ∈ N, [a] — целая часть числа a и

Jn,k(t) =

(sin
[n/k] + 1

2
t

sin(t/2)

)2k

.

Известно, что Tn,k(δ, t) ∈ Fn [11]. В следующей лемме и далее c(m) =
(m!)−1/m

2
(см. [11]).

Лемма 3.1. Для 0 ≤ δj < c(m)/nj , 1/(2k) < pj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m, справедливо соотноше-

ние

‖T+
n,k(δ, ·)‖Lp

≍

m
∏

j=1

n
2k−1/pj
j .

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 3.3 [11] справедлива оценка

T+
n,k(δ, x) ≤ C

m
∏

j=1

gj(xj). (3.1)

Здесь 0 ≤ δj < 1, j = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m;

gj(xj) =

{

Jnj+k,k(xj), если x ∈ Aj1,

n2kj , если x ∈ Aj0;

Aj0 =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m : 0 ≤ xj ≤
3π

[nj/k] + 2

}

;

Aj1 =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m :
3π

[nj/k] + 2
≤ xj ≤ π

}

.

В силу неравенства (3.1) имеем

‖T+
n,k(δ, ·)‖Lp

≤ C
∥

∥

∥

m
∏

j=1

gj(xj)
∥

∥

∥

Lp

= C

m
∏

j=1

(

π
∫

0

g
pj
j (xj)dxj

)1/pj

. (3.2)

Для полиномов Jn,k(t) одной переменной t известно, что (см. [11]) ‖Jn,k‖Lp ≍ n2k−1/p при
1/(2k) < p ≤ ∞, кроме того,

3π
[n/k]+2
∫

0

n2kpdt ≍ n2kp−1.

Следовательно, из (3.2) получим ‖T+
n,k(δ, ·)‖Lp

≪
∏m
j=1 n

2k−1/pj
j при

1

2k
< p ≤ ∞. С другой

стороны, по лемме 3.4 [11] будем иметь

‖T+
n,k(δ, ·)‖Lp

≫
m
∏

j=1

n2kj ‖χSn,k
‖Lp

≫
m
∏

j=1

n
2k−1/pj
j ,
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где χSn,k
— характеристическая функция множества

Sn,k =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m :
3π

2([nj/k] + 2)
≤ xj ≤

5π

2([nj/k] + 2)
, j = 1, . . . ,m

}

.

�

З а м е ч а н и е. В случае p1 = . . . = pm = p из леммы 3.1 следует лемма 3.5 [11].

Лемма 3.2. Для полинома T+
n,k(δ, x) при 0 < δ0 < c(m), δj = δ0/nj , 0 < pj < ∞, j =

1, . . . ,m, справедливо соотношение

‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp

≍

m
∏

j=1

n
2k−1/pj
j (δ0)2+

∑m
j=1 1/pj .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в [11], рассмотрим множество

Gδ =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m : Tn,k(δ, x) ≤ 0
}

.

Тогда

‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp ≤M−

n,k(δ)‖χG
δ
‖Lp , (3.3)

где χ
G
δ

— характеристическая функция множества Gδ и M−
n,k(δ) = ‖T−

n,k(δ, ·)‖∞.

Согласно лемме 3.1 [11] справедливо включение Gδ ⊂ Qδ = {x = (x1, . . . , xm) ∈ [0, π]m :
|xj | ≤ δj , j = 1, . . . ,m}. Тогда

‖χ
G
δ
‖Lp

≤ ‖χ
Q
δ
‖Lp

=
m
∏

j=1

(2δj)
1/pj . (3.4)

Из неравенств (3.3) и (3.4) следует, что

‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp

≤M−
n,k(δ)

m
∏

j=1

(2δj)
1/pj .

Теперь, пользуясь леммой 3.7 [11] и учитывая, что δj = δ0/nj , отсюда получим

‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp ≪

m
∏

j=1

n
2k−1/pj
j (δ0)2+

∑m
j=1 1/pj .

Докажем противоположное неравенство.

В силу леммы 3.2 [11] известно, что M+
n,k(δ) = ‖T+

n,k(δ, ·)‖∞ = ‖Tn,k(δ, ·)‖∞ = Mn,k(δ) ≥

M−
n,k(δ).

Поэтому по утверждению b) леммы 1.3 имеем

M−
n,k(δ)

(M−
n,k(δ)

M+
n,k(δ)

)(1/2)
∑m

j=1 1/pj
m
∏

j=1

n
−1/pj
j ≤ ‖T−

n,k(δ, ·)‖Lp
. (3.5)

Согласно утверждению a) леммы 1.2 и лемме 3.1 будем иметь

1

M+
n,k(δ)

≫
1

‖T+
n,k(δ, ·)‖Lp

∏m
j=1 n

1/pj
j

≫
m
∏

j=1

n−2k
j . (3.6)
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Далее в силу леммы 3. 7 [11] и (3.6) получим M−
n,k(δ)/M

+
n,k(δ) ≫ (δ0)2. Поэтому из (3.5) следует,

что

‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp

≫M−
n,k(δ)(δ

0)
∑m

j=1 1/pj
m
∏

j=1

n
−1/pj
j . (3.7)

Ввиду [11, лемма 3.7] и (3.7) получим ‖T−
n,k(δ, ·)‖Lp ≫

∏m
j=1 n

2k−1/pj
j (δ0)2+

∑m
j=1 1/pj . �

Рассмотрим полином

T̃n,k(δ, t) =
(

m
∑

l=1

sin2 tl/2

sin2 δl/2
− 1

)

m
∏

j=1

Jnj+k,k(tj)
(

cos tj − cos
( 2π

[n/k] + 2

)

)2k
(3.8)

для k ∈ N, n = (n1, . . . , nm), δ = (δ1, . . . , δm), nj ∈ N, δj ∈ R+, j = 1, . . . ,m. Тогда

Tn,k(δ, t) =
1

∑m
l=1(1/(nlδl))

2
∏m
j=1([nj/k] + 2)4k

T̃n,k(δ, t).

Лемма 3.3. Пусть n = (n1, . . . , nm), nj, k ∈ N, δj = δ0/nj , j = 1, . . . ,m, и 0 ≤ δ0 < c(m).
Тогда справедливы соотношения

‖T̃+
n,k(δ, ·)‖Lp

≍

m
∏

j=1

n
6k−1/pj
j (δ0)−2 (3.9)

при 1/(2k) < pj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m, и

‖T̃−
n,k(δ, ·)‖Lp

≍
m
∏

j=1

n
6k−1/pj
j (δ0)

∑m
j=1 1/pj (3.10)

для 0 < pj ≤ ∞, j = 1, . . . ,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 3.1 и леммы 3.2. �

Теорема 3.1. Пусть p
(1)
j , p

(2)
j , q

(1)
j , q

(2)
j ∈ (0,∞), nj ∈ N, j = 1, . . . ,m, p(1) = (p

(1)
1 , . . . , p

(1)
m ),

p(2) = (p
(2)
1 , . . . , p

(2)
m ), q(1) = (q

(1)
1 , . . . , q

(1)
m ), q(2) = (q

(2)
1 , . . . , q

(2)
m ); кроме того,

1) p
(1)
j ≤ q

(1)
j , p

(2)
j ≤ q

(2)
j для j = 1, . . . ,m;

2) p
(1)
j ≤ p

(2)
j или p

(2)
j ≤ p

(1)
j для j = 1, . . . ,m.

Тогда справедливо неравенство

Tp(1),p(2),q(1),q(2)(n) = sup
Tn∈Fn

‖Tn|L
q(1),q(2)

‖Tn|L
p(1),p(2)

≫
m
∏

j=1

n
max{max{α1,j ,β2,j},max{α2,j ,β1,j}}
j ,

где α1,j =

(

1

p
(1)
j

−
1

q
(1)
j

)

+

, β1,j =
( 1

p
(2)
j

−
1

q
(2)
j

)

+
и

α2,j =

(

1

p
(2)
j

−
1

q
(2)
j

)

+

+

(

1

p
(1)
j

−
1

p
(2)
j

)

+

∑m
j=1(1/p

(2)
j − 1/q

(2)
j )

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

,

β2,j =

(

1

p
(1)
j

−
1

q
(1)
j

)

+

+

(

1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

+

∑m
j=1(1/p

(1)
j − 1/q

(1)
j )

2 +
∑m

j=1 1/p
(1)
j

.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим k0 :=
[

maxj=1,...,m
1

2min{p
(1)
j , p

(2)
j }

]

+1, где [y] — целая

часть числа y ≥ 0. Тогда k0 > 1/(2min{p
(1)
j , p

(2)
j }) для

j = 1, . . . ,m⇒ 1/(2k0) < min
j=1,...,m

min{p
(1)
j , p

(2)
j }.

Пусть p
(1)
j ≤ p

(2)
j , j = 1, . . . ,m. Рассмотрим полином T̃n,k0(δ, t), определенный по форму-

ле (3.8) при δl = δ0/nl, l = 1, . . . ,m,

δ0 = c(m)
(

m
∏

j=1

n
1/p

(2)
j −1/p

(1)
j

j

)

1

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j .

Пользуясь соотношениями (3.9) и (3.10) и учитывая значение числа δ0, получим

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≍

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
( m
∏

j=1

n

−1/q
(1)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j

+
m
∏

j=1

n
−1/q

(2)
j

j

(

m
∏

j=1

n
1/p

(2)
j −1/p

(1)
j

j

)

∑m
j=1 1/q

(2)
j

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

)

.

(3.11)

Так как

−
1

q
(1)
j

−
2

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

=
1

q
(2)
j

−
1

q
(1)
j

−
1

q
(2)
j

−
2

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

;

−
1

q
(2)
j

+
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

·

∑m
j=1 1/q

(2)
j

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

= −
1

q
(2)
j

−
2

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

+
2 +

∑m
j=1 1/q

(2)
j

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

,

то из соотношения (3.11) следует, что

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≍

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/q
(2)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j

×

( m
∏

j=1

n
1/q

(2)
j −1/q

(1)
j

j +
m
∏

j=1

n

2+
∑m

j=1 1/q
(2)
j

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j

)

.

(3.12)

Далее из (3.12) получим неравенства

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≫

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/q
(2)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j

×
m
∏

j=1

n

2+
∑m

j=1 1/q
(2)
j

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j ,

(3.13)
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‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≫

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/q
(1)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j . (3.14)

Оценим ‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)
. В силу соотношений (3.9) и (3.10) будем иметь

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)
≍

(

m
∏

j=1

nj

)6k0(
m
∏

j=1

n
−1/p

(1)
j

j (δ0)−2 +
m
∏

j=1

n
−1/p

(2)
j

j (δ0)
∑m

j=1 1/p
(2)
j

)

.

Подставляя значения числа δ0, отсюда получим

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)
≍

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/p
(1)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j . (3.15)

Теперь из неравенства (3.13) и соотношения (3.15) следует, что

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)

≫
m
∏

j=1

n

1/p
(1)
j −1/q

(2)
j +

2+
∑m

j=1 1/q
(2)
j

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j . (3.16)

Нетрудно убедиться, что

1

p
(1)
j

−
1

q
(2)
j

+
2 +

∑m
j=1 1/q

(2)
j

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

=
1

p
(2)
j

−
1

q
(2)
j

+

∑m
j=1(1/q

(2)
j − 1/p

(2)
j )

2 +
∑m

j=1 1/p
(2)
j

·
( 1

p
(2)
j

−
1

p
(1)
j

)

.

Поэтому неравенство (3.16) можно написать в следующем виде:

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)

≫

m
∏

j=1

n

1/p
(2)
j −1/q

(2)
j +

∑m
j=1(1/q

(2)
j

−1/p
(2)
j

)

2+
∑m

j=1
1/p

(2)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j . (3.17)

Далее из неравенства (3.14) и соотношения (3.15) получим

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)

‖T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)

≫
m
∏

j=1

n
1/p

(1)
j −1/q

(1)
j

j . (3.18)

Пусть p
(2)
j < p

(1)
j , j = 1, . . . ,m. Рассмотрим полином T̃n,k0(δ, t), определенный по форму-

ле (3.8) при δl = δ0/nl, l = 1, . . . ,m,

δ0 = c(m)
(

m
∏

j=1

n
1/p

(1)
j −1/p

(2)
j

j

)

1

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j .

Тогда

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
= ‖(−T̃n,k0(δ, ·))

+‖L
q(1)

+ ‖(−T̃n,k0(δ, ·))
−‖L

q(2)

= ‖T̃−
n,k0

(δ, ·)‖L
q(1)

+ ‖T̃+
n,k0

(δ, ·)‖L
q(2)

.
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Далее, применяя лемму 3.3, аналогично доказательству неравенств (3.13) и (3.14) получим

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≫

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/q
(2)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j

· (1/p
(1)
j −1/p

(2)
j )

j , (3.19)

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)
≫

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/q
(1)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j

· (1/p
(1)
j −1/p

(2)
j )

j

×
m
∏

j=1

n

2+
∑m

j=1 1/q
(1)
j

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j

· (1/p
(1)
j −1/p

(2)
j )

j

(3.20)

Аналогично доказательству соотношения (3.15) с учетом леммы 3.3 можно убедиться, что

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)
≍

(

m
∏

j=1

nj

)6k0
m
∏

j=1

n

−1/p
(2)
j − 2

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j

· (1/p
(1)
j −1/p

(2)
j )

j (3.21)

в случае p
(2)
j < p

(1)
j , j = 1, . . . ,m.

Таким образом, из неравенств (3.19), (3.20) и соотношения (3.21) получим

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)

≫
m
∏

j=1

n
1/p

(2)
j −1/q

(2)
j

j , (3.22)

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lq(1),q(2)

‖ − T̃n,k0(δ, ·)|Lp(1),p(2)

≫

m
∏

j=1

n

1/p
(1)
j −1/q

(1)
j +

∑m
j=1(1/p

(1)
j

−1/q
(1)
j

)

2+
∑m

j=1
1/p

(1)
j

· (1/p
(2)
j −1/p

(1)
j )

j , (3.23)

в случае p
(2)
j < p

(1)
j , j = 1, . . . ,m.

Теперь из неравенств (3.17), (3.18), (3.22), (3.23) следует утверждение теоремы. �

Докажем точность неравенства разных метрик в теореме 2.1.

Теорема 3.2. Пусть 1 ≤ pj < max{q
(1)
j , q

(2)
j } ≤ ∞, nj ∈ N, j = 1, . . . ,m, p = (p1, . . . , pm),

q(1) = (q
(1)
1 , . . . , q

(1)
m ), q(2) = (q

(2)
1 , . . . , q

(2)
m ). Тогда справедливо соотношение

Tp,q(1),q(2)(n) = sup
Tn∈Fn

‖Tn|L
q(1),q(2)

‖Tn‖Lp

≍ max

{ m
∏

j=1

n
1/pj−1/q

(1)
j

j ,
m
∏

j=1

n
1/pj−1/q

(2)
j

j

}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху величины Tp,q(1),q(2)(n) следует из теоремы 2.1, а

оценка снизу — из теоремы 3.1 при p
(1)
j = p

(2)
j = pj для j = 1, . . . ,m. �

З а м е ч а н и е 3.1. В случае p
(1)
j = p(1), p

(2)
j = p(2), q

(1)
j = q(1), q

(2)
j = q(2) для j = 1, . . . ,m,

теоремы 3.1 и 3.2, леммы 3.1–3.3 доказаны в [11].

Автор благодарен рецензенту статьи за содержательные замечания.
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