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Введение

Задача описания конечных групп G, представимых в виде произведения G = AB = AC =
BC для своих подгрупп A,B и C с определенными ограничениями на их строение, является
классической. Так Х.Виланд в 1960 г. [1] показал, что если A,B и C — разрешимые подгруппы
группы G попарно взаимно простых индексов, то G разрешима. Автор в 1992 г. [2] доказал,
что условие взаимной простоты индексов можно снять. Е.Пеннингтон в 1973 г. [3] доказала,
что если для некоторого множества π простых чисел Dπ-группа G является произведением π-
замкнутых подгрупп A,B и C, то она также π-замкнута. Дальнейшее развитие тема получила
в исследовании [4].

В этой статье, автор которой следует идее, обозначенной в классической работе
Х.Виланда [1], исследуются конечные группы, имеющие тройную факторизацию G =
AB = AC = BC, где сомножители A,B и C являются π-разрешимыми группами для
некоторого множества π простых чисел. Естественно предположить, что группа G с та-
кой факторизацией будет π-разрешимой. Эта задача, похоже, впервые сформулирована
А.Ф.Васильевым и А.К.Фурсом в 2021 г. на конференции, посвященной 90-летию со дня
рождения А.И.Старостина. Цель настоящей работы — нахождение условий, при выполнении
которых рассматриваемая конечная группа будет π-разрешимой. Все рассматриваемые группы
предполагаются конечными.

1. Вспомогательные результаты

Пусть π — некоторое множество простых чисел, π′ — его дополнение во множестве всех
простых чисел. Напомним, что группа G называется π-отделимой, если каждый ее композици-
онный фактор является либо π′-группой, либо π-группой. Группа G называется π-разрешимой,

1Работа выполнена при поддержке программы ВИП-008 ЯрГУ.



110 Л.С.Казарин

если каждый ее композиционный фактор есть либо π′-группа, либо p-группа для некоторо-
го p ∈ π.

Лемма 1. Пусть π — некоторое множество простых чисел, а π′ — его дополнение во

множестве всех простых чисел и p ∈ π, q ∈ π′. Если G — π-отделимая группа и σ = {p, q},
то G имеет холлову σ-подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы см. в [5, теорема 6.3.5]. �

Лемма 2. Пусть π — некоторое множество простых чисел, причем |π′ ∩ π(G)| ≤ 3.
Если группа G = AB = AC = BC — произведение π-разрешимых подгрупп A,B и C, то G —

π-разрешимая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Все простые неабелевы группы G с |π(G)| = 3 хорошо извест-
ны [6]. Так при |π′∩π(G)| = 3 все простые неабелевы композиционные факторы G содержатся
в списке групп

A5, A5, L2(7), L2(8), L2(17), L3(3), U3(3), U4(2).

Поэтому при |π(G) ∩ π′| = 3 лемма доказана. Если же |π′ ∩ π(G)| < 3, то группы A,B и C
разрешимы, и утверждение леммы следует из [2]. �

Для дальнейшего нам понадобится понятие графа разрешимости Γsol(G) конечной груп-
пы G, введенное в [7] С.Абе и Н.Йори.

Множество вершин графа Γsol(G) группы G есть множество всех простых делителей ее
порядка. При этом различные вершины p, q ∈ π(G) смежны тогда и только тогда, когда су-
ществует разрешимая подгруппа группы G, порядок которой делится на pq. Множество всех
вершин графа Γsol(G), смежных с каждой вершиной графа, называется центром этого графа
(и обозначается через Z(Γsol(G))).

Лемма 3. Пусть π — некоторое множество простых чисел и пусть группа G = AB =
AC = BC — произведение π-разрешимых подгрупп A,B и C. Если p ∈ π ∩ π(G), то p ∈
Z(Γsol(G)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p ∈ π ∩ π(G), p 6= q ∈ π(G). По условию G = AB = AC =
BC. Поэтому

π(G) = π(A) ∪ π(B) = π(A) ∪ π(C) = π(B) ∪ π(C).

Допустим, что имеются две подгруппы, скажем, A и B, для которых p ∈ π(A) ∩ π(B). Оче-
видно, q ∈ π(A) ∪ π(B). Пусть σ = {p, q}. По лемме 1 подгруппа A или B имеет холлову
σ-подгруппу, так что p и q смежны в графе Γsol(G). Если же p ∈ π(A), но p 6∈ π(B), то
p ∈ π(C) и мы можем применить рассуждения, приведенные выше, для A и C вместо A и B.
Поэтому в любом случае p и q смежны в графе Γsol(G). Отсюда p ∈ Z(Γsol(G)), что и требо-
валось доказать. �

Лемма 4. Пусть группа G = AB = AC = BC — произведение подгрупп A,B и C. Тогда

|A ∩B||A ∩C||G : A| = |A||B ∩ C|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно,

|G| =
|A||B|

|A ∩B|
=

|A||C|

|A ∩ C|
=

|B||C|

|B ∩ C|
.

Отсюда

|G|2 =
|A||B|

|A ∩B|

|A||C|

|A ∩ C|
.
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Следовательно,
|G||G : A||A ∩B||A ∩C| = |A||G||B ∩ C|.

Поэтому
|A ∩B||A ∩C||G : A| = |A||B ∩ C|,

что и требовалось доказать. �

Лемма 5. Пусть G — конечная простая группа, изоморфная спорадической группе или

исключительной группе лиева типа, отличной от E6(q) и E7(q), тогда Z(Γsol(G)) не содер-

жит вершины, большей 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теорем 1 и 2 в [8]. �

2. Формулировка основной теоремы

и общие свойства минимального контрпримера к ней

Основной результат данной работы следующий.

Теорема 1. Пусть π — некоторое множество простых чисел. Если G = AB = AC = BC
есть произведение собственных π-разрешимых групп A,B и C, то G — π-разрешимая группа.

Для доказательства рассматриваем конечную группу G, удовлетворяющую условию тео-
ремы, но являющуюся контрпримером к ее заключению, имеющим наименьший возможный
порядок. На протяжении всей работы фиксируем эту группу и сохраним все введенные обо-
значения.

Лемма 6. Пусть N 6= 1 — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда 2 ∈ π′, а

G/N — π-разрешимая группа и N = R1 ×R2 × · · · ×Rk, где k ≥ 1 и Ri — попарно изоморфные

простые неабелевы группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно,

G/N = (AN/N)(BN/N) = (AN/N)(CN/N) = (BN/N)(CN/N)

для π-разрешимых подгрупп, изоморфных A/(A ∩N), B/(B ∩N) и C/(C ∩N) группы G/N .
При этом |G/N | < |G|. Поэтому G/N — π-разрешимая группа. Следовательно, N — характе-
ристически простая группа. Так как N не является π-разрешимой группой, то из [2] следует,
что 2 ∈ π′ и N — прямое произведение попарно изоморфных простых неабелевых групп.

Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть N 6= 1 — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда N не

является простой неабелевой π-разрешимой группой при π(N) ⊆ π′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что N — простая неабелева группа, являющаяся π-
разрешимой.

Если π(N) ⊆ π′, то G не является контрпримером.
Если же π ∩ π(N) 6= ∅, то N не может быть простой неабелевой π′-группой.
Лемма доказана.

Факторизации почти простых групп максимальными подгруппами перечислены в [9]. Здесь
имеются различные возможности для заключения теоремы 1, зависящие от определения мно-
жества π (и, соответственно, π′). Например, при π′ ⊇ {2, 3, 5, 17} группа L2(16) является π-
разрешимой. Между прочим, L2(16) = L2(4)D34 = (24 · 15)D34.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 будем вести, придерживаясь следующего плана.

1. В силу лемм 6 и 7 мы можем считать, что имеется единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа N группы G, являющаяся прямым произведением k ≥ 1 изоморфных простых
неабелевых групп Ri. Случай k = 1 — первый важный момент в доказательстве. Так как в
этом случае N = R1 — простая неабелева группа и CG(N) = 1, то N = F ∗(G) — цоколь груп-
пы G. В дальнейшем мы будем его исследовать. При этом в лемме 8 будет рассмотрен случай,
когда N — группа лиева типа, а в лемме 9 N — знакопеременная группа.

Благодаря лемме 5 и [9] мы можем считать, что N не может быть исключительной простой
группой лиева типа или спорадической простой группой. Таким образом, среди простых групп
лиева типа в качестве N надо рассмотреть лишь группы Ln(q), Un(q), PSp2m(q),Ω2m+1(q) и
PΩ±

2m(q). Второй важный случай — это знакопеременные группы степени большей 5. Груп-
пы, порядок которых имеет малое количество простых делителей (не более 3), исключаются
леммой 2.

В случае групп лиева типа мы будем сначала рассматривать группы, имеющие фактори-
зации “геометрическими” подгруппами (что позволит исключить большую часть указанных
групп). Затем, применяя лемму 5 и сведения о центрах графов Γsol(G) для оставшихся типов
факторизаций, исключаем и эти простые группы. Львиную долю работы по отсеиванию групп,
не отвечающих нужным свойствам, берет на себя лемма 3 (как правило, вместе с леммой 5).

Соответствующие рассуждения проводятся в доказательстве леммы 8. Сначала исследу-
ются факторизации “геометрическими” подгруппами (первая часть доказательства леммы 8),
а затем в разд. 3 рассматриваются специальные подслучаи для групп лиева типа.

Наконец, исключаем знакопеременные группы. Во всех случаях используются сведения,
изложенные в мемуаре [9].

В частности, имеются следующие важные обозначения, постоянно встречающиеся при ра-
боте с группами лиева типа. Если qm — число элементов конечного поля (как правило, q = pe,
где p — характеристика поля), то qm — это наибольшее простое число, делящее qm−1 и взаим-
но простое с qi − 1 для 1 ≤ i < m (наибольший примитивный простой делитель числа qm − 1).
Если (q,m) 6= (2, 6) или (q,m) 6= (4, 3), то число qm существует (см. [9, p. 38]). Более того,
если m ≥ 3 и (q,m) 6= (2, 6), то qm не делит |Out(L)| для простой группы лиева типа над
полем GF (q) (см. [9, p. 38]).

2. Случай k > 1 после небольшого изучения сводится к ситуации, когда простые неабеле-
вы сомножители Ri подгруппы N обладают следующим свойством: |Ri| делит |Ri ∩ X||Ri ∩
Y ||Out(Ri)|, где в качестве X и Y выступают подгруппы A,B и C. Так что в определенной
мере повторяются основные этапы п. 1.

Лемма 8. Пусть F ∗(G) = N 6= 1 — конечная простая группа лиева типа. Тогда N яв-

ляется π-разрешимой группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы предполагаем, что подгруппа A ≤ Ã, где Ã — максимальная
подгруппа группы G, а B ≤ B̃, где B̃ — максимальная подгруппа группы G. Вначале мы рас-
смотрим возможные факторизации максимальными “геометрическими” подгруппами (см. [9])
соответствующей почти простой группы, а затем (в разд. 3 и 4) исключим оставшиеся случаи.

С л у ч а й 1. Группа N = Ln(q).
Мы придерживаемся обозначений, принятых в [9]. Во всех случаях факторизаций группы

с цоколем Ln(q) сомножитель Ã выбран так, чтобы подгруппа Ã имела порядок, делящийся
на qn, а подгруппа B̃ имела порядок, делящийся на qn−1. В табл. 1 из [9] первый и второй
сомножители выбраны в соответствии с указанным правилом.

Пусть |Ã| делится на qn и |B̃| делится на qn−1. Тогда для существования факторизации G =
ÃC̃ необходимо, чтобы порядок C̃ делился одновременно на qn и qn−1. Если n ≥ 3, то (qn, qn−1)
делит q − 1. Если C — третья π-разрешимая подгруппа группы G = AB = AC = BC, где
A,B,C — π-разрешимые подгруппы, то существует и максимальная подгруппа C̃ группы G,
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содержащая C и ÃC̃ = G. Так как qn ∈ π(A), то qn−1 ∈ π(C). При n ≥ 3 получаем, что
qn−1 ∈ π(B); также и из qn 6∈ (π(B) ∪ π(C)) получаем, что G 6= BC. Поэтому N не является
группой Ln(q) с n ≥ 3.

С л у ч а й 2. Группа N = PSp2m(q)(m ≥ 3) и m ≥ 5 при q = 2. Здесь и далее мы
следуем [9], а также описанию Ашбахера максимальных “геометрических” подгрупп группы
лиева типа.

Пусть G = ÃB̃ — произведение максимальных подгрупп группы G, где N = F ∗(G) =
PSp2m(q). В силу сделанных предположений оба простых числа q2m и q2m−2 существуют.
Будем предполагать, что подгруппа A ≤ Ã имеет порядок, делящийся на q2m. Из табл. 2.5 [9]
следует, что q∗2m−2 делит |B̃|. Используя табл. 2.5 из [9], заключаем, что B̃ содержится в
C1 ∪ C3 ∪ C6 ∪ C8.

Если Ã ⊆ C3, то q2m−2 делит |B̃|. В этом случае по (3.2.1) в [9] имеем XA = PSp2a(q
b).b и

B̃ либо P1, либо N2. Если B̃ = P1, то факторизация существует. Если B̃ = N2, то имеются два
подслучая (оба с q = 2 или q = 4).

Подслучаи B̃ ∈ C3 или B̃ ∈ C6 невозможны по арифметическим соображениям.
Если B̃ ∈ C8, то q четно и XB = Oǫ

2m(q), а Ã = Sp2m(qb).b.
Далее, оставшиеся подслучаи Ã ∈ C3 невозможны по (3.2.2) из [9]. Случай Ã ∈ C6 также

невозможен по арифметическим соображениям.
Остается случай Ã ∈ C8. Тогда XA = O−

2m(q), где q четно. Соответствующие подслучаи
перечислены в (3.2.4) [9].

Из G = ÃB̃ и предыдущего обсуждения получаем, что q2m ∈ π(Ã), q2m−2 ∈ π(B̃). Как и в
случае 1, получаем, что предположение о существовании факторизаций G = AB = AC = BC
приводит к противоречию.

С л у ч а й 3. Группа N = Un(q)(n ≥ 4) и n ≥ 7 при q = 2.
Согласно [9] надо рассматривать случай, когда n = 2m. Случаи, когда n нечетно, будут

исследованы отдельно в разд. 3. Здесь мы будем рассматривать случай, когда q4m−2 делит Ã.
Тогда Ã ∈ C1 и Ã = N1. Отсюда q2m делит |B|. Таким образом, строение Ã определено и
в (3.3.3)–(3.3.7) [9] определено строение B. Как и в предыдущих двух случаях, предположение
о факторизациях G = AB = AC = BC приводит к противоречию.

С л у ч а й 4. Группа N = PΩ2m+1(q)(m ≥ 4) и q нечетно.
В этом случае q2m делит |Ã|, а qm | |B̃|. Согласно (3.4) в [9] получаем Ã = N−

1 и B̃ = Pm.
Так как G = ÃB̃ = ÃC̃ = B̃C̃ для максимальных подгрупп Ã, B̃, C̃ группы G, то, учитывая
полученные ограничения на содержание множества простых делителей их порядков, получаем
противоречие.

С л у ч а й 5. Группа N = PΩ−

2m(q)(m ≥ 4) и m ≥ 5 при q = 2.

Будем предполагать, что q2m делит |Ã|. В этом случае q2m−2 делит |B̃|. В рассматривае-
мых случаях B̃ оказывается равным P1, N1 или N+

2 . Все подслучаи описаны в разд. (3.5.1) и
(3.5.2) [9]. Аналогично рассмотренным выше случаям получаем противоречие.

С л у ч а й 6. Группа N = PΩ+
2m(q)(m ≥ 5).

Будем предполагать, что q2m−2 делит |Ã|. Основная часть анализа посвящена случаю
Ã ∈ C1. Toгда Ã = N1 или N−

2 . Соответственно все подслучаи разобраны в разд. (3.6.1)–(3.6.3)
работы [9]. Общее заключение то же, что и в случаях 1–5 выше.

Тем самым случай “геометрических” факторизаций в лемме 8 завершен.

3. Специальные подслучаи для групп лиева типа

Мы предполагаем, что подгруппа A ≤ Ã, где Ã — максимальная подгруппа группы N .

П о д с л у ч а й 1. Группа N = Ln(q).
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Пусть n = 2 и q ∈ {11, 19, 29, 59}. Информация о максимальных подгруппах группы
L2(q), q = pm содержатся в теореме II.8.27 [10]. Случай, когда N — знакопеременная груп-
па, изоморфная A6, будет рассмотрен позднее.

Предположим, что q нечетно. Не ограничивая общности, можно считать, что |Ã| делится на
pb, где pb > q1/2. Тогда Ã∩N будет изоморфна либо нормализатору силовской p-подгруппы P1,
либо PGL2(q

1/2). Если Ã ∩ N = PGL2(q)
1/2, то порядок B должен делиться на q1/2(q + 1),

что невозможно. Поэтому Ã ∩ N = P1. Учитывая возможности для B̃, получаем, что либо
|B̃| = q+1 (простая группа будет иметь факторизацию в этом случае лишь при q ≡ 3 (mod 4)),
либо B̃ ≃ A5 при q ∈ {11, 19, 29, 59}, либо B̃ = S4 при q ∈ {7, 11, 23} и G = PGL2(11) при q = 11.
В случае q = 7 группа N должна иметь внешний автоморфизм. Предположим, что имеется
факторизация с Ã = P1. В этом случае Z(Γsol(G)) = 2, что противоречит лемме 5. Если |B̃| = 5,
то либо Z(Γsol(G)) = ∅, либо Z(Γsol(G)) = {2} вопреки лемме 5. Наконец, при q ∈ {7, 11, 23} и
B̃ = S4 также имеем противоречие с леммой 5. Если N = L2(9) ≃ A6, то имеется факторизация
N = AB = AC = BC, где A ≃ B ≃ A5, а C — нормализатор (порядка 36) в N ее силовской
3-подгруппы, так что N (и G) — π-разрешимая простая группа для π′ ⊇ {2, 3, 5}.

Пусть q четно. Из (3.5.1) [9] получаем, что N = L2(8) с |Ã∩N | = 18 и B ∩L = P1. Имеется
и стандартная факторизация G = P1(D2(q+1)) или G = L2(16).4, |Ã = 17.8|, B̃ = (A5 × 2).2. Во
всех случаях получаем противоречие с леммой 5.

Пусть теперь N = L3(4). Тогда Ã∩N = L2(7), B̃ = A6. Очевидно, вершина 7 графа Γsol(G)
смежна лишь с вершиной 3. Поэтому центр графа Γsol(G) не может содержать вершин p > 3.
По лемме 5 группа G исключается.

Пусть N ≃ L5(2). Порядок N равен 26 · 32 · 5 · 7 · 31. По [11] центр графа Γsol(N) пуст, и по
лемме 5 эта группа исключена.

П о д с л у ч а й 2. Группа N = Un(q).
Пусть N = U3(3). Порядок N равен 25 · 37 · 7. Легко видеть, что центр графа Γsol(N) не

содержит вершины 7. Поэтому N исключается леммой 5.
Пусть N = U3(5). Из доказательства леммы 3 в [8] следует, что центр ее графа Γsol(N)

пуст; противоречие с леммой 5.
Пусть N = U3(8). Из доказательства леммы 3 (пункт 13) в [8] следует противоречие с

леммой 5.
Пусть N = U4(2). Порядок N равен 26 · 34 · 5. Из [11, с. 26] следует, что Z(Γsol(N)) не

содержит вершины 5; противоречие с леммой 5.
Пусть N = U4(3). Порядок N равен 27 · 36 · 5 · 7. Согласно п. 15 доказательства леммы 3

в [8] центр графа Γsol(N) состоит из вершины 3; противоречие с леммой 5.
Пусть N = U6(2). Порядок N равен 215 · 36 · 5 · 7 · 11. При этом центр графа Γsol(N) не

содержит вершин 5 и 7 (см. [11, с. 115]).
Пусть N = U9(2). В этом случае имеется факторизация N = J3P1, где |J3| = 27 ·35 ·5·17·19.

Отметим, что π(N) = {2, 3, 5, 7, 11, 17, 19, 43}. Согласно теореме 3 из [8] центр графа Γsol(J3)
пуст.

Очевидно, группа N не может содержать разрешимой подгруппы порядка 17·r для просто-
го числа r > 3. Отсюда видно, что центр графа Γsol(N) не имеет вершины r > 3; противоречие
с леммой 5.

Пусть N = U12(2). Согласно [9] имеется факторизация N = N1Suz. При этом Suz ∩N1 =
35.L2(11). Группа Suz имеет порядок 213 ·37 ·52 ·7·11·13. Как в случаях с U2n(q), предполагаем,
что Ã = N1. При этом 13 = (26 + 1)/5 делит |B|, и приходим к противоречию, как и в случае
с U2n(q) выше.

П о д с л у ч а й 3. Группа N = PSp2n(q).
Пусть N = PSp4(3). Порядок N равен 26 · 34 · 5. Из [11, с. 26] следует, что Z(Γsol(N)) не

содержит вершины 5; противоречие с леммой 5.
Пусть N = PSp6(3). Порядок N равен 29 ·38 ·5 ·7 ·11. Из [11, c. 110] следует, что Z(Γsol(N))

не содержит вершин 5, 7, 11, что противоречит лемме 5.
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Пусть N = PSp8(2). Порядок N равен 216 ·35 ·52 ·7·17. Из [11, c. 123] следует, что Z(Γsol(N))
не содержит вершин 5, 7, 17, что противоречит лемме 5.

П о д с л у ч а й 4. Группа N = PΩn(q).
Пусть N = PΩ7(3). Порядок N равен 28 · 39 · 5 · 7 · 13. Используя [11, c. 108], заключаем,

что Z(Γsol(LR)) не содержит вершин 5, 7, 13, что противоречит лемме 5.

П о д с л у ч а й 5. Группа N = PΩ−

2n(q).
Пусть N = Ω−

10(2). Согласно (5.2.16) в [9] имеем N = A12P1. При этом 220 делит |Ã| и 218

делит |P1|. Как и в случае 5 леммы 8, получаем противоречие.
По предложению 4.7 в [9] имеется факторизация Ω+

24(2) = Co1N1. Как и в случае 5 леммы 8,
получаем противоречие.

П о д с л у ч а й 6. Группа N = PΩ+
2n(q).

Пусть N = Ω+
8 (2). По п. 11 доказательства леммы 3 из [8] имеем Z(Γsol(N)) = {2, 3}.

По лемме 5 получаем противоречие.
Пусть N = PΩ+

8 (q). Максимальные подгруппы этой группы перечислены П. Клейдманом в
статье [12], cреди них GL4(q).2, GU4(q).2,Ω7(q) (см. также разд. 3.10.8 книги Р.А.Уилсона [13]
и табл. в [14, с. 381–404]). Простые вычисления с использованием леммы 3 показывают, что
Z(Γsol(N)) ⊆ {2, 3}. По лемме 5 получаем противоречие. Заметим, что группа N обладает
факторизацией N = X1X2 = X2X3 = X1X3, где Xi ≃ PΩ7(q) (см. [9]).

Лемма 8 (специальные подслучаи) доказана.

4. Группы подстановок

Согласно теореме D из [9] группа G с цоколем N = An(n ≥ 5) имеет факторизацию G = AB
с подгруппами A и B, не содержащими N , только в одном из следующих случаев: (i) Ak ≤
A ≤ Sk × Sn−k для некоторого k ≤ 5 и B — k — однородная группа либо (ii) n = 5, 8 или 10.

Напомню, что группа подстановок множества Ω называется k-однородной, если она дей-
ствует транзитивно на k-элементных подмножествах множества Ω.

Лемма 9. Пусть F ∗(G) = N 6= 1 — минимальная нормальная подгруппа группы G, где

N — простая неабелева группа, изоморфная знакопеременной группе An c n ≥ 5. Тогда N
является π-разрешимой группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай (ii) теоремы D из [9]. В случае n ≤ 6
группа G будет либо произведением разрешимых подгрупп и потому не будет контрпримером,
либо два сомножителя будут изоморфны A5, и необходимо считать, что группы A5 и A6 входят
в список π-разрешимых групп (по определению). При 7 ≤ n ≤ 10 по теореме 3 в [8] граф
Z(Γsol(L)) ⊆ {2, 3}. По лемме 5 получаем противоречие.

Пусть теперь N является группой типа (i) теоремы D. В этом случае (по вышеуказанному)
можно считать, что n ≥ 11. Если N — простая 4-транзитивная группа подстановок степени n,
то N — либо знакопеременная группа An, либо одна из групп Матье степени 11, 12, 23 или 24
(см. [15], § 38, теорема 3).

В перечисленных случаях n ∈ {11, 12, 23, 24} и N не является контрпримером к теореме 1
по лемме 5. Если N не является 4-транзитивной группой, то по результату В.М.Кантора [16,
замечание XII.6.17, п. с.)] группа N изоморфна одной из групп PGL2(8), PΓL2(8) или PΓL2(32)
в ее естественном представлении. Группы PGL2(8) и PΓL2(8) не могут быть π-разрешимыми,
ибо имеют лишь один нечетный простой делитель, больший 3. Аналогично группа PΓL2(32) не
является π-разрешимой при π∩π(G) 6= ∅. По лемме Виланда (лемма XII.6.3 в [16]), если группа
k-однородна, k ≥ 2 и для всякого примарного делителя pa числа k выполнено k + pa − 1 ≤ n,
то группа k − 1-однородна. Поэтому сказанное выше для k = 4 верно и для k = 5.

В п. b) замечания XII.6.17 из [16] утверждается, что 3-однородная группа H, не явля-
ющаяся 3-транзитивной, обладает следующими свойствами: либо L2(q) ≤ H ≤ PΓL2(q), где
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n = q+1, либо H — группа линейных или полулинейных подстановок поля GF (8) или GF (32).
Применение теоремы Диксона (теорема II.8.27 в [10]) исключает эти возможности.

Согласно лемме XII.6.2 из [16] 2-однородная группа четного порядка 2-транзитивна.
По обобщению С. Раманужаном теоремы Бертрана — Чебышева для любого n ≥ 11 су-

ществует два простых числа между n/2 и n. С другой стороны, если G = AB = AC = BC,
где A,B и C — максимальные подгруппы знакопеременной группы An, то A обязана быть
изоморфна группе вида An−k ≤ A E (Sn−k × Sk) (k ≤ 5), тогда как B и C должны быть
k-однородными. Последнее, очевидно, исключено.

В самом деле, если G = AB, где An−k ≤ A E Sn−k × Sk, то подгруппа B обязана быть k-
однородной при k ≤ 5. С другой стороны, из факторизации G = AC следует, что и C должна
быть k-однородной при k ≤ 5.

Рассмотренные выше случаи показывают, что подгруппы B и C обязаны быть 2-транзи-
тивными. Список 2-транзитивных групп содержится в [18].

Единственными известными простыми 4-транзитивными группами, кроме симметрических
и знакопеременных групп, являются группы Матье M11,M12,M23,M24. Из леммы 5 и рабо-
ты [8] следует, что эти случаи исключены. Поэтому можно считать, что группа N не является
ни 4-транзитивной, ни 5-транзитивной. Используя теоремы XII.6.3, XII.6.7 и XII.6.11 из [16],
заключаем, что для 3 ≤ k ≤ 5 группа N является k-однородной и k − 1 однородной. Так как
она является k − 2-транзитивной, то n = 5, n = 6 или n = 9 исключаются по лемме 5. Если
k = 3 и N не является 2-транзитивной, но является 3-однородной и 2-однородной, то опять
можно применить теорему XII.6.11 из [16] и лемму 3 в [8]. Если же N является 3-однородной,
но не 3-транзитивной, то по замечанию XII.6.17 из [16] имеем L2(q) ≤ PΓL2(q) или R — группа
линейных перестановок поля GF (8), либо группа полулинейных отображений поля GF (8) или
GF (32). Обе возможности исключаются с помощью теоремы II.8.27 Л.Е.Диксона из [10].

Заметим, что для простого числа r > n/2 из того, что группа An является π-разрешимой
и r ∈ π, следует, что An имеет холлову {r, p}-подгруппу H. По лемме 5 в [19] эта подгруппа
является r-замкнутой для r, не являющегося простым числом Мерсенна (существование такого
гарантировано для n ≥ 12). Но простая группа An(n ≥ 12) не содержит холловых r-замкнутых
{r, p}-подгрупп с указанным свойством, что легко следует из формулы (5.9.3) в [20]. На самом
деле можно исключить уже группы An−k при n−k ≥ 7. Например, при n = 8, n = 9 или n = 10
имеется простое число r = 5. Поэтому подгруппа An−k, содержащаяся в A по теореме D из [9],
должна удовлетворять соотношению n− k ≤ 7. Следовательно, n ≤ 12. Использование списка
2-транзитивных групп в [18] и леммы 5 позволяет исключить эти группы.

Таким образом, лемма 9 доказана.

5. Доказательство теоремы 1

Лемма 10. Пусть π — множество простых чисел и группа G = AB = AC = BC —

произведение π-разрешимых подгрупп A, B и C, являющееся минимальным контрпримером

к теореме 1, и N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда

N = R1 ×R2 × · · · ×Rk, k > 1,

где Ri ≃ L — простая неабелева группа, G/N — π-разрешимая группа, причем |Ri| делит

|A ∩Ri||B ∩Ri||Out(Ri)| для каждого i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A = X1, B = X2, и пусть Lij — проекция N∩Xi на Rj для
i = 1, 2, j = 1, 2, . . . k. Очевидно, Lij является π-разрешимой группой для любых i ≤ 2 и j ≤ k.
Поэтому Li = Li1 ×Li2 × · · · ×Lik является π- разрешимой подгруппой N , содержащей N ∩Xi

и являющейся Xi-допустимой для i = 1, 2. По выбору Xi имеем Li = N ∩Xi и Lij = Rj ∩Xi

для всех i ≤ 2, j ≤ k. Заметим также, что если Ra
r = Rl для некоторых r, l ≤ k и a ∈ Xi, то

La
ir = Lil.
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Зафиксируем Rj = R для некоторого j ≤ k и выберем наименьшие подгруппы U, V в X1,X2

соответственно, для которых R ∩X1 ≤ U,R ∩X2 ≤ V и UV = V U ≥ R.
Покажем сначала, что S = RU = RV . Предположим, что S = RU не содержится в RV . Так

как U и V перестановочны, то по закону Дедекинда получим M = SU = (M ∩V )U . Очевидно,
R ≤ M ≤ UV и R∩V = (M ∩V )∩R . Так как S = RM = RU не содержит RV , то |M ∩V | < |V |,
что противоречит выбору U и V .

Теперь мы можем предполагать, что S = RU = RV = RT , где T = UV = SU = SV .
Ясно, что S — минимальная нормальная подгруппа в T и может быть представлена в виде
S = M1 ×M2 · · · ×Mt(t ≤ k); здесь R = M1,M2, . . . ,Mt есть изоморфные простые неабелевы
группы. Легко видеть, что U ∩Mi сопряжена с U ∩Mj для любых 1 ≤ i, j ≤ t.

Более того, T/S ≃ U/(U ∩ S) является π-разрешимой. Поэтому C = CT (S) — тоже π-
разрешимая нормальная подгруппа в T и T/C ≃ Aut(SC/C) ≤ Aut(S). Используя стандарт-
ные соглашения о “крышках”, имеем T̄ ≤ Aut(S̄), T̄ = Ū V̄ = S̄Ū = S̄V̄ и S̄ = M̄1 × M̄2 · · · × M̄t.
Очевидно, что T̄ вкладывается в Aut(M̄1) ≀ Γ, где Γ — π-разрешимая транзитивная группа
подстановок степени t.

Пусть K — такая наибольшая подгруппа T̄ , что M̄x
l = M̄l для всякого l ≤ t и x ∈ K.

Очевидно, K ≤ Πt
i=1Aut(M̄i). Поэтому можно считать, что T̄ /K ⊆ Γ, и заключить по лемме 4,

что |M̄1|
t = |R|t делит

|T̄ : K||K : S̄||S̄ ∩ Ū ||S̄ ∩ V̄ |.

Так как |S̄ ∩ Ū | = |R̄ ∩ Ū |t = |R̄ ∩ X̄1|
t, то отсюда следует, что |R|t делит

|Out(R)|t|R ∩X1|
t|R ∩X2|

t|Γ|.

Достаточно показать, что если простое число r делит |R|t, то оно делит

|Out(R)|t|R ∩X1|
t|R ∩X2|

t = mt.

Мы можем предположить, что |R| = ab, где at делит mt и (b,m/a) = 1. Допустим, что
r ∈ π(b). Тогда rt делит |Γ|. По известным свойствам групп подстановок (формула (5.9.3) в
[20]) это неверно.

Лемма 10 доказана.

Закончим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.

1) Пусть L ≃ R1 — группа, изоморфная Ln(q). По лемме 10 имеем, что |L| делит |A ∩
R1||B ∩R1||Out(L)|. По тем же соображениям |L| делит |A∩R1||C ∩R1||Out(L)| и |C ∩R1||B ∩
R1||Out(L)|.

Не ограничивая общности, можно считать, что qn делит |A∩R1|, qn−1 делит |B∩R1|. Тогда,
учитывая факторизацию G = AB = AC = BC, получаем, что либо qn не делит |C ∩R1|, либо
qn−1 не делит |A ∩R1||C ∩R1|, что противоречиво. В любом случае |Out(L)| взаимно прост с
qnqn−1.

Специальные случаи L2(q), L3(4) и L5(2) исключаются, как в лемме 8.

2) Рассмотрим случай L ≃ PSp2m(q),m ≥ 3 и m ≥ 2 при q = 2. Как и при доказательстве
леммы 8, имеем q2m ∈ π(A∩R1), q2m−2 ∈ π(B ∩R1). Но предположение о существовании фак-
торизации G = AB = AC = BC (как и в доказательстве леммы 8) приводит к противоречию.
Специальные случаи PSp4(3), PSp6(3) и PSp8(2) исключаются, как в лемме 8.

3) Группа L = Un(q) (n ≥ 4) и n ≥ 7 при q = 2.
Согласно [9] надо рассматривать случай, когда n = 2m. Мы будем рассматривать слу-

чай, когда q4m−2 делит Ã. Тогда Ã ∈ C1 и Ã = N1 (см. [9], (3.3.3)). Отсюда q2m делит |B|.
Таким образом, строение A определено, и в (3.3.3)–(3.3.7) определено строение B. Как и в
предыдущих двух случаях, предположение о факторизациях G = AB = AC = BC приводит
к противоречию.
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Специальные случаи U3(q)(q = 3, 5, 8), U4(2), U4(3), U6(2), U9(2) и U12(2) исключаются, как
в лемме 8.

4) Группа L = PΩ2m+1(q)(m ≥ 4) и q нечетно.
В этом случае q2m делит |A∩R1|, а qm | |B∩R1|. Согласно (3.4) в [9] получаем A∩R1 = N−

1 и
B∩R1 = Pm. Так как G = AB = AC = BC для максимальных подгрупп A,B,C группы G, то,
учитывая полученные ограничения на содержание множества простых делителей их порядков,
получаем противоречие.

Пусть L = PΩ7(3). В этом случае центр группы G ∩ R1 не содержит вершин 5, 7, 13, что
приводит к противоречию.

5) Группа L = PΩ−

2m(q) (m ≥ 4) и m ≥ 5 при q = 2. Будем предполагать, что q2m делит |Ã|.
В этом случае q2m−2 делит |B̃|. В рассматриваемых случаях B̃ оказывается равным P1, N1 или
N+

2 . Все подслучаи описаны в (3.5.1) и (3.5.2) в [9]. Аналогично рассмотренным выше случаям
получаем противоречие. Специальный случай L = Ω−

10(2) исключается по арифметическим
соображениям и тройной факторизацией G = AB = AC = BC.

6) Группа L = PΩ+
2m(q) (m ≥ 5).

Будем предполагать, что q2m−2 делит |A ∩ R1|. Основная часть анализа посвящена слу-
чаю A ∩ R1 ∈ C1. Toгда A ∩ R1 = N1 или N−

2 . Соответственно все подслучаи разобраны в
разд. (3.6.1)–(3.6.3) из [9].

Случай L ≃ Ω+
8 (2) исключен по лемме 5. Рассмотрим группу PΩ+

8 (q). Ее порядок равен
q12(q6−1)(q4−1)2(q2−1). Пусть q > 3. Тогда элементы порядков r ∈ π(q6−1) и s ∈ π(q4 − 1), от-
личные от 2 и 3 и не содержащиеся в π(L2(q)), не могут определять ребро в графе Γsol(PΩ+

8 (q)).
Поэтому подгруппы PΩ7(q), являющиеся сомножителями в группе PΩ+

8 (q), не являются π-
разрешимыми группами для любого π ⊆ π(PΩ+

8 (q)).

7) Знакопеременные группы. Случай (ii) теоремы D в [9] исключается, как и в лемме 9.
Рассмотрим случай (i) теоремы D из [9]. Не ограничивая общности, можно считать, что

группа A ∩ N содержится в группе, имеющей нормальную подгруппу, изоморфную An−k, и
содержащейся в An−k × Sk, где k ≤ 5. При этом A ∩ N должна быть π-разрешимой группой.
В частности, для всякого простого числа r > (n − k)/2, не являющегося простым числом
Мерсенна, и p ∈ π(A) ∩ π \ {r} должна существовать холлова {r, p}-подгруппа H группы
A ∩N . По лемме 5 из [19] подгруппа H обязана быть r-замкнутой. По формуле (5.9.3) из [20]
получаем противоречие, ибо такой подгруппы в группе Sn нет, если r > 3 и n−k > 7. Поэтому
n ≤ 12. Как и в лемме 9, эта возможность исключается.

Теорема 1 доказана.
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