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Введение

С 80-х годов прошлого века в производственных системах развитых стран произошло суще-
ственное усложнение технологий. Это привело к смещению акцента в технологических укладах
в сторону производства промежуточных товаров и услуг. Поэтому современные производствен-
ные системы представляют собой сложные сети экономических агентов, связанных цепочками
потоков промежуточных факторов производства. В такой сети традиционная конкуренция за
монопольное положение на рынке трансформируется в конкурентную борьбу за формирова-
ние устойчивой ниши в сети поставок. В экономической теории новое мировоззрение отраже-
но в математических моделях Диксита — Стиглица [1] и монополистической конкуренции [2].
В [3; 4] предложена концепция экономического развития в сетевых экономических моделях, в
которой расширение влияния экономических агентов за счет развития технологий и снижения
себестоимости производства приводит к росту экономической эффективности в сети поставок.

Институциональные проблемы взаимодействия экономик разных стран обсуждаются с се-
редины XX в. и связаны с формированием институтов, регулирующих финансовые потоки в
мировой сети поставок. Так, введенная в рамках Бреттон — Вудского соглашения валютная
система предполагала фиксированные валютные курсы европейских стран по отношению к
доллару США, который, в свою очередь, предполагался полностью обеспеченным запасами

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 23-21-00429),
https://rscf.ru/project/23-21-00429/ .
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золота в США по фиксированному курсу. Система расширяла рынки сбыта для США, а так-
же открывала американские рынки для европейских товаров. Жесткая привязка националь-
ных валют к доллару обеспечила поток долгосрочных кредитных ресурсов в страны Европы,
которые аккумулировал созданный для этих целей Международный банк реконструкции и
развития (МБРР), что способствовало восстановлению европейских экономик после Второй
мировой войны. Гарантом отсутствия краткосрочных проблем с ликвидностью национальных
валют и покрытия дефицита их торгового баланса выступал Международный валютный фонд
(МВФ). Восстановление экономик европейских стран привело к отказу от жесткой связи их
валют с долларом. В середине 70-х годов под воздействием энергетического кризиса произо-
шел отказ от золотого стандарта и переход к плавающим курсам с несколькими основными
видами валют (Ямайские соглашения). Такая система позволяла европейским странам вести
самостоятельную денежно-кредитную политику и контролировать уровень инфляции. При
этом в условиях сформировавшихся к тому времени экономических связей стран Европы был
запущен процесс европейской интеграции, который завершился созданием единой еврозоны
на рубеже 2000-х годов. Евро быстро начал играть роль второй по значимости мировой ва-
люты. Однако экономика еврозоны оказалась существенно неоднородной, объединив страны с
разным уровнем технологического развития: более развитые “северные” страны во главе с Гер-
манией и отстающие в технологическом плане “южные” страны (например, Греция, Испания,
Италия, Португалия). Переход на единую валюту стимулировал рост потребления “южных”
стран и повышение уровня жизни. Однако систематическое превышение расходов над дохода-
ми привело к концу первого десятилетия существования еврозоны к постоянному дефициту
бюджета и росту зависимости от немецких кредитных ресурсов. Не имея рычагов регулиро-
вания, основанных на девальвации национальной валюты, эти страны столкнулись с ростом
безработицы и снижением производства [5; 6]. Все это свидетельствует о том, что пробле-
ма эффективного взаимодействия производственных кластеров крупной экономической сети
нуждается в дополнительном анализе. Естественным инструментом для такого анализа яв-
ляется аппарат математических моделей, позволяющий описывать взаимодействие агентов с
несовпадающими интересами и анализировать эффективность методов регулирования расче-
тов между ними с учетом целей агентов.

Ввиду описанных выше проблем ряда стран еврозоны, при изучении неоднородной произ-
водственной сетевой системы необходимо учитывать специфичекую проблему регулирования
платежного баланса ее подсистем (кластеров), которые, по сути, являются открытыми. Если в
замкнутой производственной сети можно считать производственные ресурсы ограниченными,
а цены могут формироваться на требуемом для выполнения баланса уровне, то в открытой
системе цены на первичные ресурсы являются заданными, например, мировым рынком и воз-
можно изменение предложения этих ресурсов при изменении цен во внешней по отношению к
кластеру системе.

В цикле работ авторов [7–14] начаты исследования, связанные с моделированием межот-
раслевых связей на основе решения задачи распределения ресурсов и двойственной по Янгу
задачи для равновесных цен, в которых описание производственных технологий предполага-
ет возможность замещения факторов производства. Такие модели являются более общими по
сравнению с традиционными линейными моделями межотраслевого баланса В.В.Леонтьева
(см. [15; 16]). Потребность развития таких моделей существенно выросла на фоне кризисов
двух последних десятилетий в экономиках со сложной сетевой структурой [17–22].

В данной работе мы продолжаем эти исследования и предлагаем использовать матема-
тический аппарат вариационных неравенств для построения моделей межотраслевого балан-
са, позволяющих учитывать различные интересы кластеров крупной производственной сети.
В разд. 1 дается определение вариационного неравенства и обсуждаются его возможности для
моделирования рационального поведения экономических агентов. Во втором разделе в терми-
нах вариационных неравенств строится и исследуется модель производственного кластера как
элемента сети поставок. В разд. 3 в терминах двойственного по Янгу вариационного неравен-
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ства исследуется задача о регулировании (в том числе валютными курсами) распределения
производственных ниш в результате изменения цен первичных ресурсов. В разд. 4 решает-
ся задача идентификации построенной модели межотраслевого баланса с производственными
функциями Кобба — Дугласа на основе данных системы национальных счетов стран еврозоны
2000–2014 гг. Обсуждаются примеры расчетов по модели, демонстрирующие кластеризацию
производственной сети еврозоны.

1. Двойственные вариационные неравенства

Пусть E — пространство Банаха, A ⊂ E, f : A → 2E
∗

, где E∗ — пространство линейных
непрерывных функционалов на E. Вариационным неравенством назовем пару (A, f).

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что x̂ ∈ A является решением вариационно-
го неравенства (A, f), если существует p ∈ f(x̂) такой, что для любого x ∈ A справедли-
во (p, x̂) ≥ (p, x).

Теорема 1 (О существовании решения [23], с. 158, теорема 9.9). Предположим, что

A — выпуклый компакт и f — полунепрерывное сверху многозначное отображение с

выпуклыми компактными непустыми значениями. Тогда вариационное неравенство (A, f)
имеет решение.

Обсудим содержательное значение введенного понятия на примерах.

Задача выпуклого программирования. Пусть A — выпуклое подмножество в R
n и

F : Rn → R — вогнутая функция. Рассмотрим задачу выпуклого программирования

max
x∈A

F (x). (1.1)

Предложение 1. Для того чтобы x̂ ∈ A был решением задачи выпуклого программи-

рования (1.1), необходимо и достаточно, чтобы x̂ был решением вариационного неравен-

ства (A, ∂F ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Предположим, что x̂ — решение вариацион-
ного неравенства (A, ∂F ), т. е. существует p ∈ ∂F (x̂) такой, что 〈p, x̂〉 ≥ 〈p, x〉 для любого
x ∈ A. По определению супердифференциала имеем, что F (x)−F (x̂) ≤ 〈p, x− x̂〉 для любого
x ∈ R

n. Следовательно, что F (x)− F (x̂) ≤ 〈p, x− x̂〉 ≤ 0 для любого x ∈ A.
Необходимость. Предположим, что x̂ ∈ A — решение задачи выпуклого программирова-

ния (1.1). Рассмотрим сначала случай, когда F (x) ≤ F (x̂) для любого x ∈ R
n. Тогда 0 ∈ ∂F (x̂)

и x̂ является решением вариационного неравенства (A, ∂F ). Предположим теперь, что множе-
ство B = {x |F (x) > F (x̂)} 6= ∅. В силу вогнутости функции F (x) множество B открытое
и выпуклое. Поскольку x̂ — решение задачи (1.1), то по первой теореме отделимости множе-
ства A и B можно отделить, т. е. существует линейный непрерывный ненулевой функционал q

такой, что для любых x ∈ A, y ∈ B справедливо неравенство 〈q, x〉 ≤ 〈q, x̂〉 ≤ 〈q, y〉 . Значит,
x̂ есть решение вспомогательной задачи выпуклого программирования

max
x

{F (x) |〈q, x〉 ≤ 〈q, x̂〉}.

По теореме Каруша— Куна— Таккера существует множитель Лагранжа λ ≥ 0 такой, что в
точке x̂ достигается максимум функции Лагранжа L (x, λ) = maxx {F (x) + λ (〈q, x̂〉 − 〈q, x〉)}.
Поэтому с учетом теоремы Моро — Рокафеллара следует, что

0 ∈ ∂xL (x̂, λ) = ∂F (x̂)− λq,

т. е. λq ∈ ∂F (x̂).
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Кроме того, для любых x ∈ A справедливо неравенство 〈λq, x〉 ≤ 〈λq, x̂〉 . Следовательно,
x̂ — это решение вариационного неравенства (A, ∂F ). �

Равновесие по Нэшу в игре в нормальной форме. Игры в нормальной форме мо-
делируют достижение компромиссов между интересами различных экономических агентов.
Рассмотрим игру в нормальной форме:

Γ =
{

N, {Xi}i∈N , {ui (xi, x−i)}i∈N
}

.

Здесь N = {1, . . . , n} — множество игроков, Xi — множество стратегий i-го игрока, кото-
рое будем предполагать выпуклым компактом. Пусть задана функция выигрыша i-го игро-
ка ui (xi, x−i), которая оценивает исход игры (xi, x−i) с точки зрения i-го игрока. Будем пред-
полагать, что для каждого игрока i ∈ N функция выигрыша ui (xi, x−i) вогнута по стратегии
i-го игрока на множестве Xi при любых фиксированных стратегиях остальных игроков x−i из
множества X−i = X1 ×X2 × . . .×Xi−1 ×Xi+1 × . . .×Xn. Множество X = X1 × . . .×Xn явля-
ется множеством возможных исходов игры Γ. В качестве устойчивого компромисса интересов
будем рассматривать равновесие по Нэшу, т. е. такой исход игры x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ X, что для
любого игрока i ∈ N и любой его стратегии xi ∈ Xi справедливо ui (xi, x̂−i) ≤ ui (x̂i, x̂−i), где
x̂−i = (x̂1, . . . , x̂i−1, x̂i+1, . . . , x̂n) ∈ X−i. Построим многозначное отображение

G (x) = ∂x1
u1 (x1, x−1)× . . .× ∂xnun (xn, x−n) .

Предложение 2. Исход x̂ игры Γ =
{

N, {Xi}i∈N , {ui (xi, x−i)}i∈N
}

является равновесием

по Нэшу тогда и только тогда, когда x̂ ∈ A — решение вариационного неравенства (X,G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для того чтобы исход игры x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ X был равно-
весием по Нэшу, необходимо и достаточно, чтобы для любого игрока i ∈ N его стратегия x̂i
была решением задачи выпуклого программирования

max
xi∈Xi

ui(xi, x̂−i). (1.2)

В силу предложения 1 x̂i является решением задачи выпуклого программирования (1.2) тогда
и только тогда, когда x̂i есть решение вариационного неравенства

(Xi, ∂xi
ui (xi, x̂−i)) . (1.3)

Если x̂i — это решением вариационного неравенства (1.3), то существует pi ∈ ∂xi
ui (x̂i, x̂−i)

такой, что для любого xi ∈ Xi справедливо 〈pi, x̂i〉 ≥ 〈pi, xi〉 . Поэтому

p = (p1, . . . , pn) ∈ G (x̂) = ∂x1
u1 (x̂1, x̂−1)× . . .× ∂xnun (x̂n, x̂−n)

и для любого x = (x1, . . . , xn) ∈ X верно

n
∑

i=1

〈pi, x̂i〉 ≥

n
∑

i=1

〈pi, xi〉, (1.4)

т. е. x̂ есть решение вариационного неравенства (X,G). Обратно, если x̂ является решением
вариационного неравенства (X,G), то существует

p = (p1, . . . , pn) ∈ G (x̂) = ∂x1
u1 (x̂1, x̂−1)× . . .× ∂xnun (x̂n, x̂−n)

такой, что для любого x = (x1, . . . , xn) ∈ X справедливо неравенство (1.4). Отсюда следу-
ет, что для любого i ∈ N pi ∈ ∂xi

ui (x̂i, x̂−i) и x̂i суть решения вариационного неравенства
(Xi, ∂xi

ui (xi, x̂−i)). Значит, исход игры x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ X является равновесием по Нэшу.�
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Задача дополнительности в модели конкурентного равновесия. Предложенная
Л. Вальрасом концепция конкурентного равновесия описывает идеальные механизмы согласо-
вания интересов экономических агентов на основе рыночных отношений. Концепция вальра-
совского равновесия предполагает, что экономические агенты, разбитые по функциональным
ролям на потребителей и производителей товаров и услуг, принимают решения, исходя из
своих интересов с учетом ресурсных ограничений, зависящих от рыночных цен. Проблема
корректности концепции связана с исследованием условий существования равновесных цен,
при которых спрос на товары и услуги согласован с их предложением. Модель Эрроу — Де-
бре [24] является базовой моделью конкурентного равновесия. В ней при условии равенства
стоимости платежеспособного спроса и предложения товаров и услуг (закон Вальраса в узком
смысле слова) вопрос о существовании равновесных цен сводится к существованию решения
задачи дополнительности, т. е. вариационного неравенства (A, f), в котором множество A —
выпуклый конус.

Предложение 3. Пусть множество A является выпуклым конусом. Для того чтобы

x̂ ∈ A был решением вариационного неравенства (A, f)необходимо и достаточно, чтобы су-

ществовал линейный функционал p ∈ (−A∗) ∩ f (x̂) такой, что 〈p, x̂〉 = 0. Здесь A∗ есть

сопряженный конус к конусу A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть x̂ ∈ A — решение вариационного нера-
венства (A, f). Тогда существует p ∈ f (x̂) такой, что для любого x ∈ A выполняется неравен-
ство 〈p, x̂〉 ≥ 〈p, x〉. Поскольку A — конус, то для любого x ∈ A справедливо 〈p, x̂〉 = 0 ≥ 〈p, x〉 ,
т. е. p ∈ (−A∗) ∩ f (x̂) и 〈p, x̂〉 = 0.

Достаточность. Пусть x̂ ∈ A, p ∈ (−A∗) ∩ f (x̂) и 〈p, x̂〉 = 0. Тогда для любого x ∈ A

справедливо 〈p, x̂〉 = 0 ≥ 〈p, x〉, т. е. по определению x̂ является решением вариационного
неравенства (A, f). �

Закон Вальраса в узком смысле слова предполагает жесткое выполнение финансовых огра-
ничение, отсутствие сбережений и кредита. Поэтому в модели Эрроу — Дебре не моделируются
денежные рынки, а вектор равновесных цен определяется с точностью до умножения на по-
ложительный множитель.

Рассмотрим вариационные неравенства для построения вектора равновесных цен в случае
отказа от обязательного выполнения закона Вальраса в узком смысле слова. Обозначим че-
рез A множество векторов предложения конечных товаров и услуг в экономике, а через g (p),
вообще говоря, многозначное отображение суммарного спроса потребителей в зависимости от
вектора цен p. Пусть g−1 (x) = {p |x ∈ g (p)} — обратное отображение спроса. Если x̂ ∈ A —
решение вариационного неравенства

(

A, g−1
)

, то по определению найдется p ∈ g−1 (x̂) такой,
что 〈p, x̂〉 ≥ 〈p, x〉 для любого x ∈ A. Тогда p есть вектор равновесных цен. Вектор равновесных
цен является аналогом множителей Лагранжа в оптимизационных моделях. Традиционно эко-
номическая интерпретация множителей Лагранжа к балансовым ограничениям по ресурсам
как цен на эти ресурсы основывается на построении и анализе двойственной задачи. В работах
[8;25] построено двойственное вариационное неравенство

(

A0, g
)

и доказана теорема двойствен-
ности, которая обобщает теорему двойственности для задачи выпуклого программирования.
Здесь A0 — поляра множества A.

2. Модель производственного кластера в сети поставок

Опишем суммарное множество векторов предложения конечных товаров и услуг на ос-
нове модели межотраслевого баланса. Рассмотрим производственный кластер из множества
J = {1, . . . ,m} чистых отраслей, каждая из которых производит уникальный однородный
продукт. Будем описывать технологию производства j-й отрасли с помощью производствен-
ной функции Fj

(

Xj , Zj, lj
)

, аргументами которой являются
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— вектор товаров и услуг Xj =
(

X
j
i |i ∈ J

)

, производимых отраслями, входящими в кла-
стер,

— Zj, вектор затрат, производимых отраслями, не входящими в кластер и имеющий длину k

(т. е. будем считать, что в кластер не вхродят k отраслей),
— lj , вектор затрат первичных ресурсов размерности n.
Предположим, что функции Fj

(

Xj , Zj, lj
)

удовлетворяют неоклассическим требованиям
и являются не равными тождественно нулю, положительно однородными первой степени, во-
гнутыми, монотонно неубывающими, непрерывными, неотрицательными на неотрицательном
ортанте функциями. Будем предполагать, что каждая технология использует хотя бы один
вид первичных ресурсов, например труд. Двойственным описанием технологии производства
j-й отрасли является функция себестоимости [7]

qj (p, π, s) = inf

{

pXj + πZj + slj

Fj (Xj , Zj , lj)

∣

∣Xj ≥ 0, Zj ≥ 0, lj ≥ 0, Fj

(

Xj , Zj, lj
)

> 0

}

.

Здесь p — вектор цен на затраты, производимые в кластере; π — вектор цен на производствен-
ные факторы, полученные из отраслей, не входящих в кластер; s — вектор цен на первич-
ные ресурсы. Функция себестоимости qj (p, π, s) есть преобразование Янга производственной
функции Fj

(

Xj , Zj , lj
)

. Будем считать, что рассматриваемая группа отраслей продуктивна,

т. е. существуют X̂1 ≥ 0, . . . , X̂m ≥ 0, Ẑ1, . . . , Ẑm, l̂1 ≥ 0, . . . , l̂m ≥ 0 такие, что

Fj

(

X̂j , Ẑj , l̂j
)

>

m
∑

i=1

X̂i
j , j = 1, . . . ,m.

Обозначим через X0 =
(

X0
1 , . . . ,X

0
m

)

вектор объемов поставок производимой рассматриваемы-
ми отраслями продукции внешним потребителям, через l = (l1, . . . , ln) ≥ 0 вектор суммарных
затрат первичных ресурсов в производственном кластере, а через Z = (Z1, . . . , Zk) ≥ 0 вектор
суммарных затрат производственных факторов, производимых отраслями, не входящими в
кластер. Спрос конечных потребителей продукции кластера X0 (p, π) складывается из внут-
реннего конечного спроса Xint (p, π) > 0 и экспорта в другие производственные кластеры
Xexp (p, π) ≥ 0, т. е. X0 (p, π) = Xint (p, π) + Xexp (p, π) . Предположим, что p̂ > 0 — вектор
цен, по которым продукция кластера продается конечным потребителям. Рассмотрим задачу
распределения ресурсов l = (l1, . . . , ln) > 0 и Z = (Z1, . . . , Zk) > 0:

〈

p̂,X0
〉

→ max, (2.1)

Fj

(

Xj , Zj, lj
)

≥

m
∑

i=0

Xi
j, j = 1, . . . ,m, (2.2)

m
∑

j=1

Zj ≤ Z,

m
∑

j=1

lj ≤ l, (2.3)

X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . ,Xm ≥ 0, Z1 ≥ 0, . . . , Zm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0. (2.4)

Оптимальное значение функционала в задаче (2.1)–(2.4) H (p̂, Z, l) на векторе цен p̂ равно
значению опорной функции множества Γ (Z, l) возможных векторов конечных выпусков X0.
Заметим, что H (p̂, Z, l) выпукла по p̂ как опорная функция и вогнута по Z, l как агрегирован-
ная производственная функция.

Предложение 4. Для того чтобы набор векторов X̃0 ≥ 0, X̃1 ≥ 0, . . . , X̃m ≥ 0,
Z̃1 ≥ 0, . . . , Z̃m ≥ 0, l̃1 ≥ 0, . . . , l̃m ≥ 0 был решением задачи (2.1)–(2.4), необходимо и до-

статочно, чтобы существовали p ≥ p̂, π ≥ 0, s ≥ 0 такие, что

(

X̃j , Z̃j , l̃j
)

∈ Argmax
{

pjFj

(

Xj , Zj , lj
)

− pXj − πZj − slj |Xj ≥ 0, lj ≥ 0
}

, j ∈ J,
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〈

π,Z −

m
∑

j=1

Z̃j
〉

= 0,
〈

s, l −

m
∑

j=1

l̃j
〉

= 0, 〈p − p̂, X̃0〉 = 0.

При этом

(π, s) ∈ ∂Z,lH (p̂, Z, l) , qj (p, π, s) ≥ pj (j = 1, . . . ,m)

и если Fj

(

X̃j , Z̃j, l̃j
)

> 0, то qj(p, π, s) = pj, где ∂Z,lH(p̂, Z, l) — супердифференциал H (p̂, Z, l)
по Z, l при фиксированном p̂.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Задача выпуклого программирования (2.1)–(2.4) удовлетворяет
условию Слейтера. Действительно, в силу положительной однородности функции Fj имеем,

что если для набора X̂1 ≥ 0, . . . , X̂m ≥ 0, Ẑ1, . . . , Ẑm, l̂1 ≥ 0, . . . , l̂m ≥ 0, выполняется условие
продуктивности

Fj

(

X̂j , Ẑj , l̂j
)

>

m
∑

i=1

X̂i
j , j = 1, . . . ,m,

то за счет выбора достаточно малого положительного множителя для всего набора можно
добиться выполнения неравенств (2.3) при сохранении продуктивности набора.

Полагая

X0
j = Fj

(

Xj , Zj, lj
)

−

m
∑

i=1

Xi
j , j = 1, . . . ,m,

заметим, что задача (2.1)–(2.4) эквивалентна задаче

m
∑

j=1

(

p̂jFj

(

Xj , Zj , lj
)

−
〈

p̂,Xj
〉)

→ max,

Fj

(

Xj , Zj, lj
)

≥

m
∑

i=1

Xi
j, j = 1, . . . ,m, (2.5)

m
∑

j=1

Zj ≤ Z, (2.6)

m
∑

j=1

lj ≤ l, (2.7)

X1 ≥ 0, . . . ,Xm ≥ 0, Z1 ≥ 0, . . . , Zm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0.

Обозначим через p̃i, π, s множители Лагранжа к ограничениям (2.5), (2.6) и (2.7) соответствен-
но. Рассмотрим функцию Лагранжа этой задачи

L
(

X1, . . . ,Xm, Z1, . . . , Zm, l1, . . . , lm, p̃, π, s
)

=

m
∑

j=1

〈

p̂, Fj

(

Xj , Zj, lj
)

−

m
∑

i=1

Xi
j

〉

+

m
∑

j=1

〈

p̃, Fj

(

Xj , Zj , lj
)

−

m
∑

i=1

Xi
j

〉

+
〈

π,Z −

m
∑

j=1

Zj
〉

+
〈

s, l −

m
∑

j=1

lj
〉

= 〈π,Z〉+ 〈s, l〉+
m
∑

j=1

(

(p̂j + p̃j)Fj

(

Xj , Zj, lj
)

−
〈

p̂+ p̃,Xj
〉

−
〈

π,Zj
〉

−
〈

s, lj
〉)

.

Полагая p = p̃ + p̂, получаем с учетом теорем Каруша — Куна —Таккера и Демьянова —
Данскина предложение 4. �

В задаче распределения ресурсов (2.1)–(2.4) были фиксированы векторы суммарных затрат
производственных факторов отраслями кластера Z и l. Такая постановка задачи соответствует
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замкнутой экономической системе, контролирующей внешние связи. Другая постановка задачи
соответствует открытой экономической системе, в которой производственные факторы Z и l

не фиксированы, а покупаются по фиксированным ценам π и s. Связь между производствен-
ными факторами Z, l и ценами π,s описывается соотношением (π, s) ∈ ∂Z,lH (p̂, Z, l). Заметим,
что функция H (p̂, Z, l) есть ненулевая, положительно однородная первой степени, вогнутая,
непрерывная, неотрицательна на неотрицательном ортанте функция переменных Z, l. Двой-
ственное описание кластера как открытой экономической системы можно получить из анализа
преобразования Янга функции H (p̂, Z, l) по переменным Z, l:

h (p̂, π, s) = inf

{

〈π,Z〉+ 〈s, l〉

H (p̂, Z, l)

∣

∣

∣
Z ≥ 0, l ≥ 0,H (p̂, Z, l)

}

.

Функция h (p̂, π, s) является ненулевой, положительно однородной первой степени, вогнутой,
непрерывной, неотрицательной на неотрицательном ортанте функцией переменных π и s, а из
инволютивности преобразования Янга (см. [16], с. 232, теорема 1.2) следует, что

H (p̂, Z, l) = inf

{

〈π,Z〉+ 〈s, l〉

h (p̂, π, s)

∣

∣

∣
π ≥ 0, s ≥ 0, h (p̂, π, s) > 0

}

.

Предложение 5. Справедливо равенство

h (p̂, π, s) = max
p

{

min
1≤i≤m

pi

p̂i

∣

∣

∣
qj (p, π, s) ≥ pj ≥ 0, j = 1, . . . ,m

}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразованием Янга линейной функции
〈

p̂,X0
〉

является

функция с постоянными пропорциями min
1≤i≤m

pi

p̂i
. Предложение 5 есть следствие теоремы 1

из [8]. �

З а м е ч а н и е 1. Для того чтобы кластер производил j-й продукт, необходимо, что-
бы себестоимость его производства qj (p, π, s) не превышала его цену pj. Производственный
кластер, выбирая из доступных ему технологий производства I, принимает решение о своей
“производственной нише”, т. е. о том, какие товары J ⊆ I будут в нем производится, а какие
производственные факторы I\J будут импортироваться из других производственных класте-
ров.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что набор {J, p} является производственной ни-
шей кластера J с равновесными ценами p, если J ⊂ I, p ∈ intRJ и существуют векторы затрат
{

X̃j , Z̃j, l̃j |j ∈ J
}

такие, что

(

X̃j , Z̃j , l̃j
)

∈ Argmax
{

pjFj

(

Xj , Zj , lj
)

− pXj − πZj − slj
∣

∣Xj ≥ 0, Zj ≥ 0, lj ≥ 0
}

, j ∈ J,

X0
j (p, π) = Fj

(

X̃j , Z̃j , l̃j
)

−
m
∑

i=1

X̃i
j, j ∈ J.

Теорема 2. Для того чтобы набор {J, p} являлся производственной нишей кластера с

равновесными ценами p, необходимо и достаточно, чтобы вектор p удовлетворял условию

qj (p, π, s) = pj > 0 , j ∈ J.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие
(

X̃j , Z̃j, l̃j
)

∈ Argmax
{

pjFj

(

Xj, Zj , lj
)

− pXj − πZj−

slj
∣

∣Xj ≥ 0, Zj ≥ 0, lj ≥ 0
}

, Fj

(

X̃j , Z̃j, l̃j
)

> 0, выполняется тогда и только тогда, когда

qj (p, π, s) = pj > 0,

(

X̃j , Z̃j , l̃j
)

∈ Yj∂qj (p, π, s) , Yj = Fj

(

X̃j , Z̃j, l̃j
)

. (2.8)
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Функция qj (p, π, s) является положительно однородной первой степени. В силу тождества
Эйлера (см., например, [26]) имеем

qj (p, π, s) =
m
∑

i=1

˜
X

j
i

Yj
pi +

k
∑

t=1

˜
Z

j
t

Yj
πt +

n
∑

τ=1

˜
l
j
τ

Yj
sτ , j = 1, . . . ,m. (2.9)

Обозначим

λji (p, π, s) =
˜
X

j
i

Yj
≥ 0, αj (p, π, s) =

k
∑

t=1

˜
Z

j
t

Yj
πt +

n
∑

τ=1

˜
l
j
τ

Yj
sτ > 0, i, j = 1, . . . ,m. (2.10)

В этих обозначениях из (2.8) и (2.10) получаем

pj =

m
∑

i=1

λji (p, π, s)pi + αj (p, π, s) , j = 1, . . . ,m.

Следовательно, неотрицательная матрица Λ (p, π, s) = (λji (p, π, s))i,j=1,...,m
является продук-

тивной (см. [24]), а значит, продуктивна ее транспонированная матрица Λ∗ (p, π, s). Выполнение
условия

X0
j (p, π) = Fj

(

X̃j , Z̃j , l̃j
)

−

m
∑

i=1

X̃i
j, j ∈ J,

с учетом (2.9) эквивалентно существованию объемов выпуска отраслей (Y1, . . . , Ym) > 0 таких,
что

Yj −

m
∑

i=1

λij (p, π, s)Yi = X0
j (p, π) , j = 1, . . . ,m.

Последнее требование выполняется в силу продуктивности матрицы Λ∗ (p, π, s). �

З а м е ч а н и е 2. Из теоремы следует, что если {J, p} является производственной нишей
кластера J с равновесными ценами p, то

〈

p,X0 (p, π)
〉

=
∑

j∈J

pj

(

Fj

(

Xj , Zj , lj
)

−

m
∑

i=1

Xi
j

)

=
∑

j∈J

(

pjFj

(

Xj , Zj , lj
)

− 〈p,Xj〉
)

=
∑

j∈J

〈π,Zj〉+ 〈s, lj〉,

т. е. стоимость первичных ресурсов равняется стоимости выпускаемой кластером конечной
продукции. Производственные факторы Z импортируются из других производственных кла-
стеров. В качестве производственных факторов используются также первичные ресурсы l про-
изводственного кластера. Аналогично конечная продукция X0 (p, π) складывается из экспорта
в другие производственные кластеры Xexp (p, π) и внутреннего спроса Xint (p, π). Сальдо тор-
гового баланса производственного кластера равно 〈p,Xexp (p, π)〉−

∑

j∈J

〈

π,Zj
〉

, соответственно,

∑

j∈J

〈s, lj〉 −
〈

p,Xint (p, π)
〉

является оценкой сбережений и текущего вывоза капитала. В меж-

дународной торговле торговый баланс регулируется курсами валют.

3. Двойственность по Янгу в модели сети производственных связей

Рассмотрим сеть из M производственных кластеров. Обозначим через Fα
j

(

Xjα, ljα
)

про-

изводственную функцию j-й отрасли из кластера α, где Xjα — затраты производственных
факторов, выпускаемых в сети кластеров, ljα — затраты первичных ресурсов. Как и ранее,
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будем предполагать, что производственные функции положительно однородны, удовлетворя-
ет неоклассическим требованиям и положительные выпуски возможны лишь при затратах
первичных ресурсов. Будем также предполагать, что производственная система продуктивна.
Функция себестоимости j-й отрасли из кластера α

qjα (p, s
α) = inf

Xjα,ljα

{

〈

p,Xjα
〉

+
〈

sα, ljα
〉

Fjα (Xjα, ljα)

∣

∣

∣
Xjα ≥ 0, ljα ≥ 0, Fjα

(

Xjα, ljα
)

> 0

}

зависит от вектора p цен на продукцию отраслей и вектора sα цен на первичные ресурсы
в кластере α. Множество достижимости Γ

(

L1, . . . , LM
)

конечных выпусков X0 определяется
соотношениями

M
∑

α=1

Fjα

(

Xjα, ljα
)

≥

M
∑

α=1

n
∑

i=1

Xiα
j +X0

j , j = 1, . . . ,m,

n
∑

j=1

ljα ≤ Lα, α = 1, . . . ,M,

X0 ≥ 0, Xiα
j ≥ 0, ljα ≥ 0, j, i = 1, . . . ,m, α = 1, . . . ,M ;

здесь Lα — вектор предложения первичных ресурсов в кластере α.
Рассмотрим опорную функцию H

(

p̂, L1, . . . , LM
)

множества Γ
(

L1, . . . , LM
)

. Ее преобразо-
вание Янга по переменным L1, . . . , LM имеет вид

h
(

p̂, s1, . . . , sM
)

= inf

{

M
∑

α=1

〈sα, Lα〉

H (p̂, L1, . . . , LM )

∣

∣

∣

∣

L1 ≥ 0, . . . , LM ≥ 0,H
(

p̂, L1, . . . , LM
)

> 0

}

= max
p

min
j

{pj

p̂j

∣

∣

∣
min

1≤α≤M
qiα (p, s

α) ≥ pi > 0, i = 1, . . . ,m
}

.

Обозначим через X0 (p) =
(

X0
1 (p) , . . . ,X

0
m (p)

)

функции спроса конечных потребителей на
продукцию отраслей производственных кластеров.

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что p > 0 является вектором равновесных цен
в сети производственных кластеров в открытой экономической системе с ценами первичных
ресурсов {sα |α = 1, . . . ,M }, если существуют

{(

X̃jα, l̃jα
)

|j = 1, . . . ,m, α = 1, . . . ,M
}

такие, что
(

X̃jα, l̃jα
)

∈ Argmax
Xjα≥0,ljα≥0

{

pjFjα

(

Xjα, ljα
)

− pXjα − sαljα
}

, j = 1, . . . ,m, α = 1, . . . ,M,

M
∑

α=1

Fjα

(

X̃jα, l̃jα
)

−
M
∑

α=1

n
∑

i=1

X̃iα
j = X0

j (p), j = 1, . . . ,m.

Следствие 1. Вектор p > 0 является вектором равновесных цен в сети производствен-

ных кластеров в открытой экономической системе с ценами первичных ресурсов
{

sα|α =
1, . . . ,M

}

тогда и только тогда, когда он является решением системы уравнений

min
1≤α≤M

qiα (p, s
α) = pi, i = 1, . . . ,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия повторяет доказательство теоремы 2. �

З а м е ч а н и е 3. В производственном кластере β могут производится лишь те продук-
ты, себестоимость которых не больше, чем цена продукта. Поэтому множество

Jβ =
{

i|qiβ
(

p, sβ
)

= pi = min
1≤α≤M

qiα
(

p, sα
)}

есть производственная ниша кластера β.
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4. Пример расчетов по модели. О проблеме кластеризации

производственной сети еврозоны

Модель равновесия в сети производственных кластеров, описанная в предыдущем разделе,
предполагает установившимся режим, в котором сформированы устойчивые экономические
ниши в производственной сети на основе минимальной себестоимости выпускаемых продук-
тов. Однако формирование эффективных производственных ниш может быть затруднено в
связи с технологической неоднородностью кластеров сети. Такие проблемы характерны, на-
пример, для ряда южных стран Европы (Италия, Испания, Греция, Португалия), продукция
которых в условиях единой зоны евро в период 2000–2014 гг. стала проигрывать в конкуренции
более качественным товарам, производимым в странах северного блока (Германия, Австрия,
Финляндия, Бельгия) [5]. При условии отсутствия возможности девальвации национальной
валюты это привело к торговому дисбалансу, закредитованности экономики и дефициту бюд-
жета стран южного европейского блока [5; 6].

В данном разделе в терминах разработанной модели межотраслевого баланса с производ-
ственными функциями Кобба — Дугласа мы проведем анализ экономических особенностей
производственных кластеров объединенной европейской сети. Отметим, что технологии Коб-
ба — Дугласа допускают замещение производственных факторов в рамках предположения о
постоянстве пропорций финансовых затрат производителями продукции.

Входными данными для задачи идентификации модели распределения ресурсов производ-
ственного кластера являются симметричные таблицы “затраты — выпуск” Z продукции, про-
изводимой в локальной экономике (кластере) в году t, за некоторый период времени. Таблицы
“затраты — выпуск” являются основой системы национальных счетов и регулярно публику-
ются статистическими службами большинства развитых стран. Системы таблиц “затраты —
выпуск” традиционно являются основой для анализа межотраслевых связей в региональной и
мировой экономике [27–29].

Таблица Z содержит три квадранта.

I квадрант содержит элементы Z
j
i , i, j = 1, . . . ,m, соответствующие сумме платежей, кото-

рые отрасль i получила от отрасли j за промежуточный продукт, произведенный в i и
потребленный при производстве продукции отраслью j.

II квадрант — это вектор-столбец Z0 =
(

Z0
1 , . . . , Z

0
m

)

, каждая компонента которого соответ-
ствует совокупному финансовому потоку в отрасль i за конечное потребление ее про-
дукции агентами (домашними хозяйствами, госорганами, экспортерами и т. д.)

III квадрант описывает промежуточное потребление первичных ресурсов в экономике и вклю-
чает в нашем случае две строки (n = 2), отражающие промежуточное потребление внут-
реннего первичного ресурса — труда (его мы оцениваем величиной валовой добавленной
стоимости) Z

j
m+1

= l
j
1

и промежуточного импорта Z
j
m+2

= l
j
2
, j = 1, . . . ,m, который

поступает извне.

В силу симметричности таблицы Z суммарные затраты всех ресурсов каждой отраслью j

совпадают с суммарным потреблением продукции отрасли j, т.е. справедливы равенства

Aj =
m+2
∑

i=1

Z
j
i =

m
∑

i=1

Zi
j + Z0

j , j = 1, . . . ,m,

m
∑

j=1

(

Z
j
m+1

+ Z
j
m+2

)

=
m
∑

i=1

Z0
i = A0.

Обозначим

aij =
Z

j
i

∑m+n
k=1

Z
j
k

, bkj =
Z

j
m+k

∑m+n
k=1

Z
j
k

, ai0 =
Z0
i

∑m
i=1

Z0
i

, i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n.
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Тогда
m
∑

i=1

ai0 = 1,

m
∑

i=1

aij +

n
∑

k=1

bkj = 1,

n
∑

k=1

bkj > 0, j = 1, . . . ,m.

Заметим, что матрица A = ‖aij‖ ≥ 0 по построению является продуктивной матрицей ко-
эффициентов прямых затрат В. Леонтьева [16], так как

∑m
i=1

aij < 1, j = 1, . . . ,m. Поэтому
существует корректно определенная матрица полных затрат (E −A)−1 = ‖ωij‖i,j=1,...,m ≥ 0,
где E — единичная матрица (m×m). Введем (n×m)-матрицу B = ‖bkj‖ ≥ 0.

Для построения модельных оценок на основе статистических таблиц “затраты — выпуск”
рассмотрим частный случай модели производственного кластера, описанной в разд. 2. Пред-
положим, что для каждой национальной экономики еврозоны конечный спрос является за-
данным, существует ограничение на внутренние первичные и поставляемые извне (импорт)
ресурсы, — ограничение, задаваемое в квадранте III таблицы “затраты — выпуск” Z в базовом
году, а задача распределения ресурсов решается с целью максимизации функции полезности
Кобба — Дугласа

F0 (X) = Xa10
1

. . . Xam0

m .

Исследование такого частного случая модели и решение задачи ее идентификации с производ-
ственными функциями Кобба — Дугласа на основе официальной государственной статистики
национальных счетов подробно обсуждается, например, в [10; 12].

Предположим, что производственные технологии отраслей каждой национальной эконо-
мики описываются функциями Кобба — Дугласа вида

Fj (X, l) = αjX
a1j
1

. . . X
amj
m l

b1j
1

. . . l
bnj
n , j = 1, . . . ,m, (4.11)

где

αj =
Aj

∏m
i=1

(Zj
i )

aij
∏n

k=1
(Zj

m+k)
bkj

> 0.

Тогда (см. [10]) для выбранного базового года с таблицей “затраты — выпуск” Z набор

{X̂0
i = Z0

i , X̂
j
i = Z

j
i , l̂

j
k = Z

j
m+k, i, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n}

является решением задачи распределения ресурсов с технологиями Кобба — Дугласа (4.11) для
заданного вектора ограничений l = (l1, . . . , ln) на первичные ресурсы, где lk =

∑m
j=1

Z
j
m+k, k =

1, . . . , n. Следовательно, задача распределения ресурсов объясняет официально публикуемую
симметричную таблицу “затраты — выпуск” Z в базовом году. Напомним, что мы рассматри-
ваем два первичных ресурса (труд и промежуточный импорт), поэтому n = 2.

Решение двойственной по Янгу задачи к задаче распределения ресурсов с производствен-
ными функциями Кобба — Дугласа позволяет вычислить в явном виде равновесные индексы
цен (p1, . . . , pm) на производимую в экономике продукцию при заданных индексах цен на пер-
вичные ресурсы (s1, . . . , sn)

pj = s
c1j
1

. . . s
cnj
n , j = 1, . . . ,m, (4.12)

где C = ‖ckj‖ = B (E −A)−1. Функционалом в двойственной задаче является двойственный
по Янгу к функции полезности индекс потребительских цен

q0 (p) =
1

F0 (a10, . . . , am0)
pa10
1

. . . pam0

m ,

оптимальное значение которого на наборе цен (4.12) соответствует расчетной величине индекса
потребительских цен Конюса — Дивизиа для рассматриваемой экономики [26], который при
проведении дальнейших расчетов мы будем обозначать через q0. В [10; 12] показано, что

q0 (s) = s
γ1
1
. . . sγnn , (4.13)
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где γ = (γ1, . . . , γn)
T = C · (a10, . . . , am0)

T , γ1 + . . .+ γn = 1.
Таким образом, задавая в качестве сценарных условий для выбранного года вектор конеч-

ного спроса Ẑ0 и вектор индексов цен на первичные ресурсы s = (s1, s2), мы можем построить
прогноз I и III квадранта симметричной таблицы затраты выпуски в текущих ценах на основе
решения задачи распределения ресурсов с заданными функциями Кобба — Дугласа, считая
коэффициенты этих функций стабильными на рассматриваемом горизонте прогнозирования

Ẑ
j
i = aij Ŷ

j, Ẑ
j
m+t = btj Ŷ

j , i, j = 1, . . . ,m, t = 1, . . . , n,

где вектор валового выпуска Ŷ описывается формулой Ŷ = (E −A)−1 Ẑ0. Далее, решая двой-
ственную задачу, мы можем найти равновесный вектор индексов цен на производимую в эко-
номике продукцию (4.12) и соответствующий ему индекс цен Конюса — Дивизиа (4.13).

Идентификация модели для 9 крупных экономик северного и южного блока стран еврозоны
проведена на основе базы данных [30]. База данных содержит симметричные таблицы “затра-
ты — выпуск” внутреннего продукта за 2000–2014 гг. и таблицы потребления импортных ресур-
сов отраслями 28 стран Европы и 56 отраслей для каждой экономики. Данные представлены
в долларах США, которые были переведены в евро по среднегодовому курсу 2000–2014 гг.

Идентификация параметров производственных функций Кобба — Дугласа для каж-
дой страны проведена сначала по каждому году (который считался базовым) из диапазо-
на 2000–2014 гг. на основе изложенного выше алгоритма. Далее оценки по модели для каждого
расчетного года строились с использованием функций Кобба — Дугласа, коэффициенты ко-
торых оценены методом скользящего среднего. Точнее, параметры функции Кобба — Дугласа
усреднялись для симметричного пятилетнего интервала вокруг расчетного года. Если пяти-
летний период выходил за границы рассматриваемого интервала 2000–2014 гг., то параметры
недостающих лет заменялись параметрами граничного года: 2000-го или 2014-го.

Для каждого расчетного года в интервале 2000–2014-й и для каждой из 9 рассматриваемых
стран еврозоны была решена двойственная задача, найдены индексы равновесных цен (4.12)
в отраслях экономики и индекс потребительских цен Конюса — Дивизиа (4.13), оценены меж-
отраслевые потоки (I квадрант), а также величина добавленной стоимости и промежуточного
потребления импорта в отраслях экономики (III квадрант). В качестве входных данных для
сценарных расчетов в каждом году в интервале 2000–2014 гг. использованы данные о конечном
потреблении и цены на первичные ресурсы:

— цена на труд (внутренний первичный ресурс) формировалась как среднегодовая номи-
нальная оплата труда в экономике (в евро) в рассматриваемом году, деленная на округленную
медианную среднегодовую заработную плату рассматриваемой группы стран в 2000 г. (25000
евро) (https://stats.oecd.org);

— цена на импортные ресурсы предполагалась равной единице для всех стран в целях
учета свободного перетока товаров между странами зоны евро.

На рис. 1 представлены величины отклонения расчетных значений суммарного промежу-
точного импорта по странам еврозоны от статистики, которые подтверждают адекватность
модельных оценок.

На основе результатов расчетов по модели для каждой экономики за период 2000–2014 гг.
построен скорректированный показатель реальной среднегодовой заработной платы Q(t), учи-
тывающий структуру конечного потребления отечественной и импортной продукции (рис. 2).
Вычисление величины Q(t) проводилось в каждом году t по формуле

Qt = α(t) ∗
St

(q0(s))t
,

где St — номинальная среднегодовая заработная плата (в евро) в году t; (q0(s))t — расчетный
индекс потребительских цен Конюса — Дивизиа (4.13); α(t) — поправочный коэффициент,
учитывающий структуру потребления внутренних и импортных товаров конечными потре-
бителями. Величина поправочного коэффициента для каждого года t рассчитана на основе
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Рис. 1. Отклонение оценки импорта от статистики.

статистических данных каждой страны следующим образом:

α(t) =
ConsH(t) + ConsG(t) + EXP (t) − IMP (t)

ConsH(t) + ConsG(t)
,

где ConsH(t), ConsG(t) — суммарное конечное потребление домашних хозяйств и государства,
а EXP (t)−IMP (t) — сальдо экспорта и импорта в году t (https://stats.oecd.org). Заметим, что
в случае положительного сальдо торгового баланса страны коэффициент α(t) > 1, что уве-
личивает оценку показателя реальной заработной платы, а в случае отрицательного α(t) < 1,
что приводит к уменьшению этого показателя. Из расчетов следует (см. рис. 2), что за пер-
вые 15 лет существования еврозоны сложились устойчивые экономические отношения между
кластерами, но сохранилась неоднородность производственной системы. Входящие в еврозо-
ну национальные экономики разделяются на две подсистемы. Это северные страны, имеющие
положительное сальдо торгового баланса, более высокий уровень заработной платы и более
высокие цены на товары, и южные страны с низким уровнем оплаты труда, низкими ценами,
отрицательным торговым балансом и высоким уровнем безработицы. При этом, несмотря на
разницу цен, выравнивание торгового баланса в рассматриваемом периоде 2000–2014 гг. не
произошло. Такая неоднородность означает, что северный блок стран дотирует потребление в
южном блоке в указанном периоде времени. Проблема урегулирования балансов связана с тем,
что повышение конкурентоспособности за счет девальвации национальной валюты в условиях
единой зоны евро невозможно, а повышение конкурентоспособности отраслей экономики за
счет снижения реальной заработной платы увеличивает социальную напряженность.
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Рис. 2. Скорректированный показатель реальной заработной платы

в странах объединенной Европы (евро).

Заключение

В работе развивется математический аппарат двойственных по Янгу вариационных нера-
венств, который позволяет анализировать конкурентное равновесие в открытых экономиче-
скаих системах.

В результате проведенного с помощью разрабортанного математического аппарата анали-
за экономик стран еврозоны в период 2000–2014 гг. подтверждены неоднократно высказывае-
мые в экономических публикациях (см., например, [5]) опасения, связанные с технологической
неоднородностью производственных кластеров объединенной Европы. В качестве варианта ре-
шения проблемы в такой ситуации предлагалось наряду с единым евро ввести национальные
валюты с плавающими курсами к евро, которые бы позволили контролировать торговые ба-
лансы производственных кластеров (см. [5]). Однако такое решение кажется неэффективным,
так как на основании закона Грешама в экономических системах с несколькими платежными
средствами постепенно отбирается всегда одно платежное средство. Альтернативным вари-
антом решения проблемы является согласование бюджетного процесса в системе кластеров.
Такой процесс согласования на уровне Европейского парламента и был фактически запущен
после 2014 гг. в объединенной Европе.
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