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Рассматривается оператор энергии шестиэлектронных систем в модели Хаббарда и исследуются струк-
тура существенного спектра и дискретный спектр системы для второго синглетного состояния системы.
Показано, что в одномерном и двумерном случаях существенный спектр оператора шестиэлектронного
второго синглета состоит из объединений семи отрезков, а дискретный спектр системы — из единственного
собственного значения, лежащего ниже (выше) области нижнего (верхнего) края существенного спектра
этого оператора. В трехмерном случае имеют место следующие ситуации: а) существенный спектр опе-
ратора шестиэлектронного второго синглета состоит из объединений семи отрезков, а дискретный спектр
оператора шестиэлектронного второго синглета — из единственного собственного значения; б) существен-
ный спектр оператора шестиэлектронного второго синглета состоит из объединений четырех отрезков,
а дискретный спектр оператора шестиэлектронного второго синглета — из пустого множества; в) суще-
ственный спектр оператора шестиэлектронного второго синглета состоит из объединений двух отрезков, а
дискретный спектр оператора шестиэлектронного второго синглета пуст; г) существенный спектр операто-
ра шестиэлектронного второго синглета состоит из единственного отрезка, а дискретный спектр оператора
шестиэлектронного второго синглета пуст. Найдены условия, когда имеет место каждая ситуация.
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Введение

В 1963 г. почти одновременно и независимо появились три работы [1–3], в которых была
предложена простая модель металла, ставшая фундаментальной в теории сильно коррелиро-
ванных электронных систем. В этой модели рассматривается единственная невырожденная
зона электронов с локальным кулоновским взаимодействием. Гамильтониан модели содержит
всего два параметра: параметр B перескока электрона с узла на соседний узел решетки и
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параметр U кулоновского отталкивания двух электронов на одном узле. В представлении вто-
ричного квантования гамильтониан записывается в виде

H = B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓. (1)

Здесь через a+m,γ (am,γ) обозначен ферми-оператор рождения (уничтожения) электрона со спи-
ном γ на узле m; суммирование по τ означает суммирование по ближайшим соседям в решетке.

Предложенная в [1–3] модель получила название модели Хаббарда в честь Джона Хаббар-
да, внесшего фундаментальный вклад в изучение статистической механики этой системы, хотя
локальная форма кулоновского взаимодействия впервые введена Андерсоном для примесной
модели в металле [4]. Напоминим также, что модель Хаббарда является частным случаем
полярной модели Шубина — Вонсовского [5], появившейся за тридцать лет до работ [1–3].
В модели Шубина — Вонсовского наряду с кулоновским взаимодействием на одном узле учи-
тывается взаимодействие электронов на соседних узлах.

В настоящее время модель Хаббарда является одной из наиболее интенсивно изучаемых
многоэлектронных моделей металла (см. [6–8], а также [9, гл. III, с. 75–191]). В обзоре [7]
обобщены полученные результаты по модели Хаббарда; чем больше прогресса достигается
в получении теоретических решений, тем яснее, что эта простая модель может демонстри-
ровать поразительный набор фаз и режимов, многие из которых имеют четкие параллели с
наблюдаемым поведением широкого спектра сложных материалов. Например, имеются убеди-
тельные доказательства того, что ферромагнетизм, различные формы антиферромагнетизма,
нетрадиционная сверхпроводимость, волны плотности заряда, электронные жидкокристалли-
ческие фазы и топологические упорядоченные фазы (например “спиновые жидкости”) среди
прочих фаз встречаются в конкретных реализациях модели Хаббарда. В [7] обсуждается роль
модели Хаббарда в изучении высокотемпературной сверхпроводимости в купратах. Показа-
но также, что положительные собственные значения в модели Хаббарда (соответствующие
отталкивающим эффективным взаимодействиям) ослаблевают, а отрицательные растут. Раз-
личные собственные функции соответствуют, но не полностью определяются, неприводимым
представлением группы кристаллических точек в модели Хаббарда.

Получение точных результатов для спектра и волновых функций кристалла, описываемого
моделью Хаббарда, представляет большой интерес. В работе [10] изучались спектр и волно-
вые функции системы двух электронов в кристалле, который описывается гамильтонианом
Хаббарда. В работе [11] изучались спектр и волновые функции системы трех электронов в
кристалле, который описывается гамильтонианом Хаббарда. Известно, что трехэлектронные
системы могут находиться в трех состояниях: квартетном (1 тип) и дублетном (2 типа) [11]. В
работе [12] изучались спектр и волновые функции системы четырех электронов в кристалле,
который описывается гамильтонианом Хаббарда в триплетном состоянии системы. Четырех-
электронные системы могут находиться в шести состояниях: квинтетном (1 тип), триплетном
(3 типа) и синглетном (2 типа) состояниях [12]. Триплетным состояниям соответствуют сле-
дующие базисные функции:

1t1m,n,p,r = a+m,↑a
+

n,↑a
+

p,↑a
+

r,↓ϕ0,
2t1m,n,p,r = a+m,↑a

+

n,↑a
+

p,↓a
+

r,↑ϕ0,
3t1m,n,p,r = a+m,↑a

+

n,↓a
+

p,↑a
+

r,↑ϕ0.

В этих обозначениях t — это триплетное состояние, левые верхние индексы 1, 2, 3 соответ-
ственно — номера этих триплетных состояний, а верхний индекс 1 означает, что в триплетных
состояниях полный спин системы равен 1. Мы видим, что здесь существуют три типа три-
плетных состояний и они имеют различное происхождение.

В работе [13] изучались спектр и волновые функции системы четырех электронов в кри-
сталле, который описывается гамильтонианом Хаббарда в квинтетном и синглетном состо-
яниях системы. Квинтетному состоянию соответствует свободные движения четырех элек-
тронов в решетке со следующими базисными функциями: q2m,n,p,r = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↑a

+
r,↑ϕ0. Здесь

q — квинтетное состояние, а верхний индекс 2 означает, что в квинтетном состоянии полный
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спин системы равен 2. В работе [13] доказано, что спектр системы в квинтетном состоянии
чисто непрерывен и совпадает с отрезком [4A − 8Bν, 4A + 8Bν] и в системе отсутствует че-
тырехэлектронные связанные состояния или четырехэлектронные антисвязанные состояния.
Синглетному состоянию соответствуют следующие базисные функции:

1s0p,q,r,t = a+p,↑a
+

q,↑a
+

r,↓a
+

t,↓ϕ0,
2s0p,q,r,t = a+p,↑a

+

q,↓a
+

r,↑a
+

t,↓ϕ0.

Здесь s — синглетное состояние, а 0 означает, что в синглетных состояниях полный спин
системы равен 0, и эти два синглетных состояния имеют различное происхождение.

В пятиэлектронных системах существуют секстетное состояние, пять типов дублетных со-
стояний и четыре типа квартетных состояний.

В работе [14] изучались структура существенного спектра и дискретный спектр пятиэлек-
тронных систем в кристалле, который описывается гамильтонианом Хаббарда в дублетных
состояниях системы.

Структура существенного спектра и дискретный спектр оператора шестиэлектронных си-
стем в модели Хаббарда для первого квинтетного состояния и первого синглетного состояния
исследовалась в работе [15] (отметим, что здесь также подробно изложена история задачи).
Мы доказываем, что спектр шестиэлектронного октета чисто непрерывен и состоит из отрезка
[6A − 12Bν, 6A + 12Bν], где ν — размерность решетки Zν . Через 1H̃q

2 обозначим первый ше-
стиэлектронный квинтет; здесь q — квинтетное состояние, левый верхний индекс 1 означает
номер рассматриваемого квинтетного состояния, а нижный индекс 2 указывает, что в квин-
тетных состояниях полный спин системы равен 2. В работе [15] мы также доказываем, что
если ν = 1 и U < 0 (U > 0), то существенный спектр оператора первого шестиэлектронного
квинтета 1H̃q

2 состоит из объединений семи отрезков, а дискретный спектр оператора 1H̃q
2 — не

более чем из одного собственного значения, т. е. дискретный спектр оператора 1H̃q
2 состоит из

единственного собственного значения или он пуст. Если ν = 3 и U < 0 (U > 0), то существен-
ный спектр оператора первого шестиэлектронного квинтета 1H̃q

2 состоит из объединений семи

отрезков, а дискретный спектр оператора 1H̃q
2 — не более чем из одного собственного значения,

т. е. дискретный спектр оператора 1H̃q
2 состоит из единственного собственного значения или

он пуст; либо существенный спектр оператора 1H̃q
2 состоит из объединений четырех отрезков,

а дискретный спектр оператора 1H̃q
2 пуст; либо существенный спектр оператора 1H̃q

2 состоит

из объединений двух отрезков, а дискретный спектр оператора 1H̃q
2 пуст; либо существенный

спектр оператора 1H̃q
2 состоит из единственного отрезка, а дискретный спектр оператора 1H̃q

2

пуст. Для первого синглетного состояния системы 1H̃0
s (здесь s — синглетное состояние, а 0

означает, что полный спин системы равен 0) доказаны аналогичные результаты.

В данной работе мы продолжаем исследования, начатые ранее в [11–15]. В разд. 2 описы-
ваются второе синглетное состояние системы и соответствующие пространства, доказываются
теоремы 1 и 2, посвященные действию оператора шестиэлектронного второго синглета в ко-
ординатном и квазиимпульсном представлениях. В разд. 3 представлены результаты исследо-
вания спектров этих операторов в виде теорем 3–5. В разд. 4 изложены основные результаты
работы, доказаны теоремы 6–9, описывающие структуры существенного и дискретного спек-
торов оператора второго синглетного состояния системы. Следует отметить, что результаты
исследования структур существенного и дискретного спектров оператора энергии шестиэлек-
тронного второго синглета сильно отличаются от результатов работы [15].

1. Гамильтониан системы

В настоящей работе рассматривается оператор энергии шестиэлектронных систем в модели
Хаббарда и описываются структура существенного спектра и дискретный спектр системы для
второго синглетного состояния системы в решетке. Гамильтониан рассматриваемой модели
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имеет вид
H = A

∑

m,γ

a+m,γam,γ +B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑am,↑a
+

m,↓am,↓. (2)

Здесь A — энергия электрона в узле решетке; B — интеграл переноса между соседними
узлами (для удобства считаем, что B > 0); τ = ±ej, j = 1, 2, . . . , ν, где ej− единичные орты, т.е.
суммирование ведется по ближайшим соседям; U — параметр кулоновского взаимодействия
двух электронов на одном узле; γ — спиновый индекс, γ =↑ или γ =↓; через ↑ и ↓ обозначены

значения спина
1

2
и −

1

2
; a+m,γ и am,γ соответственно — операторы рождения и уничтожения

электрона в узле m ∈ Zν.
В шестиэлектронных системах существуют октетное состояние, квинтетные, триплетные и

синглетные состояния. Энергия системы зависит от ее полного спина S. Наряду с гамильто-
нианом Ne-электронная система характеризуется полным спином

S, S = Smax, Smax − 1, . . . , Smin, Smax =
Ne

2
, Smin = 0,

1

2
.

Гамильтониан (2) коммутирует со всеми компонентами оператора S = (S+, S−, Sz) пол-
ного спина системы, поэтому структура собственных функций и собственные значения систе-
мы зависят от S. Гамильтониан H действует в антисимметричном пространстве Фока Has =
las2 ((Zν)6), где las2 ((Zν)6) есть подпространство антисимметричных функций из l2((Z

ν)6). Кон-
струкция Фоковского пространства F(H) описана в ([16], гл. II, § 4, с. 68–69).

2. Шестиэлектронное второе синглетное состояние в модели Хаббарда

Пусть ϕ0 — вакуумный вектор в пространстве Has. Второе синглетное состояние соответ-
ствует свободному движению шести электронов на решетке и их взаимодействию, и ему отве-
чают следующие базисные функции:

2s0p,q,r,t,k,n∈Zν = a+p,↑a
+

q,↓a
+

r,↑a
+

t,↓a
+

k,↑a
+

n,↓ϕ0.

Подпространство 2
H
0
s, соответствующее второму синглетному состоянию, есть множество всех

векторов вида
2ψ0

s =
∑

p,q,r,t,k,n∈Zν

f(p, q, r, t, k, n)2s0p,q,r,t,k,n∈Zν , f ∈ las2 ,

где las2 — подпространство антисимметричных функций из пространства l2((Z
ν)6). Обозначим

через 2H0
s сужение оператора H на подпространство 2

H
0
s.

Теорема 1. Подпространство 2
H
0
s инвариантно относительно оператора H, и сужение

2H0
s оператора H на подпространство 2

H
0
s является ограниченным самосопряженным опера-

тором. Он порождает ограниченный самосопряженный оператор 2H
0

s, действующий в про-

странстве las2 по формуле

2H
0

s
2ψ0

s =
∑

p,q,r,t,k,n∈Zν

[
6Af(p, q, r, t, k, n)

+B
∑

τ

[
f(p+ τ, q, r, t, k, n) + f(p, q + τ, r, t, k, n) + f(p, q, r + τ, t, k, n)

+ f(p, q, r, t+ τ, k, n) + f(p, q, r, t, k + τ, n) + f(p, q, r, t, k, n + τ)
]

(3)

+ U
[
δp,q + δq,r + δp,t + δq,k + δp,n + δr,n + δr,t + δk,n + δt,k

]
f(p, q, r, t, k, n)

]
.

Сам оператор 2H0
s на вектор 2ψ0

s ∈ 2
H
0
s действует по формуле

2H0
s
2ψ0

s =
∑

p,q,r,t,k,n∈Zν

(2H
0

sf)(p, q, r, t, k, n)
2s0p,q,r,t,k,n∈Zν . (4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Подействуем гамильтонианом H на векторы 2ψ0
s ∈ 2

H
0
s с ис-

пользованием обычных антикоммутационных соотношений между операторами рождения и
уничтожения электронов в узлах:

{am,γ , a
+
n,β} = δm,nδγ,β, {am,γ , an,β} = {a+m,γ , a

+
n,β} = θ,

а также учтем, что am,γϕ0 = θ, где θ — нулевой элемент пространства 2
H
0
s. Отсюда по-

лучается утверждение теоремы, что оператор 2H
0

s действует по формуле (3). Пусть F =
(f(p, q, r, t, k, n))p,q,r,t,k,n∈Zν — элемент из пространства l2((Z

ν)6), тогда

||F || =

√ ∑

p,q,r,t,k,n∈Zν

|f(p, q, r, t, k, n)|2

и

||2H
0

sF || =

√
[2H

0

sf)(p, q, r, t, k, n)]
2 ≤ Cν ||F ||,

где Cν = 6|A|+ 12|B|ν + 9|U |. Ограниченность оператора 2H0
s следует из формулы (4). �

Лемма 1. Спектры операторов 2H0
s и 2H

0

s совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы получается с использованием критерия Вейля (см. [16],
гл. VII, § 3, с. 262–263). �

Лемма 1 дает возможность вместо спектра оператора 2H0
s изучить спектр оператора 2H

0

s.
Оператор 2H0

s будем называть оператором шестиэлектронного второго синглета в модели

Хаббарда.

Обозначим через F преобразование Фурье: F : l2((Z
ν)6) → L2((T

ν)6) ≡ 2
H̃
0

s, где T ν —
ν-мерный тор, снабженный нормированной мерой Лебега dλ, λ(T ν) = 1.

Положим 2H̃0
s = F

2H
0

sF
−1. В квазиимпульсном представлении оператор 2H

0

s действует в
гильбертовом пространстве Las

2 ((T ν)6), где Las
2 − подпространство антисимметричных функ-

ций в L2((T
ν)6).

Теорема 2. Преобразование Фурье переводит оператор 2H
0

s в ограниченный самосопря-

женный оператор 2H̃0
s = F

2H
0

sF
−1, действующий в пространстве 2

H̃
0

s по формуле

2H̃0
s
2ψ0

s = h(λ, µ, γ, θ, η, ξ)f(λ, µ, γ, θ, η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, λ+ µ− t, γ, θ, η, ξ) + f(t, µ, γ, λ+ θ − t, η, ξ)

+ f(t, µ, γ, θ, η, λ+ ξ − t) + f(λ, t, µ+ γ − t, θ, η, ξ) + f(λ, t, γ, θ, µ+ η − t, ξ) (5)

+f(λ, µ, t, γ+θ−t, η, ξ)+f(λ, µ, t, θ, η, γ+ξ−t)+f(λ, µ, γ, t, θ+η−t, ξ)+f(λ, µ, γ, θ, t, η+ξ−t)
]
dt,

где h(λ, µ, γ, θ, η, ξ) = 6A+ 2B
∑ν

i=1[cos λi + cosµi + cos γi + cos θi + cos ηi + cos ξi].

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится непосредственным применением в формуле (3) пре-
образования Фурье. �

Оператор 2H̃0
s — частично интегральный оператор в пространстве L2((T

ν)6). В операто-
рах 2H̃0

s интегральные операторы являются частично интегральными операторами; в инте-
гральных операторах интегрирование ведется по некоторыми аргументами, а остальные ар-
гументы остаются свободными переменными, поэтому эти частично интегральные операторы
можно представить как некие интегральные операторы и тензорные произведения единичных
операторов I.
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Используя тензорные произведения гильбертовых пространств и тензорные произведения
операторов в гильбертовых пространствах [17] и учитывая, что функция f(λ, µ, γ, θ, η, ξ) —
антисимметричная функция, можно убедиться, что оператор 2H̃0

s представим в виде

2H̃0
s
2ψ0

s = {(H̃1
2f)(λ, µ)} ⊗ I ⊗ I + I ⊗ {(H̃2

2f)(γ, θ)} ⊗ I + I ⊗ I ⊗ {(H̃3
2f)(η, ξ)}, (6)

где

(H̃1
2f)(λ, µ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi + cosµi]
}
f(λ, µ)

+ U

∫

T ν

f(s, λ+ µ− s)ds+ U

∫

T ν

f(s, λ+ θ − s)ds+ U

∫

T ν

f(s, λ+ ξ − s)ds,

(H̃2
2f)(γ, θ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos γi + cos θi]
}
f(γ, θ)

+ U

∫

T ν

f(s, γ + θ − s)ds+ U

∫

T ν

f(s, µ+ γ − s)ds+ U

∫

T ν

f(s, µ+ θ − s)ds,

и

(H̃3
2f)(η, ξ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos ηi + cos ξi]
}
f(η, ξ)

+ U

∫

T ν

f(s, η + ξ − s)ds+ U

∫

T ν

f(s, γ + ξ − s)ds+ U

∫

T ν

f(s, θ + η − s)ds;

здесь I — единичный оператор в пространстве двухэлектронных состояний H̃2. Формула (6)
дает возможность выражать спектр оператора 2H̃0

s через спектры операторов двухэлетронных
систем H̃1

2 , H̃
2
2 и H̃3

2 .

Действительно,

2H̃0
s
2ψ0

s =
{
6A+ 2B

ν∑

i=1

[
cos λi + cosµi + cos γi + cos θi + cos ηi + cos ξi

]}
f(λ, µ, γ, θ, η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, λ+ µ− t, γ, θ, η, ξ) + f(t, µ, γ, λ+ θ − t, η, ξ) + f(t, λ+ ξ − t, µ, γ, θ, η)

+ f(λ, t, µ+ γ − t, θ, η, ξ) + f(λ, t, γ, θ, µ + η − t, ξ) + f(λ, µ, t, γ + θ − t, η, ξ)

+ f(λ, µ, t, θ, η, γ + ξ − t) + f(λ, µ, γ, t, θ + η − t, ξ) + f(λ, µ, γ, θ, t, η + ξ − t)
]
dt

=
{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi + cosµi]
}
f(λ, µ, γ, θ, η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, λ+ µ− t, γ, θ, η, ξ) + f(t, λ+ θ − t, µ, γ, η, ξ) + f(t, λ+ ξ − t, µ, γ, θ, η)

]
dt

+
{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos γi + cos θi]
}
f(λ, µ, γ, θ, η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(λ, µ, t, γ + θ − t, η, ξ) + f(λ, θ, t, µ+ γ − t, η, ξ) + f(λ, γ, t, µ + η − t, θ, η)

]
dt
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+
{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos ηi + cos ξi]
}
f(λ, µ, γ, θ, η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(λ, µ, γ, θ, t, η + ξ − t) + f(λ, µ, θ, η, t, γ + ξ − t) + f(λ, µ, γ, ξ, t, θ + η − t)

]
dt

=
[{

2A+ 2B
ν∑

i=1

[cos λi + cosµi]
}
f(λ, µ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, λ+ µ− t)dt+ f(t, λ+ θ − t)dt+ f(t, λ+ ξ − t)dt

]]
⊗ I ⊗ I

+ I ⊗
[{

2A+ 2B
ν∑

i=1

[cos γi + cos θi]
}
f(γ, θ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, γ + θ − t)dt+ f(t, µ+ γ − t)dt+ f(t, µ+ η − t)dt

]]
⊗ I

+ I ⊗ I ⊗
[{

2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos ηi + cos ξi]
}
f(η, ξ)

+ U

∫

T ν

[
f(t, η + ξ − t)dt+ f(t, γ + ξ − t)dt+ f(t, θ + η − t)dt

]]
.

Поэтому мы сначала должны исследовать спектр операторов H̃1
2 , H̃

2
2 и H̃3

2 . Так как все
параметры λ, µ, γ, θ, η, ξ и t изменяется в ν-мерном торе T ν , мы можем записать так:

2H̃0
s
2ψ0

s =
[{

2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi + cosµi]
}
f(λ, µ) + 3U

∫

T ν

f(t, λ+ µ− t)dt
]
⊗ I ⊗ I

+ I ⊗
[{

2A+ 2B
ν∑

i=1

[cos γi + cos θi]
}
f(γ, θ) + 3U

∫

T ν

f(t, γ + θ − t)dt
]
⊗ I

+ I ⊗ I ⊗
[{

2A+ 2B
ν∑

i=1

[cos ηi + cos ξi]
}
f(η, ξ) + 3U

∫

T ν

f(t, η + ξ − t)dt
]
.

Следовательно, операторы H̃1
2 , H̃

2
2 и H̃3

2 , выражаются в виде

(H̃1
2f)(λ, µ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi + cosµi]
}
f(λ, µ) + 3U

∫

T ν

f(s, λ+ µ− s)ds,

(H̃2
2f)(γ, θ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos γi + cos θi]
}
f(γ, θ) + 3U

∫

T ν

f(s, γ + θ − s)ds,

и

(H̃3
2f)(η, ξ) =

{
2A+ 2B

ν∑

i=1

[cos ηi + cos ξi]
}
f(η, ξ) + 3U

∫

T ν

f(s, η + ξ − s)ds.
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3. Исследование спектра операторов H̃1
2 , H̃

2
2 и H̃3

2

Спектр оператора A ⊗ I + I ⊗ B, где A и B — плотно определенные ограниченные ли-
нейные операторы, был изучен в работах [18–20]. В них даны явные формулы, выражающие
существенный спектр σess(A⊗ I + I ⊗B) и дискретный спектр σdisc(A⊗ I + I ⊗B) оператора
A ⊗ I + I ⊗ B через спектр σ(A) и существенный спектр σess(A) оператора A, а также через
спектр σ(B) и существенный спектр σess(B) оператора B:

σdisc(A⊗I+I⊗B) =
{
σ(A)\σess(A)+σ(B)\σess(B)

}
\
{
(σess(A)+σ(B)) ∪ (σ(A)+σess(B))

}
, (7)

σess(A⊗ I + I ⊗B) = (σess(A) + σ(B)) ∪ (σ(A) + σess(B)). (8)

Ясно, что σ(A⊗ I + I ⊗B) = {λ+ µ : λ ∈ σ(A), µ ∈ σ(B)}.
Следовательно, мы должны исследовать спектр операторов H̃1

2Λ1
, H̃2

2Λ2
и H̃3

2Λ3
.

Пусть фиксирован полный квазиимпульс двухэлектронной системы λ+µ = Λ1. Обозначим
через L2(ΓΛ1

) пространство функций, квадратично интегрируемых по многообразию ΓΛ1
=

{(λ, µ) : λ+µ = Λ1}. Заметим, что тогда (см. [21]) оператор H̃1
2 и пространство H̃

1

2 ≡ L2((T
ν)2)

можно разложить в прямой интеграл

H̃1
2 =

⊕∫

T ν

H̃1
2Λ1

dΛ1,

H̃
1

2 =
⊕∫

T ν

H̃
1

2Λ1
dΛ1 операторов H̃1

2Λ1
и пространств H̃

1

2Λ1
= L2(ΓΛ1

) так, что пространства H̃
1

2Λ1

окажутся инвариантными относительно операторов H̃1
2Λ1

, а операторы H̃1
2Λ1

в пространствах H̃
1

2Λ1

действуют по формуле

(H̃1
2Λ1

fΛ1
)(λ) =

{
2A+ 4B

ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
cos

(Λi
1

2
− λi

)}
fΛ1

(λ) + 3U

∫

T ν

fΛ1
(s)ds, (9)

где fΛ1
(x) = f(x,Λ1 − x).

Сначала мы исследуем спектр оператора (9).
Известно, что непрерывный спектр оператора H̃1

2Λ1
не зависит от параметра U и состоит

из отрезка

σcont(H̃
1
2Λ1

) = Gν
Λ1

= [mν
Λ1
,Mν

Λ1
] =

[
2A− 4B

ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
, 2A+ 4B

ν∑

i=1

cos
Λi
1

2

]
.

О п р е д е л е н и е 1. Собственная функция ϕΛ1
∈ L2(T

ν×T ν) оператора H̃1
2Λ1

, отвечаю-
щая собственному значению zΛ1

/∈ Gν
Λ1
, называется связанным состоянием (СС) (антисвязан-

ным состоянием (АСС)) оператора H̃1
2 с квазиимпульсом Λ1, а величина zΛ1

— энергией этого
состояния.

Рассмотрим оператор KΛ1
, действующий в пространстве H̃

1

2Λ1
:

(KΛ1
(z)fΛ1

)(x) =

∫

T ν

3U

2A+ 4B
ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
cos(

Λi
1

2
− ti)− z

fΛ1
(t)dt.

Он является вполне непрерывным оператором в пространстве H̃
1

2Λ1
для значений

z /∈ Gν
Λ1

=
[
2A− 4B

ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
, 2A+ 4B

ν∑

i=1

cos
Λi
1

2

]
.

Положим Dν
Λ1
(z) = 1 + 3U

∫

T ν

ds1ds2 . . . dsν

2A+ 4B
ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
cos(

Λi
1

2
− si)− z

.
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Лемма 2. Число z0 /∈ Gν
Λ1

является собственным значением оператора H̃1
2Λ1

тогда и

только тогда, когда оно является нулем функции Dν
Λ1
(z), т. е. Dν

Λ1
(z0) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если z0 — собственное значение оператора H̃1
2Λ1

, то правая часть
формулы (9) равна z0fΛ1

(λ). Отсюда имеем Dν
Λ1
(z0) = 0.

Пусть теперь Dν
Λ1
(z0) = 0. Тогда однородное уравнение

fΛ1
(λ) + 3U

∫

T ν

fΛ1
(s)ds

2A+ 4B
ν∑

i=1

cos
Λi
1

2
cos(

Λi
1

2
− si)− z

= 0

имеет нетривиальное решение. Отсюда следует, что число z = z0 является собственным зна-
чением оператора H̃1

2Λ1
. �

Роль леммы 2 состоит в том, что она позволяет приводить исследование собственных зна-
чений и собственных функций оператора H̃1

2Λ1
к исследованию нулей функции Dν

Λ1
(z).

Рассмотрим одномерный случай.

Теорема 3. 1. Пусть ν = 1 и U < 0, тогда для всех значений параметров гамильтониана

оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z1 = 2A −

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
,

лежащее ниже области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. z1 < m1
Λ1
.

2. Пусть ν = 1 и U > 0, тогда для всех значений параметров гамильтониана опера-

тор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z̃1 = 2A+

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, лежа-

щее выше области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. z̃1 > M1
Λ1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если U < 0, то в одномерном случае, функция D1
Λ1
(z) монотон-

но убывает вне области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. в интервалах (−∞,m1
Λ1
)

и (M1
Λ1
,+∞). Для z < m1

Λ1
функция D1

Λ1
(z) убывает от 1 до −∞, D1

Λ1
(z) → 1 при z → −∞,

D1
Λ1
(z) → −∞ при z → m1

Λ1
− 0. Поэтому ниже значения m1

Λ1
функция D1

Λ1
(z) имеет един-

ственный нуль в точке

z = z1 = 2A−

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
< m1

Λ1
.

Для z > M1
Λ1

и U < 0 функция D1
Λ1
(z) убывает от +∞ до 1, D1

Λ1
(z) → +∞ при z → M1

Λ1
+ 0,

D1
Λ1
(z) → 1 при z → +∞. Поэтому выше значения M1

Λ1
функция D1

Λ1
(z) не обращается в нуль.

Если U > 0 и z < m1
Λ1

функция D1
Λ1
(z) возрастает от 1 до +∞, D1

Λ1
(z) → 1 при z → −∞,

D1
Λ1
(z) → +∞ при z → m1

Λ1
− 0. Поэтому ниже значений m1

Λ1
функция D1

Λ1
(z) не может

обращаться в нуль. Для z > M1
Λ1

и U > 0 функция D1
Λ1
(z) возрастает от −∞ до 1, D1

Λ1
(z) → 1

при z → +∞, D1
Λ1
(z) → −∞ при z →M1

Λ1
+ 0. Поэтому выше значений M1

Λ1
функция D1

Λ1
(z)

обращается в нуль в точке

z = z̃1 = 2A+

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
. �

В двумерном случае мы имеем аналогичные результаты.

Теорема 4. 1. Пусть ν = 2 и U < 0, тогда для всех значений параметров гамильто-

ниана оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z1, лежащее ниже области

непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. z2 < m2
Λ1
.

2. Пусть ν = 2 и U > 0, тогда для всех значений параметров гамильтониана опера-

тор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z̃1, лежащее выше области непрерыв-

ного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. z̃1 > M2
Λ1
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если U < 0, то в двумерном случае функция D2
Λ1
(z) монотонно

убывает вне области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. в интервалах (−∞,m2
Λ1
) и

(M2
Λ1
,+∞). Для z < m2

Λ1
функция D2

Λ1
(z) убывает от 1 до −∞, D2

Λ1
(z) → 1 при z → −∞,

D2
Λ1
(z) → −∞ при z → m2

Λ1
− 0. Поэтому ниже значения m2

Λ1
функция D2

Λ1
(z) имеет един-

ственный нуль в точке z = z1 < m2
Λ1
. Для z > M2

Λ1
и U < 0 функция D2

Λ1
(z) убывает от +∞

до 1, D2
Λ1
(z) → +∞ при z →M2

Λ1
+ 0, D2

Λ1
(z) → 1 при z → +∞. Поэтому выше значения M2

Λ1

функция D2
Λ1
(z) не обращается в нуль. Если U > 0 и z < m2

Λ1
, функция D2

Λ1
(z) возрастает от

1 до +∞, D2
Λ1
(z) → 1 при z → −∞, D2

Λ1
(z) → +∞ при z → m2

Λ1
− 0. Поэтому ниже значе-

ния m2
Λ1

функция D2
Λ1
(z) не может обращаться в нуль. Для z > M2

Λ1
и U > 0 функция D2

Λ1
(z)

возрастает от −∞ до 1, D2
Λ1
(z) → 1 при z → +∞, D2

Λ1
(z) → −∞ при z → M2

Λ1
+ 0. Поэтому

выше значения M2
Λ1

функция D2
Λ1
(z) обращается в нуль в точке z = z̃1. �

Если ν = 3 и Λ1 = (Λ0
1,Λ

0
1,Λ

0
1), то σcont(H̃

1
2Λ1

) =
[
2A− 12B cos

Λ0
1

2
, 2A + 12B cos

Λ0
1

2

]
.

Через W обозначим интеграл Ватсона [22]:

W =
1

π3

π∫

0

π∫

0

π∫

0

3dxdydz

3− cosx− cos y − cos z
≈ 1.516.

Так как мера λ нормированная,

J =

π∫

−π

π∫

−π

π∫

−π

dxdydz

3− cos x− cos y − cos z
=

π∫

−π

π∫

−π

π∫

−π

dxdydz

3 + cosx+ cos y + cos z
=
W

3
.

Теорема 5. Пусть ν = 3 и Λ1 = (Λ0
1,Λ

0
1,Λ

0
1). Тогда

1. Если U < 0 и U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

, то оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное

значение z ниже области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1. Если U < 0 и −

4B cos
Λ0
1

2
W

≤

U < 0, то оператор H̃1
2Λ1

не имеет собственных значений ниже области непрерывного спек-

тра оператора H̃1
2Λ1

.

2. Если U > 0 и U >
4B cos

Λ0
1

2
W

, то оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное

значение z̃1 выше области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Если U > 0 и 0 < U ≤

4B cos
Λ0
1

2
W

, то оператор H̃1
2Λ1

не имеет собственных значений выше области непрерывного

спектра оператора H̃1
2Λ1

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если U < 0, то в трехмерном случае функция D3
Λ1
(z) монотон-

но убывает вне области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. в интервалах (−∞,m3
Λ1
)

и (M3
Λ1
,+∞). Для z < m3

Λ1
функция D3

Λ1
(z) убывает от 1 до 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

, D3
Λ1
(z) → 1

при z → −∞, D3
Λ1
(z) → 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z → m3
Λ1

− 0. Поэтому ниже значение m3
Λ1

функ-

ция D3
Λ1
(z) имеет единственный нуль в точке z = z1 < m3

Λ1
, если 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

< 0, т. е.
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U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

. Для значений −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < 0 уравнение D3
Λ1
(z) = 0 ниже области

непрерывного спектра не имеет решение. Для z > M3
Λ1

и U < 0 функция D3
Λ1
(z) убывает от

1−
UW

4B cos
Λ0
1

2

до 1, D3
Λ1
(z) → 1−

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z →M3
Λ1

+0, D3
Λ1
(z) → 1 при z → +∞. Поэтому

выше значения M3
Λ1

функция D3
Λ1
(z) не обращается в нуль. Если U > 0 и z < m3

Λ1
, функция

D3
Λ1
(z) возрастает от 1 до 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

, D3
Λ1
(z) → 1 при z → −∞, D3

Λ1
(z) → 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2
при z → m3

Λ1
− 0. Поэтому ниже значения m3

Λ1
функция D3

Λ1
(z) не может обращаться в нуль.

Для z > M3
Λ1

и U > 0 функция D3
Λ1
(z) возрастает от 1 −

UW

4B cos
Λ0
1

2

до 1, D3
Λ1
(z) → 1 при

z → +∞, D3
Λ1
(z) → 1 −

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z → M3
Λ1

+ 0. Поэтому выше значения M3
Λ1

функ-

ция D3
Λ1
(z) обращается в нуль в точке z = z̃1, если 1−

UW

4B cos
Λ0
1

2

< 0, т. е. U >
4B cos

Λ0
1

2
W

. Если

же 0 < U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

, то функция D3
Λ1
(z) не обращается в нуль выше значений M3

Λ1
. �

Для получения аналогов теорем 3–5 для операторов H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

достаточно Λ1 заменить
на Λ2 и Λ3 соответственно.

4. Основные результаты работе

Теперь, используя полученные результаты и представление (6), опишем структуру суще-
ственного спектра и дискретный спектр оператора энергии шестиэлектронных систем модели
Хаббарда во втором синглетном состоянии системы.

Теорема 6. 1. Пусть ν = 1 и U < 0, тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состо-

ит из объединений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a+c+e, b+d+f ] ∪ [a+c+z3, b+d+z3] ∪ [a+e+z2, b+f+z2] ∪ [a+z2+z3, b+z2+z3]

∪ [c+ e+ z1, d+ f + z1] ∪ [c+ z1 + z3, d+ z1 + z3] ∪ [e+ z1 + z2, f + z1 + z2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s — из единственного собственного значения σdisc(

2H̃0
s ) =

{z1 + z2 + z3}, которое лежит ниже нижнего края существенного спектра оператора 2H̃0
s .

Здесь и далее

a = 2A− 4B cos
Λ1

2
, b = 2A+ 4B cos

Λ1

2
, c = 2A− 4B cos

Λ2

2
,

d = 2A+ 4B cos
Λ2

2
, e = 2A− 4B cos

Λ3

2
, f = 2A+ 4B cos

Λ3

2
,

z1 = 2A−

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, z2 = 2A−

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ2

2
,

z3 = 2A−

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ3

2
.
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2. Пусть ν = 1 и U > 0, тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объеди-

нений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a+c+e, b+d+f ] ∪ [a+c+ z̃3, b+d+ z̃3] ∪ [a+e+ z̃2, b+f+ z̃2] ∪ [a+ z̃2+ z̃3, b+ z̃2+ z̃3]

∪ [c+ e+ z̃1, d+ f + z̃1] ∪ [c+ z̃1 + z̃3, d+ z̃1 + z̃3] ∪ [e+ z̃1 + z̃2, f + z̃1 + z̃2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s — из единственного собственного значения σdisc(

2H̃0
s ) =

{z̃1 + z̃2 + z̃3}, которое лежит выше правого края существенного спектра оператора 2H̃0
s .

Здесь

z̃1 = 2A+

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, z̃2 = 2A+

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ2

2
,

z̃3 = 2A+

√
9U2 + 16B2 cos2

Λ3

2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В одномерном случае непрерывный спектр оператора H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

состоит из отрезков

[
2A− 4B cos

Λ1

2
, 2A+ 4B cos

Λ1

2

]
,

[
2A− 4B cos

Λ2

2
, 2A + 4B cos

Λ2

2

]

и [
2A− 4B cos

Λ3

2
, 2A+ 4B cos

Λ3

2

]
,

и эти операторы имеют собственные значения z1, z2 и z3 соответственно. Поэтому спектр опе-
ратора 2H̃0

s состоит из множеств (см. [22]) {λ+ µ+ γ : λ ∈ σ(H̃1
2Λ1

), µ ∈ σ(H̃2
2Λ2

), γ ∈ σ(H̃3
2Λ3

)}.

Отсюда и из представления (6) следует, что σess(
2H̃0

s ) состоит из объединений семи отрезков, а
дискретный спектр оператора 2H̃0

s — из единственного собственного значения z1+ z2+ z3, т. е.
σdisc(

2H̃0
s ) = {z1 + z2 + z3}. Это дает утверждение п. 1 теоремы 6. Для доказательства утвер-

ждения п. 2 достаточно в доказательстве утверждения 1 теоремы 6 собственные значения z1, z2
и z3 соответственно заменить на собственные значения z̃1, z̃2 и z̃3. �

Следует отметить, что утверждение теоремы 6 отличается от утверждений теорем 27 и 28
из работы [15]. В теоремах 27 и 28 из [15] показано, что в этом случае оператор энергии ше-
стиэлектронных систем имеет не более одного собственного значения, а в теореме 6 доказано,
что оператор энергии шестиэлектронного второго синглета имеет в точности единственное
собственное значение.

В двумерном случае мы имеем аналогичные результаты.

Теорема 7. 1. Пусть ν = 2 и U < 0, тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состо-

ит из объединений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a+c+e, b+d+f ] ∪ [a+c+z3, b+d+z3] ∪ [a+e+z2, b+f+z2] ∪ [a+z2+z3, b+z2+z3]

∪ [c+ e+ z1, d+ f + z1] ∪ [c+ z1 + z3, d+ z1 + z3] ∪ [e+ z1 + z2, f + z1 + z2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s — из единственного собственного значения σdisc(

2H̃0
s ) =

{z1 + z2 + z3}, которое лежит ниже нижнего края существенного спектра оператора 2H̃0
s .

Здесь и далее a = 2A − 8B cos
Λ1

2
, b = 2A + 8B cos

Λ1

2
, c = 2A − 8B cos

Λ2

2
, d = 2A +

8B cos
Λ2

2
, e = 2A − 8B cos

Λ3

2
, f = 2A + 8B cos

Λ3

2
, а z1, z2, z3 являются собственными зна-

чениями операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

соответственно.
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2. Пусть ν = 2 и U > 0, тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объеди-

нений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a+c+e, b+d+f ] ∪ [a+c+ z̃3, b+d+ z̃3] ∪ [a+e+ z̃2, b+f+ z̃2] ∪ [a+ z̃2+ z̃3, b+ z̃2+ z̃3]

∪ [c+ e+ z̃1, d+ f + z̃1] ∪ [c+ z̃1 + z̃3, d+ z̃1 + z̃3] ∪ [e+ z̃1 + z̃2, f + z̃1 + z̃2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s — из единственного собственного значения σdisc(

2H̃0
s ) =

{z̃1 + z̃2 + z̃3}, которое лежит выше правого края существенного спектра оператора 2H̃0
s .

Здесь z̃1, z̃2, z̃3 являются собственными значениями операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

соот-

ветственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теорема 7 доказывается, как и теорема 6, с учетом изменения
непрерывного спектра и собственных значений операторов: H̃1

2Λ1
, H̃2

2Λ2
и H̃3

2Λ3
. �

Теорема 8. Пусть ν = 3 и Λ1 = (Λ0
1,Λ

0
1,Λ

0
1), Λ2 = (Λ0

2,Λ
0
2,Λ

0
2) и Λ3 = (Λ0

3,Λ
0
3,Λ

0
3). Тогда

1. Если

U < 0, U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

U < 0, U < −
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, U < −
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
или cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z3, b1 + d1 + z3] ∪ [a1 + e1 + z2, b1 + f1 + z2]

∪ [a1 + z2 + z3, b1 + z2 + z3] ∪ [c1 + e1 + z1, d1 + f1 + z1]

∪ [c1 + z1 + z3, d1 + z1 + z3] ∪ [e1 + z1 + z2, f1 + z1 + z2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s — из единственного собственного значения σdisc(

2H̃0
s ) =

{z1 + z2 + z3}.

Здесь и далее a1 = 2A−12B cos
Λ0
1

2
, b1 = 2A+12B cos

Λ0
1

2
, c1 = 2A−12B cos

Λ0
2

2
, d1 = 2A+

12B cos
Λ0
2

2
, e1 = 2A− 12B cos

Λ0
3

2
, f1 = 2A+12B cos

Λ0
3

2
и z1, z2 и z3 являются собственными

значениями операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

, H̃3
2Λ3

соответственно.

2. Если

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
,
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или

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений четырех отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z3, b1 + d1 + z3]

∪ [a1 + e1 + z2, b1 + f1 + z2] ∪ [a1 + z2 + z3, b1 + z2 + z3],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z3, b1 + d1 + z3]

∪ [c1 + e1 + z1, d1 + f1 + z1] ∪ [c1 + z1 + z3, d1 + z1 + z3],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + e1 + z2, b1 + f1 + z2]

∪ [c1 + e1 + z1, d1 + f1 + z1] ∪ [e1 + z1 + z2, f1 + z1 + z2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множество: σdisc(

2H̃0
s ) = ∅.

3. Если

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < −
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
,

тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений двух отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z3, b1 + d1 + z3],
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или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + e1 + z2, b1 + f1 + z2],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [c1 + e1 + z1, d1 + f1 + z1],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множество: σdisc(

2H̃0
s ) = ∅.

4. Если

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
3

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
2

2
> cos

Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
,

или

U < 0, −
4B cos

Λ0
2

2
W

≤ U < 0 и cos
Λ0
3

2
> cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

тогда существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из единственного отрезка σess(

2H̃0
s ) =

[a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1], а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множество

σdisc(
2H̃0

s ) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В трехмерном случае, если Λ1 = (Λ0
1,Λ

0
1,Λ

0
1), Λ2 = (Λ0

2,Λ
0
2,Λ

0
2)

и Λ3 = (Λ0
3,Λ

0
3,Λ

0
3), непрерывный спектр оператора H̃1

2Λ1
, H̃2

2Λ2
и H̃3

2Λ3
состоит из отрезков

[
2A− 12B cos

Λ0
1

2
, 2A + 12B cos

Λ0
1

2

]
,

[
2A− 12B cos

Λ0
2

2
, 2A+ 12B cos

Λ0
2

2

]

и [
2A− 12B cos

Λ0
3

2
, 2A+ 12B cos

Λ0
3

2

]

соответственно. Если U < 0, тогда функция

D3
Λ1
(z) = 1 + 3U

∫

T 3

ds1ds2ds3

2A+ 4B
∑3

i=1 cos
Λ0
1

2
cos(

Λ0
1

2
− si)− z

монотонно убывает вне области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. в интервалах

(−∞,m3
Λ1
) и (M3

Λ1
,+∞). Для z < m3

Λ1
= 2A− 12B cos

Λ0
1

2
функция D3

Λ1
(z) убывает от 1 до

D3
Λ1

(
2A− 12B cos

Λ0
1

2

)
= 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

, D3
Λ1
(z) → 1 при z → −∞,
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D3
Λ1
(z) → 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z → 2A− 12B cos
Λ0
1

2
− 0.

Поэтому ниже значений m3
Λ1

= 2A − 12B cos
Λ0
1

2
функция D3

Λ1
(z) имеет единственный нуль

в точке z = z1 < m3
Λ1
, если выполняется условие 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

< 0, т. е. U < −
4B cos

Λ0
1

2
W

.

Если же U < 0 и −
4B cos

Λ0
1

2
W

≤ U < 0, то функция D3
Λ1
(z) не имеет нуль ниже непрерывного

спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для функций D3
Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) мы имеем аналогичные результаты.

Если все три функции D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) имеют нули, то мы получаем утверждение п. 1

теоремы 8. Если из трех функций D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) две имеют нули, то мы получаем

утверждение п. 2 теоремы 8. А если из трех функций D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) только одна

имеет нуль, то мы получаем, утверждение п. 3 теоремы 8. Если же из трех функций D3
Λ1
(z),

D3
Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) ни одна не имеет нуль, то мы получаем утверждение п. 4 теоремы 8. �

Теорема 9. Пусть ν = 3 и Λ1 = (Λ0
1,Λ

0
1,Λ

0
1), Λ2 = (Λ0

2,Λ
0
2,Λ

0
2) и Λ3 = (Λ0

3,Λ
0
3,Λ

0
3). Тогда

1. Если

U > 0, U >
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
,

или

U > 0, U >
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
или cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

U > 0, U >
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
или cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений семи отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z̃3, b1 + d1 + z̃3]

∪ [a1 + e1 + z̃2, b1 + f1 + z̃2] ∪ [a1 + z̃2 + z̃3, b1 + z̃2 + z̃3]

∪ [c1 + e1 + z̃1, d1 + f1 + z̃1] ∪ [c1 + z̃1 + z̃3, d1 + z̃1 + z̃3] ∪ [e1 + z̃1 + z̃2, f1 + z̃1 + z̃2],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из единственного собственного значения

σdisc(
2H̃0

s ) = {z̃1 + z̃2 + z̃3}.

Здесь и далее a1 = 2A − 12B cos
Λ0
1

2
, b1 = 2A + 12B cos

Λ0
1

2
, c1 = 2A − 12B cos

Λ0
2

2
,

d1 = 2A + 12B cos
Λ0
2

2
, e1 = 2A − 12B cos

Λ0
3

2
, f1 = 2A + 12B cos

Λ0
3

2
и z̃1, z̃2 и z̃3 являются

собственными значениями операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

, H̃3
2Λ3

соответственно.

2. Если

U > 0,
4B cos

Λ0
2

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
,
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или

U > 0,
4B cos

Λ0
3

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
1

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
3

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
1

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
2

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений четырех отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + e1 + z̃2, b1 + f1 + z̃2]

∪ [c1 + e1 + z̃1, d1 + f1 + z̃1] ∪ [e1 + z̃1 + z̃2, f1 + z̃1 + z̃2],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z̃3, b1 + d1 + z̃3]

∪ [c1 + e1 + z̃1, d1 + f1 + z̃1] ∪ [c1 + z̃1 + z̃3, d1 + z̃1 + z̃3],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z̃3, b1 + d1 + z̃3]

∪ [a1 + e1 + z̃2, b1 + d1 + z̃2] ∪ [a1 + z̃2 + z̃3, b1 + z̃2 + z̃3],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множество σdisc(

2H̃0
s ) = ∅.

3. Если

U > 0,
4B cos

Λ0
1

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
1

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
2

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
2

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
,

или

U > 0,
4B cos

Λ0
3

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,
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или

U > 0,
4B cos

Λ0
3

2
W

< U ≤
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединений двух отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [c1 + e1 + z̃1, d1 + f1 + z̃1],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + e1 + z̃2, b1 + f1 + z̃2],

или

σess(
2H̃0

s ) = [a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1] ∪ [a1 + c1 + z̃3, b1 + d1 + z̃3],

а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множество: σdisc(

2H̃0
s ) = ∅.

4. Если

U > 0, 0 < U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

и cos
Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

U > 0, 0 < U ≤
4B cos

Λ0
2

2
W

и cos
Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
,

или

U > 0, 0 < U ≤
4B cos

Λ0
3

2
W

и cos
Λ0
3

2
< cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
или cos

Λ0
3

2
< cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из единственного отрезка σess(

2H̃0
s ) =

[a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1], а дискретный спектр оператора 2H̃0
s есть пустое множествo:

σdisc(
2H̃0

s ) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если U > 0, то функция

D3
Λ1
(z) = 1 + 3U

∫

T 3

ds1ds2ds3

2A+ 4B
∑3

i=1 cos
Λ0
1

2
cos

(Λ0
1

2
− si

)
− z

монотонно возрастает вне области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

, т. е. в интервалах

(−∞,m3
Λ1
) и (M3

Λ1
,+∞). Для z < m3

Λ1
= 2A − 12B cos

Λ0
1

2
функция D3

Λ1
(z) возрастает от 1

до

D3
Λ1

(
2A− 12B cos

Λ0
1

2

)
= 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

, D3
Λ1
(z) → 1 при z → −∞,

D3
Λ1
(z) → 1 +

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z → 2A− 12B cos
Λ0
1

2
− 0.

Поэтому ниже значений m3
Λ1

= 2A− 12B cos
Λ0
1

2
функция D3

Λ1
(z) не может обращаться в нуль.

Если U > 0 и z > M3
Λ1

= 2A+ 12B cos
Λ0
1

2
, то функция D3

Λ1
(z) возрастает

от D3
Λ1

(
2A+ 12B cos

Λ0
1

2

)
= 1−

UW

4B cos
Λ0
1

2
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до 1, D3
Λ1
(z) → 1 −

UW

4B cos
Λ0
1

2

при z → 2A + 12B cos
Λ0
1

2
+ 0, D3

Λ1
(z) → 1 при z → +∞.

Поэтому выше значений M3
Λ1

= 2A + 12B cos
Λ0
1

2
функция D3

Λ1
(z) имеет единственный нуль в

точке z = z̃1 > M3
Λ1
, если выполняется условие 1 −

UW

4B cos
Λ0
1

2

< 0, т. е. U >
4B cos

Λ0
1

2
W

. Если

же U > 0 и 0 < U ≤
4B cos

Λ0
1

2
W

, то функция D3
Λ1
(z) не имеет нуль выше непрерывного спектра

оператора H̃1
2Λ1

.

Для функций D3
Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) мы имеем аналогичные результаты. Если все три функции

D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) имеют нули, то мы получаем утверждение п. 1 теоремы 9. Если из

трех функций D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) две имеет нули, то мы получаем утверждение п. 2

теоремы 9. А если из трех функций D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) только одна имеет нуль, то мы

получаем утверждение п. 3 теоремы 9. Если же из трех функций D3
Λ1
(z), D3

Λ2
(z) и D3

Λ3
(z) ни

одна не имеет нуль, то мы получаем утверждение п. 4 теоремы 9. �
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