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Рассматривается гладкая невыпуклая задача оптимизации, где ограничения равенства и неравенства и
целевая функция заданы DC функциями. Сначала исходная задача сводится к задаче без ограничений с
помощью теории точного штрафа И.И.Еремина; при этом целевая функция оштрафованной задачи ока-
зывается тоже DC функцией. Далее доказываются необходимые и достаточные условия для минимизи-
рующих последовательностей оштрафованной задачи. На этой основе предложен “теоретический метод”
построения минимизирующей последовательности для оштрафованной задачи с фиксированным пара-
метром штрафа и, кроме того, доказана сходимость метода. Исходя из известного метода локального
поиска (МЛП) и его свойств, разработана новая схема глобального поиска (СГП), основанная на усло-
виях глобальной оптимальности с варьированием штрафного параметра. При этом последовательность,
построенная с использованием СГП, оказывается минимизирующей в “предельной” оштрафованной зада-
че, а каждый ее терм zk+1 оказывается приближенно критическим вектором для МЛП и приближенным
решением текущей оштрафованной задачи (Pk) , (Pσk

). Наконец, при дополнительном условии “при-
ближенной допустимости” построенная последовательность оказывается минимизирующей для исходной
задачи с DC ограничениями.
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Введение

Около 60 лет назад почти одновременно и независимо друг от друга И.И. Еремин [5] и
В. Зангвилл [48; 49] изобрели “точный штраф”, стремительно завоевавший популярность у
специалистов по всему миру. Определенная простота и ясность, теоретическая обоснован-
ность, а также эффективность при исследовании и решении широкого спектра приклад-
ных задач на протяжении последних десятилетий придали новому математическому ап-
парату солидный характер авторитетного направления в теории и методах оптимизации

1Работа выполнена в рамках базового проекта фундаментальных исследований Минобрнауки РФ
“Теоретические основы, методы и высокопроизводительные алгоритмы непрерывной и дискретной
оптимизации для поддержки междисциплинарных научных исследований” (номер гос. регистрации:
121041300065-9, код проекта FWEW-2021-0003).



186 А.С.Стрекаловский

[1;3–6;10;11;14;15;17–19;21;24;27;29–31;35;42;44;48–50]. Параллельно на рубеже ХХ и ХХI вв.
естественно появились и новые вызовы, такие, например, как численный поиск ситуаций рав-
новесия, решение иерархических задач управления, которые еще более усложняются в дина-
мических системах, и т. п. [1; 3; 4; 8; 9; 11–14;36; 37; 39; 47].

С другой стороны, нетрудно видеть, что вышеуказанные задачи оказываются невыпуклы-
ми [1;3–7;11–15;18;23;25–28;30;31;35;39;47], даже когда исходные данные являются линейными
или выпуклыми, т. е. могут обладать большим (и даже огромным) количеством локальных и
стационарных решений. Поэтому сама невыпуклость задач оптимизации может быть оценена
как вызов XXI в., а задачи оптимизации естественно распадаются на два класса: выпуклые и
невыпуклые. Первые считаются хорошо решаемыми численными методами выпуклой оптими-
зации (градиентными, ньютоновскими, SQP, IPM, TRM и т. д.), а также пакетами прикладных
программ (CPLEX, X-Press, Gurobi и т. д.), причем без экспоненциального роста объема вы-
числений при линейном росте размерности задачи (отсутствие “проклятия размерности”).

В то же время для огромного поля невыпуклых задач классический аппарат продемон-
стрировал очевидную неэффективность и крайнюю неоперабельность в смысле отыскания
глобальных решений [1; 3; 4; 7; 9; 12; 14; 18; 20; 23; 28; 30–35;37; 47].

Этим объясняется широкая популярность упрощающих идей, таких как B&B-подход и
близкие ему идеологически другие методы, например отсечения или фрагментация допусти-
мой области и последующий анализ субзадач. Все эти идеи неизбежно ведут к “проклятию
размерности”. Одновременно с этим имеет место полное отрицание классического аппарата
выпуклой оптимизации [23;28;47]. Такими же являются “биоинициированные методы”, генети-
ческий алгоритм, нейронные сети и т. п. Более того, эти подходы становятся все более и более
популярными, несмотря на отсутствие какого-либо математического (или другого теоретиче-
ского) обоснования и вследствие отсутствия математической подготовки.

В данной статье для невыпуклых задач разрабатывается другой путь, “более математи-
ческий”, нежели вышеупомянутые. Рассматривается общая задача, где данные заданы DC
функциями, т. е. разностями выпуклых функций. Как известно, любая непрерывная задача
оптимизации может быть аппроксимирована на компакте с любой заданной точностью по-
средством DC задачи [12–14;23; 27; 28]. При этом большую роль играет теория точного штра-
фа (ТТШ) И.И.Еремина, с помощью которой задача (P) с DC ограничениями типа равенств
и неравенств сводится к задаче (Pσ) без ограничений и c целевой DC функцией.

Далее, для минимизирующих последовательностей задачи (Pσ) разрабатываются необхо-
димые и достаточные условия глобальной оптимальности (УГО), излагается теоретический
метод решения задачи (Pσ) (основанный на УГО), исследуется его сходимость.

Кроме того, рассматривается один из возможных методов локального поиска (МЛП), в
рамках которого используются классические методы выпуклой оптимизации, что является
очевидным преимуществом предлагаемого подхода [12–14;40–42].

Наконец, для решения оштрафованной DC задачи (Pσ) представлена новая схема глобаль-
ного поиска (СГП), где используются МЛП с выбором параметра штрафа, а также процедуры
выхода из критических точек (построенных локальным поиском), основанные на условиях
оптимальности и теоретическом методе.

При естественных и не ограничительных предположениях доказана сходимость СГП с ва-
риацией параметра штрафа, так что на каждой итерации глобального поиска используется
свой параметр штрафа σk > 0, построенный локальным поиском. При этом σk+1 ≥ σk и
последовательность {zk}, сгенерированная СГП с разрешающей аппроксимацией (СГRП1),
оказывается минимизирующей для предельной задачи (P∗∗) := (Pσ∗∗

), где σ∗∗ = lim
k→∞

σk.

Наконец, если {zk} является допустимой в исходной задаче (P), т. е. lim
k→∞

W (zk) = 0, где

W (·) — функция штрафа, то {zk} будет минимизирующей в исходной задаче (P). Эти условия
создают теоретический фундамент для численного решения сложных прикладных задач DC
оптимизации.
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1. Постановка задачи и точный штраф

Рассмотрим следующую задачу оптимизации:





(P) :

f0(x) := g0(x)− h0(x) ↓ min
x

, x ∈ S,

fi(x) := gi(x)− hi(x) ≤ 0, i ∈ I := {1, . . . ,m},
fi(x) := gi(x)− hi(x) = 0, i ∈ E := {m+ 1, . . . , l},

(1.1)

где функции gi(x), hi(x), i ∈ {0} ∪ I ∪ E , являются гладкими, выпуклыми и собственными на
открытом выпуклом множестве Ω ⊂ R

n, gi, hi : R
n → R, а множество S — выпуклое замкнутое

множество, S ⊂ Ω ⊂ R
n. Таким образом, fi(·), i ∈ {0} ∪ I ∪ E , оказываются DC функциями на

выпуклом открытом множестве Ω [12; 26–28;30; 31; 38; 47].
Пусть далее допустимое множество F задачи (P): F := {x ∈ S | fi(x) ≤ 0, i ∈ I,

fi(x) = 0, i ∈ E} не пусто, а оптимальное значение V(P) задачи (P) конечно:

(Af ) : V(P) := inf(f0,F) := inf
x
{f0(x) | x ∈ F} > −∞. (1.2)

Далее введем вспомогательную (оштрафованную) задачу

(Pσ) : Fσ(x) := f0(x) + σW (x) ↓ min
x

, x ∈ S,

где σ ≥ 0 — штрафной параметр, а штрафная функция задана равенством

W (x) := max{0, f1(x), . . . , fm(x)}+
∑

j∈E

|fj(x)|.

Хорошо известно, что при дополнительных условиях регулярности задачи (P)–(1.1) воз-
никают определенные взаимосвязи между задачами (P) и (Pσ) [3; 5; 7; 11; 17–21;26–28;47].

Например, если точка z ∈ S является решением задачи (Pσ) и при этом z допустима в
исходной задаче: z ∈ F , то z оказывается решением и исходной задачи. Обратное утверждение,
вообще говоря, несправедливо [1; 3; 6; 7; 17–19;27; 30; 31; 44; 48–50].

Итак, очевидно, что ТТШ, открытая почти одновременно и независимо И.И.Ереминым
и В. Зангвиллом [5; 6; 18; 48–50], позволяет осуществить разработку новых численных мето-
дов локального и глобального поиска для невыпуклых задач, возникающих в неисчислимом
множестве важнейших приложений [4; 7–15;17; 19; 23; 28; 30; 31; 35; 47].

Это обосновано тем, что ключевое свойство ТТШ о существовании порогового значения
σ∗ > 0 штрафного параметра, когда V(P) = V(Pσ) ∀σ > σ∗ (т. е. в этом смысле задачи (P) и
(Pσ) эквивалентны), позволяет решать лишь одну задачу (Pσ) без ограничений вместо решения
последовательности задач (Pσk

) при σk ↑ ∞ [1; 3; 4; 7–10;24; 28; 50].

Однако необходимо отметить, что теоремы существования порога σ∗ > 0 в вычислитель-
ном процессе отыскания локального и тем более глобального решений не индуцируют методов
и даже приемов отыскания порога σ∗. В данной статье на это обстоятельство обращено до-
статочно внимания. Ниже, где это требуется, будем предполагать выполнение достаточных
условий существования порога σ∗ > 0 для задачи (P) DC оптимизации.

2. DC декомпозиция задачи (Pσ) и минимизирующие последовательности

Сначала докажем, что целевая функция Fσ(·) задачи (Pσ) является DC функцией, т. е.
представима в виде разности двух выпуклых функций. В самом деле, как нетрудно видеть
[3; 12; 17; 22; 26–28;30; 31; 47],

|fi(x)| = |gi(x)− hi(x)| = 2max{gi(x), hi(x)} − [gi(x) + hi(x)],
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и тогда с помощью этих равенств получаем искомое представление

Fσ(x) , f0(x) + σmax{0, fi(x), i ∈ I}+ σ
∑

j∈E

|fj(x)| = Gσ(x)−Hσ(x),

Hσ(x) := h0(x) + σ
[∑

i∈I

hi(x) +
∑

j∈E

(gj(x) + hj(x))
]
,

Gσ(x) := Fσ(x) +Hσ(x) = g0(x) + 2σ
∑

j∈E

max{gj(x);hj(x)}

+ σmax

{ ∑
j∈I

hj(x);
[
gi(x) +

j 6=i∑
j∈I

hj(x)
]
, i ∈ I

}
.

Ясно, что обе функции Gσ(·) и Hσ(·) оказываются выпуклыми и поэтому Fσ(·) — это DC
функция [12;23;26–28;30;31;47]. Очевидно, что если вектор z допустим в исходной задаче (P),
то W (z) = 0, и, значит, для числа ζ := f0(z) справедливы равенства (∀σ > 0), Fσ(z) ,

f0(z) + σW (z) = f0(z) = ζ.
Далее напомним, что в работах [15; 43–45] были доказаны условия глобальной оптималь-

ности для допустимого вектора в задачах (P) и (Pσ) (при фиксированном σ > 0). Обратим
теперь внимание на минимизирующие последовательности [1; 2; 4; 7–10;12].

О п р е д е л е н и е 2.1. (a) Последовательность {zk} ⊂ S будем называть минимизирую-
щей для задачи (P) при выполнении двух следующих условий:

(i) lim
k→∞

f0(z
k) = V(P) , inf

x
{f0(x) | x ∈ F} > −∞; (2.1)

(FC) : (ii) lim
k→∞

W (zk) = 0. (2.2)

(b) Последовательность {zk} ⊂ S является минимизирующей для задачи (Pσ) (σ > 0), если

lim
k→∞

Fσ(z
k) = V(Pσ) , inf

x
{Fσ(x) | x ∈ S}. (2.3)

Введем обозначения для множеств минимизирующих последовательностей M(P) и M(Pσ)
для задач (P) и (Pσ) соответственно.

Лемма 1. Пусть для некоторого фиксированного числа σ > 0 последовательность

{zk} ⊂ S является минимизирующей в задаче (Pσ) : {z
k} ∈ M(Pσ). Дополнительно пред-

положим, что {zk} удовлетворяет “условию допустимости” (2.2). Тогда {zk} оказывается

минимизирующей для исходной задачи (P)–(1.1) : {zk} ∈ M(P) и, кроме того,

V(Pσ) = V(P). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. (A) Итак, в силу (2.3) имеем

lim
k→∞

[f0(z
k) + σW (zk)] = V(Pσ) ≤ f0(x) + σW (x) ∀x ∈ S. (2.5)

С другой стороны, используя (2.2) получаем, что последовательность {ρk} : ρk :=σW (zk)≥ 0,
k = 0, 1, 2, . . . , такова, что lim

k→∞
ρk = 0.

Поэтому с помощью (2.5) нетрудно видеть, что существует числовая последователь-
ность {εk}, εk > 0, k = 0, 1, 2, . . . , εk ↓ 0 (k ↑ ∞) такая, что

−∞ < V(P) ≤ f0(z
k) ≤ f0(z

k) + σW (zk) , f0(z
k) + ρk

≤ V(Pσ) + εk ≤ f0(x) + σW (x) + εk ∀x ∈ S.
(2.6)
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(B) Далее, поскольку последовательности {ρk} и {Fσ(z
k) = f0(z

k)+ρk} сходятся (последняя
в силу (2.3)), то последовательность {f0(z

k) = Fσ(z
k)− ρk} также сходится, соответственно

lim
k→∞

f0(z
k) = lim

k→∞
Fσ(z

k)− lim
k→∞

ρk = V(Pσ). (2.7)

А тогда из (2.6) вытекает, что

V(P) ≤ f0(z
k) ≤ f0(x) + εk ∀x ∈ F ,

откуда при k ↑ ∞ с учетом (2.7) получаем

V(P) = lim
k→∞

f0(z
k) = V(Pσ).

Значит, {zk} ∈ M(P) и справедливо равенство (2.4). Что и требовалось доказать. �

3. Свойства минимизирующих последовательностей

Для произвольного фиксированного числа σ > 0 и произвольного вектора z ∈ S, ζ := Fσ(z),
введем следующую функцию:

ϕσ(z) := inf
(x,y,β)

{Gσ(x)− β − 〈∇Hσ(y), x− y〉 | x ∈ S,

Hσ(y) = β − ζ, Gσ(y) ≤ β ≤ β+ := sup(Gσ(·), S)}.
(3.1)

Если в (3.1) положить y := z, x := z, то получим β = β0 := Hσ(z) + ζ = Hσ(z) +Fσ(z) = Gσ(z).
Тогда из определения (3.1) следует неравенство

0 = Gσ(z) − β0 − 〈∇Hσ(z), z − z〉 ≥ ϕσ(z).

Это означает, что
ϕσ(z) ≤ 0 ∀z ∈ S. (3.2)

А тогда необходимые условия глобальной оптимальности для точки z ∈ S в задаче (Pσ)
(см. [12–16; 43–45]) “на языке” функции ϕσ(·) равносильны равенству ϕσ(z) = 0. Этот “язык”,
как будет видно ниже, весьма продуктивен для установления факта, что некоторая последо-
вательность {zk} ⊂ S оказывается минимизирующей для задач (P) и (Pσ).

Теорема 1. (i) Пусть последовательность векторов {zk} ⊂ S является минимизиру-

ющей в задаче (P) : {zk} ∈ M(P) и, кроме того, для некоторого числа σ > 0 выполнено

равенство V(P) = V(Pσ). Тогда справедливо следующее условие :

(OC) : lim
k→∞

ϕσ(z
k) = 0. (3.3)

(ii) Если дополнительно для некоторого σ > 0 имеет место предположение

(Ar) : ∃v ∈ S, ∃χ > 0: Fσ(v) ≥ Fσ(z
k) + χ, k = 0, 1, 2, . . . , (3.4)

то условие (OC)–(3.3) становится и достаточным для того, чтобы последователь-

ность {zk} была минимизирующей для задачи (Pσ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Итак, {zk} ∈ M(P). Тогда, поскольку в силу (2.1) и (2.2)
lim
k→∞

W (zk) = 0, имеем

lim
k→∞

Fσ(z
k) , lim

k→∞
[f0(z

k) + σW (zk)] = lim
k→∞

f0(z
k) + σ lim

k→∞
W (zk) = V(P) = V(Pσ). (3.5)
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Это означает, что {zk} ⊂ M(Pσ).
Далее, нетрудно видеть, что ∀(y, β), удовлетворяющих уравнению β−Hσ(y) = Fσ(z

k) =: ζk,
ввиду выпуклости Hσ(·) справедлива следующая цепочка ∀x ∈ S (k = 0, 1, 2, . . .):

Gσ(x)− β − 〈∇Hσ(y), x− y〉 ≥ Gσ(x)− β −Hσ(x) +Hσ(y) = Fσ(x)− Fσ(z
k) = Fσ(x)− ζk.

Следовательно, по определению (3.1) и свойству (3.2) из последней цепочки имеем

0 ≥ ϕσ(z
k) ≥ inf

x
{Fσ(x) | x ∈ S} − Fσ(z

k) = V(Pσ)− Fσ(z
k).

Наконец, с помощью (3.5) при k → ∞ получаем (OC)–(3.3).
(ii) (a) Пусть теперь для некоторых числа σ > 0 и последовательности {zk} ⊂ S выполнены

условие (3.3) и предположение (Ar)–(3.4). Однако эта последовательность {zk} ⊂ S не является
минимизирующей для задачи (Pσ).

Это означает, что найдутся число κ > 0 и достаточно малое число ε > 0, такие что

lim inf
k→∞

Fσ(z
k) ≥ V(Pσ) + ε+ κ.

Отсюда ясно, что найдется вектор u ∈ S, для которого

ζk := Fσ(z
k) ≥ Fσ(u) + κ, k = 0, 1, 2, . . . , κ > 0. (3.6)

Условие (3.6) очевидно равносильно неравенствам

Hσ(u) + ζk ≥ Gσ(u) + κ > Gσ(u), k = 0, 1, 2, . . . ,

что, в свою очередь, эквивалентно геометрическому факту

(u,Gσ(u)) /∈ C := epi(Hσ(·) + ζk) , {(x, γ) ∈ R
n+1 | Hσ(x) + ζk ≤ γ}.

C другой стороны, условие регулярности (Ar)–(3.4) можно переписать следующим образом:

Gσ(v) ≥ Hσ(v) + ζk + χ > Hσ(v) + ζk,

что равносильно включению

(v,Gσ(v)) ∈ intC = int epi(Hσ(·) + ζk).

Принимая во внимание топологические свойства выпуклого множества C [27;38], заключа-
ем, что найдется число αk ∈]0, 1[, для которого выпуклая комбинация (yk, βk) = αk(u,Gσ(u))+
(1− αk)(v,Gσ(v)) ∈ bdC, где bdC := bd{epi[Hσ(·) + ζk]} = {(x, γ) | Hσ(x) + ζk = γ}, является
границей выпуклого множества C. Как следствие, получаем равенства

yk = αku+ (1− αk)v,

βk = αkGσ(u) + (1 − αk)Gσ(v) = Hσ(y
k) + ζk.



 (3.7)

Кроме того, поскольку Gσ(·) — выпуклая функция, имеем

Gσ(y
k) ≤ βk ≤ sup{Gσ(x) | x ∈ S}.

Перепишем теперь (3.7) в следующем виде:

u = α−1
k [yk − (1− αk)v],

Gσ(u) = α−1
k [βk − (1− αk)Gσ(v)].



 (3.8)
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(b) Далее, из определения (3.1) вытекает, что

ϕσ(z
k) ≤ Gσ(u)− βk − 〈∇Hσ(y

k), u− yk〉.

Теперь подставим равенства (3.8) в последнее неравенство. Тогда в силу выпуклости Hσ(·)
получаем

ϕσ(z
k) ≤ α−1

k [βk − (1− αk)Gσ(v)] − βk − 〈∇Hσ(y
k), α−1

k [yk − (1− αk)v] − yk〉

=
1− αk

αk

[βk −Gσ(v)] +
1− αk

αk

〈∇Hσ(y
k), v − yk〉

≤
1− αk

αk

[βk −Gσ(v) +Hσ(v)−Hσ(y
k)] =

1− αk

αk

[ζk − Fσ(v)].

С учетом условия регулярности (Ar)–(3.4) из последней цепочки следует

ϕσ(z
k) ≤

1− αk

αk

[ζk − Fσ(v)] ≤
1− αk

αk

(−χ) < 0. (3.9)

(c) Согласно сделанным в начале п. (ii) предположениям условие (OC )–(3.3) выполне-
но, т. е. lim

k→∞
ϕσ(z

k) = 0. Поэтому из (3.9) получаем lim
k→∞

αk = 1, что в свою очередь влечет

(см. (3.7)) равенства lim
k→∞

yk = u, lim
k→∞

βk = Gσ(u), lim
k→∞

Hσ(y
k) = Hσ(u). А тогда с учетом

равенства ζk , Fσ(z
k) = βk −Hσ(y

k) имеем

lim
k→∞

ζk = lim
k→∞

βk − lim
k→∞

Hσ(y
k) = Gσ(u)−Hσ(u) , Fσ(u),

что противоречит неравенству в (3.6). Следовательно, при условиях (3.3) и (3.4) последова-
тельность {zk} непременно должна быть минимизирующей в задаче (Pσ). �

4. Теоретический метод для задачи (Pσ)

В данном разделе предложена теоретическая схема для решения вспомогательной (оштра-
фованной) задачи (Pσ) для фиксированного σ > 0, использующая условие оптимально-
сти (OC)–(3.3) из теоремы 1. Это условие (3.3) инициирует, в частности, вычисление зна-
чения ϕσ(z

k) на каждой итерации с целью проверки: является ли текущее приближение
zk ∈ S, k = 0, 1, 2, . . . , приближенным глобальным решением оштрафованной задачи (Pσ).
Поэтому ниже описывается численная процедура, в которой на каждой итерации значе-
ние ϕσ(z

k) вычисляется приближенно и только частично.
Пусть задана некоторая итерация zk ∈ S со значением целевой функции ζk := Fσ(z

k). Тогда
следующая точка zk+1 ∈ S вычисляется так, чтобы были выполнены условия (правила) (R1)
и (R2):
(R1): Gσ(z

k+1)− βk − 〈∇Hσ(y
k), zk+1 − yk〉 ≤ Θkϕσ(z

k) + νk, (4.1)

(R2): βk = Hσ(y
k) + ζk, ζk := Fσ(z

k), (4.2)

где последовательности {νk} и {Θk} удовлетворяют условиям

0 < Θ < Θk ≤ 1, νk > 0, k = 1, 2, . . . ,

∞∑

k=0

νk < +∞. (4.3)

Кроме того, ниже будет использовано следующее условие на стартовое приближение z0 ∈ S :

(A0) : ∃v ∈ S, ∃κ > 0: Fσ(z
0) ≤ Fσ(v) − κ −

∞∑

k=0

νk. (4.4)
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Очевидно, что условие (4.4) не является ни слишком ограничительным, ни отягчающим для
постановки задач (P) и (Pσ). При этом нетрудно видеть, что в силу предположения (1.2)
функция Fσ(·) также ограничена снизу на S: V(Pσ) ≥ V(P) > −∞, так как σ ≥ 0 и
W (x) ≥ 0 ∀x ∈ S ⊂ R

n.

При сделанных предположениях справедлив следующий результат.

Теорема 2. i) Пусть последовательность {zk} построена согласно правилам (R1)–(4.1),
(R2)–(4.2) и (4.3). Тогда выполнено условие (OC)–(3.3).

ii) Если, кроме того, для стартового вектора z0 выполнено условие (A0)–(4.4), то после-

довательность {zk}, построенная по правилам (R1)–(4.1), (R2)–(4.2) и (4.3), оказывается

минимизирующей для задачи (Pσ) : {z
k} ∈ M(Pσ).

iii) Произвольная предельная точка z∗ последовательности {zk} доставляет точную

нижнюю грань функции Fσ(·) на множестве S, а в случае замкнутости S z∗ является гло-

бальным решением задачи (Pσ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) С помощью свойства (3.2) и правил (4.1)–(4.3), a также вы-
пуклости функции Hσ(·) имеем

νk ≥ Θkϕσ(z
k) + νk ≥ Gσ(z

k+1)− βk − 〈∇Hσ(y
k), zk+1 − yk〉

≥ Gσ(z
k+1)− βk −Hσ(z

k+1) +Hσ(y
k) = Fσ(z

k+1)− Fσ(z
k),



 (4.5)

откуда немедленно следует, что

Fσ(z
k) + νk ≥ Fσ(z

k+1), νk > 0, k = 1, 2, . . . ,

∞∑

k=0

νk < ∞. (4.6)

Соотношения (4.6) означают, что числовая последовательность {ak := Fσ(z
k)} является “по-

чти” монотонно убывающей (невозрастающей), и поэтому (см. [1], гл. 2, лемма 2.6.2) суще-
ствует конечный предел lim

k→∞
Fσ(z

k) = F∗ ≥ V(Pσ) ≥ V(P) > −∞. Более того, используя

неравенство (см. (4.5)) νk ≥ Θkϕσ(z
k) + νk ≥ Fσ(z

k+1)− Fσ(z
k) при k ↑ ∞, получаем условие

оптимальности (OC)–(3.3).

(ii) Далее, нетрудно видеть, что условие (A0)–(4.4) на стартовый вектор z0 порожда-
ет условие регулярности (Ar)–(3.4)для последовательности {zk} (построенной по правилам
(R1)–(4.1), (R2)–(4.2) и (4.3)). Тогда согласно теореме 1 условие (OC)–(3.3) становится доста-
точным для того, чтобы последовательность {zk} была минимизирующей в задаче (Pσ).

Действительно, используя (OC)–(3.3), (4.6) и (A0)–(4.4), имеем

Fσ(v)− κ −
∞∑

s=0

νs ≥ Fσ(z
0) ≥ Fσ(z

k)−
k−1∑

s=0

νs ≥ Fσ(z
k)−

∞∑

s=0

νs,

откуда очевидно вытекает Fσ(v) − κ ≥ Fσ(z
k), k = 1, 2, . . . , что полностью совпадает с

(Ar)–(3.4), как и требовалось.

(iii) Заключительные утверждения теоремы очевидны. �

5. Локальный поиск

Как известно, при разработке методов решения задачи (Pσ) без ограничений типа нера-
венств и равенств основной целью тем не менее считается исходная задача (P). А поскольку
задачи (P) и (Pσ) невыпуклы, то для их решения предлагается двухэтапная схема:

а) локальный поиск;
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б) процедуры выхода из критических точек (полученных локальным поиском), основанные
на условиях глобальной оптимальности (см. [12–15;43–45] и теорему 1).

При этом необходимо отметить очень важную роль МЛП в общем успехе, поскольку, в
частности, обычно эффективные для конкретной задачи (P) (возникающей, например, при
поиске равновесий по Нэшу в полиматричной игре, поиске оптимистических и гарантирован-
ных решений двухуровневых задач оптимизации и т. п.) МЛП, их идеи, теоремы сходимости
и т. д. сильно разнятся [12–14;39–42].

Здесь будем рассматривать один из вариантов методов последовательного решения линеа-
ризованных задач или метода Куранта — Фан Дин Тао (называемый, чаще всего, DCA) [30;31].

Ниже представлена стандартная схема DCA последовательного решения задач вида

(PsLs) : Φs(x) := Φµs
(x) := Gs(x)− 〈∇Hs(x

s), x〉 ↓ min
x

, x ∈ S, (5.1)

где xs — текущая итерация, s = 1, 2, . . . , а также основные результаты по сходимости МЛП,
приведенные в [12;39–42]. Для простоты и ясности представления ниже используются следую-
щие обозначения: Hs(·) := Hµs

(·), Gs(·) := Gµs
(·), (Ps) := (Pµs

), где {µs} — последовательность
штрафных параметров.

Пусть заданы стартовый вектор x0 ∈ S, текущая итерация xs ∈ S и текущее значение
штрафного параметра µs > 0. Тогда следующая итерация xs+1 ∈ S ищется из условия

Φs(x
s+1)− δs := Gs(x

s+1)− 〈∇Hs(x
s), xs+1〉 − δs

≤ inf
x
{Φs(x)

△
= Gs(x)− 〈∇Hs(x

s), x〉 | x ∈ S} =: Vs ≤ Φs(x
s)

△
= Gs(x

s)− 〈∇Hs(x
s), xs〉,

(5.2)

где

δs > 0, s = 0, 1, 2, . . . ,

∞∑

s=0

δs < +∞.

Пусть, кроме того, заданы начальное значение µ− > 0 штрафного параметра вместе с двумя
параметрами МЛП ρ1 ∈]0, 1[, ρ2 ∈ [2, 10] и последовательность {ωs}, ωs > 0, s = 0, 1, 2, . . . ,
ωs ↓ 0 (s ↑ ∞). Тогда первый вариант МЛП описывается следующим образом (см. также
[12–16;22; 30; 31; 40–42]).

Схема 1 локального поиска (СЛП1)

Шаг 0. Положить s := 0, xs := x0, µs := µ−.

Шаг 1. Найти (δs -) приближенное решение x(µs) задачи (PsLs)
△
= (Pµs

Ls)–(5.1):
x(µs) ∈ δs−Sol(PsLs).

Шаг 2. Если W (x(µs)) ≤ ωs, то положить µ+ := µs, x(µ+) := x(µs) и перейти на шаг 6.

Шаг 3. (W (x(µs)) > ωs) Если выполнено неравенство

Φs(x
s)− Φs(x(µs)) ≥ ρ1µs[W (xs)−W (x(µs))],

то положить µ+ := µs, x(µ+) := x(µs) и перейти на шаг 6.

Шаг 4. Увеличить число µs > 0 так, что µ+ := ρ2µs, ρ2 ∈ [2, 10], и отыскать (δs-) приближенное
решение x(µ+) следующей линеаризованной задачи:

(P+L+) : Φ+(x) := G+(x)− 〈∇H+(x(µs)), x〉 ↓ min
x

, x ∈ S,

где G+ := Gµ+
, H+ := Hµ+

, так что x(µ+) ∈ δs−Sol(P+L+).

Шаг 5. Положить x(µs) := x(µ+), µs := µ+ и вернуться на шаг 2.
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Шаг 6. Положить µs+1 := µ+, xs+1 := x(µ+) ∈ S, s := s+ 1, и вернуться на шаг 1. �

Обратимся далее к известным результатам о сходимости [40–42].
Введем следующие предположения:

(AW ) :

(a) : ξs := (µs+1 − µs)W (xs) ≥ 0, s = 0, 1, 2, . . . ;

(b) :

∞∑

s=0

ξs
△
=

∞∑

s=0

(µs+1 − µs)W (xs) < +∞.





(5.3)

Ясно, что (AW )–(5.3) влечет неравенства µs+1 ≥ µs > 0 и что [40–42]

Fs+1(x
s+1) ≤ Fs(x

s) + ξs, s = 0, 1, 2, . . . ,

откуда с помощью (AW )–(5.3) следует, что последовательность {Fs(x
s)} оказывается “почти”

невозрастающей и справедлив следующий результат [40; 41].

Предложение 1. Пусть выполнены предположения (Af )–(1.2) и (AW )–(5.3).
Тогда последовательность {xs} ⊂ S, спродуцированная СЛП1, такова, что числовые по-

следовательности {Fs(x
s)} и {∆Φs+1}, где ∆Φs+1 := Φs+1(x

s) − Φs+1(x
s+1)

△
= Gs+1(x

s) −
Gs+1(x

s+1) + 〈∇Hs+1(x
s), xs+1 − xs〉, сходятся, так что

(a) : lim
s→∞

Fs(x
s) =: F∗ > −∞; (b) : lim

s→∞
∆Φs+1 = 0.

К тому же нетрудно показать, что при условии

(Astr) :
По крайней мере, одна из функций hi, i ∈ I ∪ E ∪ {0},

gj , j ∈ E , является сильно выпуклой;

}
(5.4)

функции Hµ(·), Hs(·), Hs+1(·) оказываются также сильно выпуклыми [1; 4; 17; 22; 26; 27; 35; 41;
47]. Напомним, что для любой DC функции f(x) = g(x) − h(x) выпуклые компоненты g(·) и
h(·) всегда могут быть сделаны сильно выпуклыми [1; 7; 12; 17; 23; 26–28;39; 47].

Предложение 2 [1; 30; 31; 39–41]. Пусть предположение (Astr)–(5.4) выполнено.

Тогда последовательность {xs}, построенная СЛП1, оказывается фундаментальной,

т. е.

lim
s→∞

||xs − xs+1|| = 0.

Предположим, что имеет место условие

(Aup) : ∃µup ∈ R : µup ≥ µs, s = 0, 1, 2, . . . , (5.5)

которое с практической точки зрения выглядит достаточно естественно. Более того, комбини-
руя (5.5) и (5.3), получаем, что существует µ∗ ≥ 0 такое, что lim

s→∞
µs = µ∗. Это немедленно

влечет такой результат. Введем следующие обозначения:

G∗(x) := Gµ∗
(x) = g0(x) + µ∗GW (x),

H∗(x) := Hµ∗
(x) = h0(x) + µ∗HW (x), W (x) = GW (x)−HW (x).

Теорема 3. Пусть выполнены условия (AW )–(5.3), (Af )–(1.2), (Astr)–(5.4) и (Aup)–(5.5).
Тогда любая предельная точка x∗ последовательности {xs} построенной СЛП1 является

решением следующей выпуклой (линеаризованной) задачи:

(P∗L∗) : Φ∗(x) := G∗(x)− 〈∇H∗(x∗), x〉 ↓ min
x

, x ∈ S. (5.6)
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З а м е ч а н и е 5.1. Назовем точку, удовлетворяющую (5.6), критической (по отношению
к МЛП). Тогда ясно, что понятие критической точки, определенной в теореме 3, значитель-
но сильнее и строже, чем понятие обычной стационарной (ККТ) точки, генерируемой стан-
дартными (классическими) методами решения задачи (P). С другой стороны, оно совершенно
естественно, поскольку метод, описываемый неравенством (5.2) или СЛП1, уже “дальше” не
работает — он остается в той же точке x∗, где и производится частичная линеаризация.

С учетом вычислительного опыта решения как тестовых, так и прикладных задач оптими-
зации было бы разумным предложить некоторую комбинацию нескольких критериев останова
для СЛП1 на основе теорем 1–3 и предложений 1 и 2. Таковыми могли бы быть, например,
следующие [30;31; 39–42]:

(a) : W (x+) = 0 (или W (x+) ≤ ω); (b) : ||x+ − xs|| ≤ τ ; (c) : µs+1 − µs ≤ ω.

К сожалению, каждый из этих критериев по отдельности говорит слишком мало о той фазе
вычислительного процесса, в которой мы находимся (об итерации s).

В то же время предложение 1 подсказывает, что неравенство

Φs(x
s)− Φs(x

s+1) ≤
τ

2
(5.7)

также может быть использовано в качестве критерия останова, поскольку из главного нера-
венства (5.2) и (5.7) вытекает, что

Φs(x
s)

△
= Gs(x

s)− 〈∇Hs(x
s), xs〉 ≤

τ

2
+ Φs(x

s+1) ≤ Vs + δs +
τ

2
,

где Vs , infx{Φs(x) | x ∈ S}. Откуда при δs ≤
τ

2
получаем Φs(x

s) ≤ Vs+ τ, так что xs является

τ -решением задачи (PsLs), что неплохо для МЛП в задаче (Ps)
△
= (Pµs

). Более того, используя
неравенство (5.2), имеем с помощью выпуклости Hs(·)

δs ≤ Vs −Φs(x
s+1) ≤ Φs(x

s)− Φs(x
s+1)

△
= Gs(x

s)−Gs(x
s+1) + 〈∇Hs(x

s), xs+1 − xs〉

≤ Gs(x
s)−Gs(x

s+1) +Hs(x
s+1)−Hs(x

s) = Fs(x
s)− Fs(x

s+1),

откуда посредством предложения 1 можно показать, что lim
s→∞

[Φs(x
s)−Φs(x

s+1)] = 0. Это дает

дополнительные основания для использования критерия (5.7), поскольку он самый простой в
вычислительном плане (на s-й итерации минимизируем функцию Φs(·)).

Обозначим через µk (k = 1, 2, . . .) конечное значение параметра штрафа µ > 0, при котором
выполнены критерии останова.

6. Глобальный поиск

В этом разделе предлагается вычислительная схема, которая, во-первых, позволяет улуч-
шить значение Fk(z

k) := Fσk
(zk) целевой функции задачи (Pk := (Pσk

)) в критической точ-
ке zk, построенной неким МЛП (например, представленным в разд. 5). При этом улучшение
достигается с помощью теорем 1 и 2, которые предлагают для этой цели исследовать следую-
щую вспомогательную задачу оптимизации:

(APkL) :

{
Ψ(x, y, β) := Gk(x)− β − 〈∇Hk(y), x− y〉 ↓ min

x,y,β
, x ∈ S,

(y, β) ∈ R
n+1 : β −Hk(y) = ζk := Fk(z

k), Gk(y) ≤ β ≤ β+ := sup{Gk(x) | x ∈ S},

где Gk(·) := Gσk
(·), Hk(·) := Hσk

(·), а минимизация должна быть исполнена для трех перемен-
ных x, y ∈ R

n, β ∈ R. Однако можно отметить, что задача (APkL), по-видимому, сравнима
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по трудности с (Pσ) и (P), поскольку появились дополнительные переменные (y, β) ∈ R
n+1.

К тому же, (APkL) — это невыпуклая задача. Поэтому разумным было бы ее декомпозиро-
вать на несколько более простых и легче решаемых, чем (APkL), задач. При этом внутри
этой схемы выигрышным было бы использовать некий алгоритм локального поиска, скажем,
представленный в разд. 5. Напомним, что МЛП продуцирует приближенно критическую точ-
ку zk ∈ S, одновременно доставляя соответствующее значение σk := µk штрафного параметра.
Ниже представлена одна из возможных схем поиска глобального решения задачи (Pσ) с ва-
рьируемым значением параметра штрафа σk > 0, что требует особого внимания.

Пусть далее заданы стартовая точка x0 ∈ S и числовые последовательности {τk},
{δk}, {ωk}, такие что τk, δk, ωk > 0, k = 0, 1, 2, . . . , τk ↓ 0, δk ↓ 0, ωk ↓ 0 (k ↑ ∞).

Схема 1 глобального поиска (СГП1)

Шаг 0. Положить k := 0, xk := x0 ∈ S, σ− := 1.

Шаг 1. Стартуя из xk ∈ S со значением σ = σ− штрафного параметра с помощью МЛП найти
τk-критическую точку zk ∈ S с новым, вообще говоря, значением σk ≥ σ− штрафного
параметра, так что (σk := µk, где µk — конечное значение µs в локальном поиске)

ζk := Fk(z
k) ≤ Fk(x

k), W (zk) ≤ ωk,

и, в частности, выполнено “неравенство критичности”

Gk(z
k)− 〈∇Hk(z

k), zk〉 − τk ≤ inf
x
{Gk(x)− 〈∇Hk(z

k), x〉 | x ∈ S}. (6.1)

Шаг 2. Выбрать число β ∈ [β−, β+], с помощью некоторого метода одномерного поиска, стар-
туя, скажем, из β1 := Gk(z

k) или β− := inf
x
{Gk(x) | x ∈ S}.

Шаг 3. Построить конечную аппроксимацию

Ak(β) = {v1, . . . , vN | Hk(v
i) = β − ζk, i = 1, . . . , N = Nk(β)}

и согласно условиям оптимальности [12–15;43–45] и теореме 1 сформировать множество
индексов

Ik := Ik(β) := {i ∈ {1, 2, . . . , Nk} : Gk(v
i) ≤ β}.

Шаг 4. Для каждого i ∈ Ik найти приближенное ρkδk-решение ui ∈ S (ρk ∈ [2, 5]) линеаризо-
ванной (выпуклой) задачи

(PkLi) : Gk(x)−
〈
∇Hk(v

i), x
〉
↓ min

x
, x ∈ S, (6.2)

так что справедливо неравенство

Gk(u
i)− 〈∇Hk(v

i), ui〉 − ρkδk ≤ inf
x
{Gk(x)− 〈∇Hk(v

i), x〉 | x ∈ S}. (6.3)

Шаг 5. Для каждого i ∈ Ik, стартуя из ui ∈ S и σ− := 1, с помощью МЛП найти ρkτk-кри-
тический вектор ui ∈ S с новым значением σi ≥ 1 (σi := µki) штрафного параметра, так
что выполнены следующие условия:

Fi(u
i) ≤ Fi(u

i), W (ui) ≤ ωk, (6.4)

Gi(u
i)− 〈∇Hi(u

i), ui〉 − ρkτk ≤ inf
x
{Gi(x)− 〈∇Hi(u

i), x〉 | x ∈ S}, (6.5)

где Gi(·) := Gσi
(·), Hi(·) := Hσi

(·).
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Шаг 6. Для каждого i ∈ Ik найти приближенное ρkδk-решение wi задачи уровня

(Lev Pk) :
〈
∇Hk(v), u

i − v
〉
↑ max

v
, Hk(v) = β − ζk, (6.6)

так что Hk(w
i) = β − ζk и

〈∇Hk(w
i), ui − wi〉+ ρkδk ≥ sup

v
{〈∇Hk(v), u

i − v〉 | Hk(v) = β − ζk}. (6.7)

Шаг 7. Положить ηk(β) := η̂k(β)− β, где

η̂k(β) := Gk(u
j)− 〈∇Hk(w

j), uj − wj〉 = min
i∈Ik

{〈Gk(u
i)−∇Hk(w

i), ui − wi〉}. (6.8)

Шаг 8. Если ηk(β) < 0, то положить xk+1 := uj, σ− := max{σk;σj}, k := k+1 и вернуться на
шаг 1.

Шаг 9. Если ηk(β) ≥ 0, то построить новое приближение β := β +∆β ∈ [β−, β+] посредством
некоторого метода одномерного поиска и вернуться на шаг 3.

Шаг 10. Если же ηk(β) ≥ 0 ∀β ∈ [β−, β+] (т. е. метод одномерного поиска по β финишировал),
то положить xk+1 := zk, σ− := σk, k := k + 1 и вернуться на шаг 1. �

З а м е ч а н и е 6.1. Ясно, что если z ∈ Sol(Pk), невозможно улучшить значение
Fk(z

k) =: ζk. Однако возникает вопрос: как же узнать, является ли вектор zk решением за-
дачи (Pk). А самое главное, будет ли zk решением исходной задачи (P)?

При этом естественно предположить, что шаги 4–6 исполнены достаточно эффективно, так
что выпуклая (6.2) и невыпуклая (6.6) задачи решены глобально с заданной точностью. Эти
вопросы будут обсуждаться в разд. 7.

З а м е ч а н и е 6.2. (A) Для обоснования (в определенной степени) только что описанной
СГП1, введем следующие предположения (∀σ > 0):

(AL) : ∀δ > 0, ∀β ∈ [β−, β+], ∀z ∈ S, ∀v : Hσ(v) = β − ζ, ζ := Fσ(z), Gσ(v) ≤ β,
можно отыскать вектор u ∈ S, удовлетворяющий следующему неравенству:

Gσ(u)− 〈∇Hσ(v), u〉 − δ ≤ inf
x
{Gσ(x)− 〈∇Hσ(v), x〉 | x ∈ S}; (6.9)

(Alev) : ∀δ > 0, ∀β ∈ [β−, β+], ∀z, u ∈ S,
можно найти вектор w : Hσ(w) = β − Fσ(z), удовлетворяющий неравенству

〈∇Hσ(w), u −w〉 + δ ≥ sup
v
{〈∇Hσ(v), u − v〉 | Gσ(v) ≤ β, Hσ(v) = β − Fσ(z)}. (6.10)

Нетрудно видеть, что эти предположения нужны для обоснования работы СГП1 на шагах 4–6.
Однако необходимо заметить, что задача (6.7) для квадратичной функции Hσ(·) [12–14;39;42]
может быть решена аналитически.

(B) Из описания СГП1 ясно, что каждый член zk последовательности {zk}, сгенерирован-
ной СГП1, является τk-критическим вектором специального МЛП (скажем, DCA или метода
из разд. 5; см. также [12–14;22; 30; 31; 39–41]).

(C) На шагах 1, 4–6 СГП1 можно применить стандартные алгоритмы оптимизации и со-
временные решатели (CPLEX, XPress, Gurobi и т. п.). Эта возможность использования раз-
нообразных и современных средств для реализации СГП1 может быть рассмотрена как пре-
имущество разработанной технологии, уже доказавшей свою эффективность для различных
типов тестовых и прикладных задач оптимизации [12–15;22; 25; 30; 31; 39].
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(D) Очевидно, что СГП1 не является еще алгоритмом в общепринятом смысле, поскольку
здесь не уточнены методы локального поиска и одномерного поиска для β; тем не менее,
разработана концептуальная СГП для задач (Pσ) и (P).

З а м е ч а н и е 6.3. Нетрудно заметить, что в СГП1 предпринята попытка соединить
возможности, свойства и преимущества локального поиска и процедур глобального поиска,
основанных на УГО. И это все в едином вычислительном процессе.

При этом на локальный поиск (МЛП) налагается дополнительное обязательство (W (zk),
W (ui) ≤ ωk): на каждой итерации глобального поиска (k = 1, 2, . . .) строить не только критиче-
ский, но и ωk-допустимый вектор. Именно поэтому схема МЛП была значительно упрощена по
сравнению с [16;41], что оправдалось во время вычислительного эксперимента: МЛП работал
быстро и эффективно.

Далее, МЛП предоставлена “свобода” конструирования параметра штрафа σk (на каж-
дой итерации СГП1) посредством построения “локальной” последовательности {µs} параметра
штрафа (полагая σk := µk, где µk — наибольшее значение параметра штрафа при локальном
поиске на шаге 1; аналогично σi := µki на шаге 5). Именно при значениях σk, σi отыскивается
точка ujk ∈ S, нарушающая УГО (ηk < 0) для задачи (Pk) , (Pσk

).
Однако, неясно, как повлияют эти обстоятельства на сходимость сгенерированных последо-

вательностей {zk}, {σk}. И сходится ли вообще вычислительный процесс, и куда? Эти вопросы
исследуются в следующем разделе.

7. О сходимости СГП1

Из описания СГП1 нетрудно заметить, что выбор методов решения задач (6.3)–(6.7), а
также метода одномерного поиска по β является, конечно, очень важным и влиятельным для
эффективности СГП1 в целом. Тем не менее ясно, что этот выбор стандартен для специали-
стов, имеющих численный опыт решения задач выпуклой и невыпуклой оптимизации.

В то же время задача построения “эффективной и разумной” аппроксимации Ak(β) =
Ak(ζk, β) на шагах 2 и 3, очевидно, оказывается новой, ранее не встречавшейся в оптимиза-
ции процедурой. Более того, вычислительный опыт [12–15;22;28;30–34;39;42] свидетельствует
о том, что конструирование подходящей аппроксимации Ak(β) с соответствующим выбором
β ∈ [β−, β+] является решающим моментом выхода из текущей критической точки, сгенери-
рованной МЛП.

Пусть сначала значение σ > 0 параметра штрафа фиксировано. Оценим “качество” ап-
проксимации Ak(β) и числа β ∈ [β−, β+] при глобальном поиске.

Пусть заданы точка z ∈ S, ζ := Fσ(z), числа σ > 0, β ∈ [β−, β+] и аппроксимация

R(ζ, β) := {v1, . . . , vN | Hσ(vi) = β − ζ, i = 1, . . . , N = N(ζ, β)}.

Кроме того, пусть точки ui ∈ S, wi ∈ R
n : Hσ(w

i) = β − ζ построены так же, как на
шагах 5–7 СГП1. Теперь вычислим число η(ζ, β), как и в СГП1:

η(ζ, β) := Gσ(u
j)− β − 〈∇Hσ(w

j), uj − wj〉 = min
i

{
Gσ(u

i)− β − 〈∇Hσ(w
i), ui − wi〉 | i ∈ I(β)

}
,

где I(β) = {i ∈ {1, . . . , N} | Gσ(v
i) ≤ β} 6= ∅. Наконец, пусть заданы числа ε, δ, ν > 0,

0 < θ < 1.

О п р е д е л е н и е 7.1. Аппроксимацию R(ζ, β) назовем (ε, δ, ν, θ)-разрешающей для за-
дачи (Pσ), если из неравенства

Fσ(z) > V(Pσ) + ε (7.1)

(т. е. z не является ε-решением задачи (Pσ)) следуют следующие три неравенства:

η(ζ, β) < 0, (7.2)
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η(ζ, β) < θϕσ(z) + ν, (7.3)

Fσ(u
j) ≤ V(Pσ) + ε, (7.4)

так что uj оказывается ε-решением задачи (Pσ).

Лемма 2. Пусть аппроксимация R(ζ, β) является (ε, δ, ν, θ)-разрешающим множеством

и, кроме того, выполнено неравенство

(CC) : ν ≥ θε. (7.5)

Тогда неравенство (7.2) влечет неравенство (7.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Из определения (3.1)

ϕσ(z) , inf
(x,y,β)

{
Gσ(x)− β − 〈∇Hσ(y), x− y〉 | x ∈ S,Hσ(y) = β − ζ, Gσ(y) ≤ β ≤ β+

}

в силу выпуклости Hσ(·) следует, что

ϕσ(z) ≥ inf
(x,y,β)

{Gσ(x)− β −Hσ(x) +Hσ(y) | x ∈ S, Hσ(y) = β − ζ, Gσ(y) ≤ β}

= inf
x
{Fσ(x) | x ∈ S} − ζ = V(Pσ)− Fσ(z).

(7.6)

2) Теперь предположим, что неравенство (7.3) нарушено. Тогда с помощью (7.6) получаем

η(ζ, β) − ν ≥ θϕσ(z) ≥ θ[V(Pσ)− Fσ(z)]. (7.7)

Более того, согласно определению 7.1 из нарушения (7.3) вытекает нарушение (7.1), т. е.
V(Pσ)− Fσ(z) ≥ (−ε), откуда с помощью (7.7) и неравенства (7.5) получаем

η(ζ, β) ≥ ν − θε ≥ 0.

Это означает, что (7.2) также нарушено. Таким образом, лемма доказана. �

Теперь несколько слов о значении леммы 2.

Во-первых, она дает “условие согласования” ν ≥ θε между параметрами, где ε — это точ-
ность решения задачи (Pσ), ν — точность исполнения неравенства (7.3) в определении 7.1
разрешающего множества. Более того, напомним, что неравенство (7.3) находится в полном
согласии с правилом (R1)–(4.1) теоретического метода, так что определение 7.1 находится в
полном согласии с теоремой 2.

Во-вторых, с точки зрения численной реализации СГП1 лемма 2 позволяет следить только
за значением ηk := η(ζk, β) (см. (7.2)), не обращая внимание на неравенство (7.3), которое
будет выполнено, если ηk < 0. Но только при условии, что R(ζ, β) — разрешающий набор.
И это обязательно для каждой итерации СГП1, так что множество Rk := R(ζk, βk) должно
быть разрешающей коллекцией. Значение неравенства (7.4) выяснится ниже в доказательстве
теоремы 4.

В этом случае будем называть схему СГП1 схемой с разрешающим набором или СГRП1.

Поэтому следующее предположение для решения задачи (Pk)
△
= (P(σk)) выглядит достаточно

естественно.

(AR) : ∀ε > 0 ∀τ > 0 и для любого τ -критического вектора z ∈ S в задаче (Pk), не являюще-
гося ε-решением задачи (Pk), можно найти β ∈ [β−, β+] такое, что

∀(δ, ν, θ) : τ, δ, ν > 0, 0 < θ < 1, ν > θε,

можно построить (ε, δ, ν, θ)-разрешающую для (Pk) аппроксимацию Rk(ζ, β),
где ζ := Fk(z). �
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Ниже увидим, что разрешающие аппроксимации играют определяющую роль в исследова-
нии сходимости СГRП1. Тем не менее возникает естественный вопрос о существовании разре-
шающих коллекций или каких-либо их аналогов для задач (Pσ), когда исследуемый (текущий)
вектор z не является приближенным решением задачи (Pσ). Насколько известно, единствен-
ный позитивный ответ дан в теореме 2 из [15] (см. также [45]).

Таким образом, поиск разрешающей аппроксимации {y1, . . . , yN} ⊂ R
n, Hσ(v

i) = β − ζk,
когда z не является ε-решением задачи (Pσ) (хотя наша главная цель — это задача (P), а
(Pσ) — лишь вспомогательная задача), будет теоретически обоснован на каждой итерации.

Итак, наложим следующие ограничения на числовые последовательности, участвующие в
процессе:

(A1) :
εk, τk, δk, νk, ωk > 0, 0 < θ ≤ θk ≤ 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

τk ↓ 0, δk ↓ 0, νk ↓ 0, ωk ↓ 0 (k → ∞).



 (7.8)

Лемма 3. Пусть существует верхняя грань σup для штрафного параметра σ > 0 в

СГRП1

(Aup) : 0 < σk ≤ σup, k = 0, 1, 2, . . . . (7.9)

Тогда существует число σ∗∗ > 0 такое, что

(A2) : σ∗∗ = lim
k→∞

σk, σ∗∗ ≥ σk, k = 0, 1, 2, . . . . (7.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из описания шагов 8 и 10 СГП1 следует, что σk+1 ≥ σ− := σk
или σk+1 ≥ σ− := max{σk, σj}, откуда σk+1 ≥ σk. Поэтому утверждение леммы очевидно. �

Ниже условие (7.10) будет также использовано в равносильной форме

(A2) :

∞∑

k=0

(σk+1 − σk) < ∞. (7.11)

Введем следующие обозначения: (Pk) := (Pσk
), (P∗∗) := (Pσ∗∗

),

V(Pk) := Vk := inf
x
{Fk(x) | x ∈ S}, V(P∗∗) := V∗∗ := inf

x
{F∗∗(x) | x ∈ S}. (7.12)

Предложение 3. Пусть числовая последовательность {Fk(z
k)}, сгенерированная

СГRП1, удовлетворяет следующим условиям:

lim
k→∞

Fk(z
k) = V∗, (7.13)

(AW ) : W (x) ≤ C ∀x ∈ S. (7.14)

(i) Тогда справедливо неравенство

V(P∗∗) , inf
x
{F∗∗(x) | x ∈ S} ≤ V∗. (7.15)

(ii) Пусть дополнительно выполнено равенство

V∗ = lim
k→∞

V(Pk). (7.16)

Тогда последовательность векторов {zk} оказывается минимизирующей в задаче (P∗∗) :
{zk} ∈ M(P∗∗) и справедливы равенства

V(P∗∗) , V∗∗ = V∗ , lim
k→∞

Fk(z
k). (7.17)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Из определения (P∗∗) , (Pσ∗∗
) с учетом (7.14) имеем

V(P∗∗) , inf
x
{F∗∗(x) | x ∈ S} ≤ F∗∗(z

k) = f0(z
k) + σkW (zk) + (σ∗∗ − σk)W (zk)

, Fk(z
k) + (σ∗∗ − σk)W (zk) ≤ Fk(z

k) + (σ∗∗ − σk)C.

Отсюда с помощью (7.10) и (7.13) при k ↑ ∞ следует (7.15).

(ii) С другой стороны, нетрудно видеть, что

F∗∗(x) , f0(x) + σ∗∗W (x) ≥ f0(x) + σkW (x) , Fk(x) ∀x ∈ S,

поскольку W (x) ≥ 0, σ∗∗ ≥ σk. Тогда сначала имеем ∀x ∈ S : F∗∗(x) ≥ inf
v
{Fk(v) | v ∈ S} ,

V(Pk) , Vk, откуда вытекает, что ∀k = 0, 1, 2, . . .

V∗∗ , V(P∗∗) , inf
x
{F∗∗(x) | x ∈ S} ≥ V(Pk).

Теперь с учетом равенств (7.13) и (7.16) при k ↑ ∞ получаем

V(P∗∗) ≥ lim
k→∞

V(Pk) = V∗ , lim
k→∞

Fk(z
k).

Отсюда с помощью (7.15) окончательно имеем

V(P∗∗) = V∗ = lim
k→∞

V(Pk) , lim
k→∞

Fk(z
k). (7.18)

Наконец, нетрудно видеть, что 0 ≤ ξk := F∗∗(z
k)− Fk(z

k) = (σ∗∗ − σk)W (zk) ≤ (σ∗∗ − σk)C,
откуда с помощью (7.10) выводим, что lim

k→∞
ξk = 0.

Тогда в силу (7.18) получаем

lim
k→∞

F∗∗(z
k) = lim

k→∞
Fk(z

k) = V∗ = V(P∗∗).

Последняя цепочка, в частности, и означает, что {zk} ∈ M(P∗∗); это и требовалось пока-
зать. �

Теперь все готово для доказательства основного результата работы.

Теорема 4. Пусть выполнены предположения (AR), (Af )–(1.2), (A1)–(7.8), (AL)–(6.9),
(Alev)–(6.10), (Aup)–(7.9), (AW )–(7.3), (A2)–(7.10), и “условие согласования” также выполне-

но:
(CC) : νk ≥ θkεk, k = 0, 1, 2, . . . .

(i) Тогда последовательность {zk}, сгенерированная схемой глобального разрешающего по-

иска (СГRП1) (т. е. с разрешающей аппроксимацией R(ζk, βk) на каждой итерации) оказы-

вается минимизирующей в задаче (P∗∗) := (Pσ∗∗
) : {zk} ∈ M(P∗∗).

(ii) Более того, в случае замкнутости множества S любой предельный вектор z∗ после-

довательности {zk} является глобальным решением задачи (P∗∗) :

z∗ ∈ Sol(P∗∗), V∗∗ = V∗
△
= lim

k→∞
Fk(z

k). (7.19)

(iii) Наконец, если последовательность {zk} удовлетворяет “условию допустимости”

(см. (2.2))
(FC) : lim

k→∞
W (zk) = 0,

то последовательность {zk} оказывается минимизирующей в исходной задаче (P) с огра-

ничениями типа равенства и неравенства: {zk} ∈ M(P). Кроме того, любая предельная

точка z∗ последовательности {zk} является решением задачи (P): z∗ ∈ Sol(P), а также

справедливы равенства (7.19) и

V∗∗ , V(P∗∗) = V(P).



202 А.С.Стрекаловский

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем вначале сходимость СГRП1 без “условия допустимо-
сти” (FC)–(2.2).

(I) Начнем со случая, когда ηk(β) ≥ 0 ∀β ∈ [β−, β+] ∀k = 0, 1, 2, . . . . Тогда согласно шагу 10
СГRП1 имеем xk+1 := zk, σk+1 ≥ σ− := σk.

Далее, ввиду условия (A1)–(7.8) и “условия согласования” (7.5), получаем

νk ≥ θkεk ≥ θεk > 0, 1 ≥ θk ≥ θ > 0,

откуда вытекает, что εk ↓ 0, поскольку νk ↓ 0.
С другой стороны, так как ηk ≥ 0, из определения разрешающего множества следует, что

Vk
△
= V(Pk) ≤ Fk(z

k) ≤ V(Pk) + εk,

откуда немедленно получаем цепочку

limsup
k→∞

Vk ≤ liminf
k→∞

Fk(z
k) ≤ limsup

k→∞

Fk(z
k) ≤ liminf

k→∞
Vk.

Данная цепочка приводит к заключению о существовании числа V∗ такого, что

lim
k→∞

V(Pk) = V∗ = lim
k→∞

Fk(z
k).

Последнее означает, что выполнены условия (7.13) и (7.16) предложения 3, откуда следует,
что последовательность {zk} оказывается минимизирующей в задаче (P∗∗) : {z

k} ∈ M(P∗∗) и
справедливы условия (7.19), это и требовалось.

(II) (A) Теперь рассмотрим случай, когда ∀k = 0, 1, 2, . . . (т. е. на каждой итерации СГRП1)
можно отыскать число βk ∈ [β−, β+], для которого

ηk := η(ζk, βk) < 0, ζk
△
= Fk(z

k)
△
= Fσk

(zk).

Тогда вектор zk+1 ∈ S является приближенно критической точкой, полученной на шаге 1
СГRП1 посредством специального МЛП вместе со штрафным параметром

σk+1 ≥ σ−
△
= max{σk, σjk}, jk ∈ Ik = Ik(βk), Fk+1(z

k+1) ≤ Fk+1(x
k+1).

Напомним, что специальный МЛП стартует из точки xk+1 := ujk вместе с параметром
штрафа σ− : =max{σk, σjk}, jk ∈ Ik(βk) (см. (6.1), (6.3), (6.5)–(6.8)), и, кроме того,

0 > ηk := η(ζk, βk) := Gk(x
k+1)− βk − 〈∇Hk(w

jk), xk+1 − wjk〉

при Hk(w
jk) = βk − ζk, ζk

△
= Fk(z

k). Откуда, используя выпуклость Hk(·) и последнее уравне-
ние, получаем

0 > ηk ≥ Gk(x
k+1)− βk −Hk(x

k+1) +Hk(w
jk) = Fk(x

k+1)− ζk
△
= Fk(x

k+1)− Fk(z
k). (7.20)

Итак, по построению имеем, что

(a) Fk(z
k) > Fk(x

k+1); (b) Fk+1(x
k+1) ≥ Fk+1(z

k+1).

(B) Далее, нетрудно видеть, что

Fk(z
k) > Fk(x

k+1)
△
= f0(x

k+1) + σk+1W (xk+1) + (σk − σk+1)W (xk+1)

= Fk+1(x
k+1)− γk ≥ Fk+1(z

k+1)− γk,
(7.21)
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где
γk := (σk+1 − σk)W (xk+1) ≥ 0. (7.22)

Таким образом, из (7.21) выводим, что

Fk+1(z
k+1) < Fk(z

k) + γk. (7.23)

Более того, так как W (x) ≤ C∀x ∈ S, γk ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . , с помощью условий (7.9) и (7.12)
заключаем, что

∞∑

k=0

γk ≤ C

∞∑

k=0

(σk+1 − σk) < ∞.

Кроме того, поскольку 0 ≤ γk ≤ C(σk+1 − σk), имеем

0 ≤ liminf
k→∞

γk ≤ limsup
k→∞

γk ≤ C lim
k→∞

(σk+1 − σk) = 0,

откуда
lim
k→∞

γk = 0. (7.24)

Таким образом, условия (7.23), (7.11) и (7.24) означают, что числовая последовательность
{ak := Fk(z

k)} является “почти” монотонно невозрастающей, и поэтому в силу леммы 2.6.2
из [1] (см. гл. 2) существует конечный предел

V∗ := lim
k→∞

ak
△
= lim

k→∞
Fk(z

k) > −∞. (7.25)

Тогда из цепочки (7.21) с учетом (7.25) следует

V∗
△
= lim

k→∞
Fk(z

k) = lim
k→∞

Fk(x
k+1) = lim

k→∞
Fk+1(z

k+1). (7.26)

Более того, из цепочки (7.20) в силу (7.26) получаем, что ηk ↑ 0 (k ↑ ∞) или

lim
k→∞

ηk = 0. (7.27)

(C) Теперь напомним, что аппроксимация Rk , R(ζk, βk) , Ak(βk), сконструированная
на шагах 2 и 3 СГRП1, является (εk, δk, νk, θk)-разрешающим множеством для задачи (Pk) =
(Pσk

). Поэтому ввиду леммы 2 неравенство ηk < 0 влечет за собой следующую цепочку:

ηk < θkϕk(z
k) + νk ≤ θϕk(z

k) + νk ≤ νk, (7.28)

поскольку ϕk(z) ≤ 0 ∀z ∈ S, 0 < θ ≤ θk < 1. Из цепочки (7.28) с учетом (7.27) вытекает, что

lim
k→∞

ϕk(z
k) = 0.

Однако это равенство не является необходимым условием того, что последовательность {zk}
минимизирующая в какой-либо задаче (Pσ), σ > 0.

Кроме того, из определения разрешающей аппроксимации следует, что вектор xk+1 , ujk

является (см. (7.4)) εk-решением задачи (Pk):

Fk(x
k+1) ≤ V(Pk) + εk. (7.29)

Тогда с помощью (7.21) получаем Fk+1(z
k+1)−V(Pk) ≤ εk + γk, где γk ≥ 0 определено в (7.22)

и (7.24). Теперь, используя представление Fk+1(z
k+1) = Fk(z

k+1) + (σk+1 − σk)W (zk+1), из
последнего неравенства получаем

εk + γk ≥ Fk+1(z
k+1)− V(Pk) = [Fk(z

k+1)− V(Pk)] + (σk+1 − σk)W (zk+1) ≥ 0. (7.30)
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При этом справедливость правого неравенства в (7.30) очевидна, так как (см. (7.10))

[Fk(z
k+1)− V(Pk)] ≥ 0, (σk+1 − σk)W (zk+1) ≥ 0.

Тогда из (7.30) при k ↑ ∞ следует, что lim
k→∞

[Fk+1(z
k+1) − V(Pk)] = 0, и поскольку

lim
k→∞

Fk+1(z
k+1) = V∗, получаем lim

k→∞
Fk+1(z

k+1) = V∗ = lim
k→∞

V(Pk). Это означает, что наряду

с условием (7.13) имеет место и условие (7.16). Поэтому согласно предложению 3 последова-
тельность {zk} оказывается минимизирующей для задачи (P∗∗) , (Pσ∗∗

), что и требовалось
показать.

(III) В общем случае числовая последовательность {ηk} распадается на две подпоследова-
тельности {ηp} и {ηq}посредством двух неравенств: ηp ≥ 0 и ηq < 0, где {p}∪{q} = {0, 1, 2, . . .}.
Тогда и последовательность {zk} может быть декомпозирована на две подпоследовательности
{zp} и {zq}, каждая из которых оказывается минимизирующей согласно частям (I) и (II) до-
казательства соответственно. Поэтому ясно, что последовательность {zk} = {zp}∪ {zq} также
является минимизирующей для задачи (P∗∗): {z

k} ∈ M(P∗∗).

Утверждение (ii) теоремы 4 очевидно.

При доказательстве п. (iii) теоремы нетрудно видеть, что все условия леммы 1 выполнены,
т. е. {zk} ∈ M(P∗∗) и

(FC) : lim
k→∞

W (zk) = 0.

Тогда согласно утверждению леммы 1 {zk} ∈ M(P) и V(P∗∗) = V(P), что и требовалось
показать. При этом значение σ∗∗ > 0 по определению превосходит или равняется пороговому
(точному) значению σth > 0 штрафного параметра σ : σ∗∗ ≥ σth.

Доказательство теоремы полностью завершено. �

З а м е ч а н и е 7.1. Из описания СГRП1 и доказательства теоремы 4 вытекает, что в
качестве критериев останова вычислительного процесса могут быть использованы следующие
неравенства:

σk+1 − σk ≤ νk, Fk(z
k)− Fk+1(z

k+1) ≤ εk, 0 ≥ ηk = η(ζk, βk) ≥ −εk, W (zk) ≤ ωk.

Тем не менее нетрудно заметить, что неравенство (7.29) играет решающую роль в доказатель-
стве части (II) теоремы 4. Смысл (7.29) достаточно прозрачен: необходимо решать текущие
задачи (Pk) со всевозрастающей точностью εk : εk ↓ 0. При этом все параметры счета должны
быть согласованы, например так, как в [12]: νk ≥ θkεk, 2δs ≤ τk, νk ≥ 2δk и т. д.

З а м е ч а н и е 7.2. Теорема 4 ответила на ранее поставленные вопросы (см. замеча-
ние 6.3): при естественных, неограничительных предположениях вычислительный процесс схо-
дится не для одной вспомогательной задачи (Pσ), σ > 0 (как было ранее [16]), а для последо-
вательности задач (Pk) , (Pσk

), конструируя при этом минимизирующую последовательность
для предельной задачи (P∗∗) , (Pσ∗∗

), σ∗∗ = lim
k→∞

σk.

При этом параметр штрафа σ∗∗ оказывается “точным”, поскольку σ∗∗ ≥ σth, т. е. превыша-
ющем или равным пороговому значению σth > 0, поскольку V(P∗∗) = V(P), так что задачи
(P∗∗) и (P) являются эквивалентными в этом смысле [5; 6; 11; 17–21;44; 47–50].

Далее, “нагруженный” локальный поиск ”выдает”, по-видимому, приближенно локальное
точное значение параметра штрафа, поскольку zk приближенно допустима в (P) (W (zk) ≥ ωk).
Таким образом, сконструирована теоретическая СГП, где локальный поиск и процедуры гло-
бального поиска работают согласованно, в едином вычислительном процессе. Вычислитель-
ные эксперименты подтвердили эффективность СГRП1 на квадратичных невыпуклых зада-
чах небольшой (≤ 10) и средней (≤ 50) размерностях, а также других, ранее проведенных
исследованиях [12–14;39; 42; 46].
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Заключение

Ясно, что проведенные выше исследования направлены на разработку новой схемы вы-
числения глобального решения в очень трудной невыпуклой задаче (P) с DC ограничениями
типа равенства и неравенства. Более точно, цель заключена в доказательстве сходимости но-
вой СГП. При этом используется сведение исходной задачи (P) к задаче (Pσ) без ограничений
посредством ТТШ, впервые открытой И.И.Ереминым в 1966 г. [5; 6]. С этой целью новая це-
левая функция задачи (Pσ) также представлена в виде DC функции, что позволяет получить
необходимые и достаточные условия для минимизирующих последовательностей в задаче (Pσ),
разработать специальный (теоретический) метод решения оштрафованной задачи (Pσ) и дока-
зать, что последовательность, сгенерированная данным методом, является минимизирующей
в задаче (Pσ).

Далее в работе представлены необходимые результаты по специальному МЛП, идея которо-
го заключена в последовательном решении задач, линеаризованных по базовой невыпуклости
задачи (Pσ), и восходит к Куранту (но называется обычно DCA [30;31]).

На построенной основе разработана СГП с разрешающими множествами на каждой ите-
рации (СГRП1), генерирующая последовательность {zk}, которая оказывается минимизиру-
ющей в предельной оштрафованной задаче (P∗∗) , (Pσ∗∗

), σ∗∗ = lim
k→∞

σk. При этом каждый

терм zk+1 этой последовательности является τk+1-критической точкой МЛП и, одновременно,
εk-решением текущей задачи (Pk) , (Pσk

). Более того, при использовании “условия допусти-
мости”: lim

k→∞
W (zk) = 0, последовательность {zk} оказывается минимизирующей в исходной

задаче (P) с DC ограничениями, что и было главной целью работы.
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