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Рассматривается задача оптимального управления на фиксированном промежутке времени линейной

системой с постоянными коэффициентами с малым параметром в начальных условиях и терминальным

критерием качества в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими ограничени-

ями. Обоснованы предельные соотношения для оптимального значения функционала качества и вектора,

определяющего оптимальное управление, при стремлении малого параметра к нулю. Показано, что асимп-

тотика решения может иметь сложный характер. В частности, может не раскладываться в асимптотиче-

ский ряд в смысле Пуанкаре ни по какой асимптотической последовательности рациональных функций

от малого параметра и логарифмов от него.
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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию задачи оптимального управления [1–3] на фик-
сированном промежутке времени линейной системой с постоянными коэффициентами в классе
кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими ограничениями [4–6] и выпук-
лым терминальным критерием качества [7]. Начальные данные имеют малое возмущение.

Отметим, что не исключается случай, когда в предельной задаче оптимальное управление
имеет разрывы, в то время как в исходной задаче оптимальное управление непрерывно во всех
точках. В задачах быстродействия при таких условиях решение разлагается в асимптотиче-
ский ряд, члены которого сложным образом зависят от малого параметра (см., например, [4]).
Аналогичная ситуация возникала и в задачах управления для линейных систем с быстрыми и
медленными переменными, ограничивающим множеством в виде шара в евклидовом простран-
стве и терминальным показателем качества, зависящим только от медленных переменных. При
этом, если оптимальное управление в предельной задаче непрерывно, то асимптотика реше-
ния получалась регулярной в виде ряда Пуанкаре (см., например, [8]). Если же оптимальное
управление в предельной задаче разрывно [9] или оптимальное управление в исходной задаче
имеет особенность во внутреннем разложении [10], в то время как оптимальное управление в
предельной задаче непрерывно, то асимптотика решения имела сложный характер.
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Отметим также работы [11; 12], посвященные нахождению асимптотических разложений
решений задач с быстрыми и медленными переменными, с ограничением на управление и
интегральным выпуклым критерием качества. Другие постановки задач оптимального управ-
ления с малыми параметрами рассматривались в [13–15].

Оказывается, и в задаче, рассматриваемой в настоящей работе, возможно появление слож-
ной асимптотики вектора, определяющего оптимальное управление. В разд. 1 даются общая
постановка задачи, основные определения, предположения и устанавливаются предельные со-
отношения для оптимального значения функционала качества и определяющего вектора при
стремлении малого параметра к нулю. В разд. 2 исследована конкретная задача управления,
полная асимптотика решения которой имеет вид ряда Эрдейи по степенной асимптотической
последовательности. При этом члены полученного асимптотического разложения представля-
ют собой известные рациональные функции от малого параметра ε, решения W (ε) некоторого

скалярного трансцендентного уравнения и ln
1

W (ε)
и не раскладываются в асимптотический

ряд в смысле Пуанкаре ни по какой асимптотической последовательности рациональных функ-
ций от малого параметра и логарифмов от него.

1. Постановка задачи и определяющие соотношения

Рассмотрим следующую задачу оптимального терминального управления в классе
кусочно- непрерывных управлений с малым возмущением начальных условий:

żε = Azε +Buε, t ∈ [0, T ], zε ∈ Rn, uε ∈ Rm, ‖uε‖ 6 1,

zε(0) = z0 + εf, z0 6= 0, f 6= 0, 0 6 ε≪ 1,

Jε(uε) = ϕ(zε(T ;uε)) → min,

(1.1)

где A, B — постоянные матрицы соответствующей размерности, z0 и f — известные векторы,
ϕ — строго выпуклая и бесконечно дифференцируемая на Rn функция, zε(·;u) — решение
системы (1.1) при заданном управлении u(·).

Через ‖ · ‖ будем обозначать евклидовы нормы в соответствующих конечномерных вектор-
ных пространствах, а через 〈·, ·〉 — скалярные произведения, знак “ * ” будем использовать, как
и в [1, с. 132], в качестве символа транспонирования матриц.

Предположение 1. Система из (1.1) вполне управляема, что эквивалентно вследствие

критерия Калмана (см. теорему 5 в [3]) условию rank (B,AB, . . . , An−1B) = n.

Выпишем также задачу, полученную из (1.1) при ε = 0:

ż0 = Az0 +Bu0, t ∈ [0, T ], ‖u0‖ 6 1, z0(0) = z0, J0(u0) :=ϕ(z0(T ;u0)) → min (1.2)

с теми же A, B, T , ϕ и z0, что и в задаче (1.1).

Рассматриваемая задача (1.1) при выполнении предположения 1 разрешима (см. следствие
после теоремы 12 из подразд. 3.5 [3]). Согласно принципу максимума Понтрягина (см., напри-
мер, теорему из п. 6.1.3 [7] и теорему 14 из подразд. 3.5 [3]), оптимальное управление uoptε в
задаче (1.1) определяется из соотношения

〈B∗ηε(t), u
opt
ε (t)〉 = max

‖u‖61
〈B∗ηε(t), u〉 =

∥∥B∗ηε(t)
∥∥, (1.3)

где (zε(·;u
opt
ε ), ηε(t)) — решение системы уравнений

żε = Azε +Buoptε , η̇ε = −A∗ηε, (1.4)
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с граничными условиями

zε(0) = z0 + εf, ηε(T ) = −∇ϕ(zε(T ;u
opt
ε )). (1.5)

Отметим, что в теореме 14 из подразд. 3.5 [3] в части необходимого условия оптимальности не
исключен случай f0(t, x) ≡ 0 и h0(t, u) ≡ 0.

Обозначим lε := ηε(T ), тогда решением задачи (1.4), (1.5) является функция

ηε(t) = e(T−t)A∗

lε, (1.6)

и в силу граничного условия (1.5) справедливо равенство

lε = −∇ϕ(zε(T ;u
opt
ε )). (1.7)

Пусть
lε 6= 0, (1.8)

тогда B∗e(T−t)A∗

lε имеет на отрезке [0;T ] лишь конечное число нулей, и оптимальное управ-
ление из (1.3) с учетом (1.6) выражается через lε следующим образом:

uoptε (t) =
C∗(T − t)lε
‖C∗(T − t)lε‖

, C∗(τ) :=B∗eτA
∗

. (1.9)

Отметим, что условие (1.8) в силу (1.7) эквивалентно тому, что ∇ϕ(zε(T ;u
opt
ε )) 6= 0, т. е.

zε(T ;u
opt
ε ) не совпадает с точкой глобального минимума функции ϕ на Rn, и, следовательно,

в задаче (1.1) ограничения на управление по существу. Кроме того, при выполнении усло-
вия (1.8) в силу равенства (1.7) вектор lε и оптимальное управление uoptε единственны; при
этом вектор lε определяет единственную оптимальную управляющую функцию по форму-
ле (1.9).

О п р е д е л е н и е 1. Ненулевой вектор lε — решение уравнения (1.7) — назовем опре-

деляющим вектором в задаче (1.1).

Пусть Ξε — множество достижимости системы (1.1) при ε > 0 из z0 + εf к моменту време-
ни T . Поскольку Ξε — выпуклый компакт (см., например, теорему 1 из подразд. 2.2 [3]), а ϕ
непрерывна и строго выпукла, то существует единственная точка z̃ε ∈ Ξε такая, что

z̃ε = arg min
z∈Ξε

ϕ(z) и − lε = ∇ϕ(z̃ε) при lε 6= 0. (1.10)

Теорема 1. Пусть l0 6= 0. Тогда Jε = ϕ(z̃ε) → J0 = ϕ(z̃0) и lε → l0 при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливы соотношения

Ξε = Ξ0 + {εeAT f} = Ξ0 + {εf̃} при всех 0 6 ε 6 1,

где f̃ := eAT f . Возьмем z̃ε ∈ Ξε (1.10), тогда при всех ε > 0 выполняется z̃ε ∈ Ξ0 + {εf̃}. Пусть
ẑ — произвольная предельная точка {z̃ε}, т. е. z̃εk → ẑ для некоторой последовательности

εk → +0 при k → +∞. Тогда существует такая последовательность {zk} ⊂ Ξ0, что z̃εk = zk+εkf̃

или zk = z̃εk − εkf̃ → ẑ. Поэтому ẑ ∈ Ξ0 в силу компактности Ξ0. Тогда в силу непрерывности

функции ϕ выполняется ϕ(z̃εk) = ϕ(zk + εkf̃) −→ ϕ(ẑ) > ϕ(z̃0). С другой стороны,

ϕ(z̃0) 6 ϕ(zk) = ϕ(z̃εk − εkf̃) = ϕ(z̃εk) +
(
ϕ(z̃εk − εkf̃)− ϕ(z̃εk)

)
6 ϕ(z̃0 + εkf̃) + νk, (1.11)

где νk :=ϕ(z̃εk−εkf̃)−ϕ(z̃εk ). Вследствие непрерывности функции ϕ на Rn справедливо νk → 0
при k → +∞. Поэтому, переходя к пределу при k → +∞ в (1.11), получим, что

ϕ(z̃εk) −→ ϕ(z̃0) = ϕ(ẑ) при εk → 0.
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Таким образом, ẑ — также точка минимума функции ϕ на Ξ0, тогда в силу выпуклости Ξ0 и
строгой выпуклости функции ϕ получаем, что ẑ = z̃0 и z̃ε → z̃0 (поскольку все предельные
точки {z̃ε} совпали с z̃0).

Тогда и Jε = ϕ(z̃ε) −→ ϕ(z̃0) = J0, а в силу непрерывности ∇ϕ получим, что

lε = −∇ϕ(z̃ε) −→ −∇ϕ(z̃0) = l0.

Теорема доказана.

В силу теоремы 1 задача (1.2) является предельной для возмущенной задачи (1.1).

Как уже отмечалось, в общем случае не исключается ситуация, когда при некото-
ром t0 ∈ (0, T ) выполняется ‖C∗(t0)l0‖ = 0, т. е. оптимальное управление в предельной за-
даче (1.2) терпит разрыв в точке t0, а у исходной задачи (1.1) управление непрерывно при
всех t ∈ [0, T ] (∀ t ∈ [0;T ] ‖C∗(t)lε‖ 6= 0).

В работе [4] доказано, что такая ситуация для задачи быстродействия при возмущении
начальных данных приводит к сложной асимптотике определяющего вектора. В следующем
разделе покажем, что и для рассматриваемого класса задач (1.1) аналогичная ситуация воз-
можна и в приведенном в нем примере определяющий вектор lε при ε→ +0 не раскладывается
в асимптотический ряд в смысле Пуанкаре ни по какой асимптотической последовательности
рациональных функций от малого параметра ε и логарифмов от него.

2. Пример задачи (1.1) со сложной асимптотикой определяющего вектора

Рассмотрим следующую задачу вида (1.1):

ẋε = yε, t ∈ [0, T ], xε, yε ∈ R2,

ẏε = uε, uε ∈ R2, ‖uε‖ 6 1,

xε(0) = x0 + εf1, yε(0) = y0, f1 6= 0, 0 6 ε≪ 1,

Jε(uε) =
1

2
‖xε(T ;uε)‖

2 +
1

2
‖yε(T ;uε)‖

2 → min .

(2.1)

Здесь в обозначениях предыдущего раздела

A =

(
0 I
0 0

)
, B =

(
0
I

)
, zε =

(
xε
yε

)
, z0 =

(
x0

y0

)
,

x0 =

(
x01
x02

)
, y0 =

(
y01
y02

)
, f =

(
f1
0

)
,

а I — матрица тождественного отображения R2 → R2. Тогда

eAt =

(
I tI
0 I

)
, C(t) := eAtB =

(
tI
I

)
, C∗(t)l = (tI, I)

(
l1
l2

)
= tl1 + l2. (2.2)

Предельная задача (1.2) примет вид

ẋ0 = y0, ẏ0 = u0, t ∈ [0, T ], ‖u0‖ 6 1, x0(0) = x0, y0(0) = y0,

J0(u0) =
1

2
‖x0(T ;u0)‖

2 +
1

2
‖y0(T ;u0)‖

2 → min .

Поскольку в (2.1) ϕ(z) = ‖z‖2/2, то

∇ϕ(z) = z. (2.3)
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В силу (1.7), (2.2) определяющие векторы в возмущенной и предельной задачах в рассматри-
ваемом случае удовлетворяют уравнениям

−

(
l1,ε
l2,ε

)
=

(
x0 + Ty0 + εf1

y0

)
+

T∫

0

(
tI
I

)
tl1,ε + l2,ε
‖tl1,ε + l2,ε‖

dt, (2.4)

−

(
l1,0
l2,0

)
=

(
x0 + Ty0

y0

)
+

T∫

0

(
tI
I

)
tl1,0 + l2,0
‖tl1,0 + l2,0‖

dt. (2.5)

Пусть при t0 = 1 ∈ (0, T ) знаменатель подынтегральной функции в уравнении (2.5) обра-
щается в нуль:

t0l1,0 + l2,0 = l1,0 + l2,0 = 0, (2.6)

(т. е. оптимальное управление в предельной задаче терпит разрыв), и тем самым l2,0 = −t0l1,0 =
−l1,0, а интегралы в правых частях уравнений (2.5) преобразуются к виду

T∫

0

t(t− t0)l1,0
|t− t0| · ‖l1,0‖

dt =
l1,0

‖l1,0‖

(
−

t0∫

0

t dt+

T∫

t0

t dt

)
=

l1,0
‖l1,0‖

(T 2

2
− t20

)
, (2.7)

T∫

0

(t− t0)l1,0
|t− t0| · ‖l1,0‖

dt =
l1,0

‖l1,0‖

(
−

t0∫

0

dt+

T∫

t0

dt

)
=

l1,0
‖l1,0‖

(T − 2t0). (2.8)

Принимая во внимание эти соотношения, запишем уравнения (2.5) в виде

−l1,0 = x0 + Ty0 +
l1,0
‖l1,0‖

(
T 2

2
− t20

)
, t0l1,0 = y0 +

l1,0
‖l1,0‖

(T − 2t0). (2.9)

Для упрощения вычислений положим l1,0 =

(
1
0

)
и покажем, что по этому вектору од-

нозначно восстанавливаются начальные векторы x0 и y0. В силу (2.6) получим l2,0 =

(
−1
0

)
.

Далее, из второго уравнения системы (2.9) следует коллинеарность векторов y0 и l1,0, а затем
из первого уравнения — коллинеарность векторов l1,0 и x0, поэтому y02 = x02 = 0.

Положим также T = 4, тогда из (2.9) выводим, что

−1 = x01 + 4y01 + 7, 1 = y01 + 2,

отсюда y01 = −1, x01 = −4. Итак,

x0 =

(
−4
0

)
, y0 =

(
−1
0

)
, l1,0 =

(
1
0

)
, l2,0 =

(
−1
0

)
, T = 4. (2.10)

Отметим, что в рассматриваемом примере (2.1) начальные векторы x0 и y0 коллинеарны. При
этом у предельной задачи в силу (2.10) происходит вырождение размерности.

Возьмем

f1 =

(
0
1

)
. (2.11)

Утверждение 1. У возмущенной задачи (2.1) для любого ε > 0 выполняется C∗(t)lε 6= 0
при всех t ∈ [0, T ].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. От противного. Предположим, что C∗(tε)lε = 0 при некоторых
ε > 0 и tε ∈ [0, T ], тогда в силу (2.2) имеем tεl1,ε + l2,ε = 0, что означает коллинеарность
векторов l1,ε и l2,ε. Далее, из равенств (2.7) и (2.8) с заменой t0 на tε получим соотношения,
аналогичные (2.9),

−l1,ε = x0 + Ty0 + εf1 +
l1,ε
‖l1,ε‖

(T 2

2
− t2ε

)
, tεl1,ε = y0 +

l1,ε
‖l1,ε‖

(T − 2tε). (2.12)

Из второго уравнения системы (2.12) следует коллинеарность векторов y0 и l1,ε, а затем из
первого уравнения этой системы — коллинеарность векторов l1,ε и x0+Ty0+εf1, что дает кол-
линеарность векторов y0 и x0+Ty0+εf1. Но в силу (2.10) из этого получается коллинеарность
векторов y0 и f1, что противоречит (2.11). �

Следствие 1. Для любого ε > 0 выполняется l1,ε ∦ l2,ε. �

Таким образом, в отличие от предельной задачи, вырождения размерности в возмущенной
задаче не происходит. Как будет далее показано, такое несовпадение размерностей исходной и
предельной задач приводит, как и в [4], к сложной асимптотике решения.

Пусть

l2,ε = βεl1,ε + ρ̃ε, где l1,ε ⊥ ρ̃ε, γε = βε + 1, l1,ε = l1,0 + λε, (2.13)

тогда в силу теоремы 1 и равенства (2.6) справедливы соотношения

γε → 0, ρ̃ε → 0, λε → 0 при ε→ +0. (2.14)

Следовательно,

tl1,ε + l2,ε = l1,ε(t+ βε) + ρ̃ε, ‖tl1,ε + l2,ε‖ =
√

‖l1,ε‖2(t+ βε)2 + ‖ρ̃ε‖2.

Сделав замену переменной интегрирования в уравнениях (2.4) по формуле τ = t+βε, получим





−l1,ε = x0 + Ty0 + εf1 +

4+βε∫

βε

(τ − βε)(τ l1,ε + ρ̃ε)√
τ2‖l1,ε‖2 + ‖ρ̃ε‖2

dτ,

−βεl1,ε − ρ̃ε = y0 +

4+βε∫

βε

τ l1,ε + ρ̃ε√
τ2‖l1,ε‖2 + ‖ρ̃ε‖2

dτ.

(2.15)

Отметим, что в силу следствия 1 ρ̃ε 6= 0 при всех ε > 0.

Обозначим

ρε :=
ρ̃ε

‖l1,ε‖
, Ik(a, b) :=

b∫

a

τk√
τ2 + ‖ρε‖2

dτ

и с учетом ортогональности векторов l1,ε и ρε (2.13) запишем систему (2.15) в виде





−l1,ε = x0 + Ty0 + εf1 +
l1,ε
‖l1,ε‖

I2(βε, 4 + βε) +
(
ρε − βε

l1,ε
‖l1,ε‖

)
I1(βε, 4 + βε)

− βερεI0(βε, 4 + βε),

−βεl1,ε − ρε‖l1,ε‖ = y0 +
l1,ε
‖l1,ε‖

I1(βε, 4 + βε) + ρεI0(βε, 4 + βε),

〈l1,ε, ρε〉 = 0.

(2.16)
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Интегралы Ik(a, b) табличные, а именно,

I0(a, b) = ln
∣∣∣τ +

√
τ2 + ‖ρε‖2

∣∣∣
∣∣∣
b

a
, I1(a, b) =

√
τ2 + ‖ρε‖2

∣∣∣
b

a
,

I2(a, b) =
τ

2

√
τ2 + ‖ρε‖2

∣∣∣
b

a
−

‖ρε‖
2

2
I0(a, b).

Далее, с учетом неравенств βε < 0 и 4 + βε > 0, справедливых при достаточно малых ε > 0,
соотношений (2.14), а также формул Тейлора для (1 + ξ)1/2 и ln(1 + ξ) при малых ξ получаем

I0(βε, 4 + βε) = ln
∣∣∣4 + βε +

√
(4 + βε)2 + ‖ρε‖2

βε +
√
β2ε + ‖ρε‖2

∣∣∣

= ln
∣∣∣4 + βε + (4 + βε)

(
1 +

‖ρε‖
2

2(4 + βε)2
+O

(
‖ρε‖

4
) )∣∣∣

− ln
∣∣∣βε − βε

(
1 +

‖ρε‖
2

2β2ε
−

‖ρε‖
4

8β4ε
+O

(
‖ρε‖

6
) )∣∣∣

= ln
∣∣∣2(4 + βε)

(
1 +

‖ρε‖
2

4(4 + βε)2
+O

(
‖ρε‖

4
))∣∣∣− ln

∣∣∣‖ρε‖
2

2|βε|
−

‖ρε‖
4

8|βε|β2ε
+O

(
‖ρε‖

6
) ∣∣∣

= ln(2(4 + βε)) +
‖ρε‖

2

4(4 + βε)2
− ln

‖ρε‖
2

2|βε|
+

‖ρε‖
2

4β2ε
+O

(
‖ρε‖

4
)

= ln(4|βε|(4 + βε))− ln ‖ρε‖
2 +

‖ρε‖
2

4(4 + βε)2
+

‖ρε‖
2

4β2ε
+O

(
‖ρε‖

4
)
;

I1(βε, 4 + βε) =
√

(4 + βε)2 + ‖ρε‖2 −
√
β2ε + ‖ρε‖2

= (4 + βε)
(
1 +

‖ρε‖
2

2(4 + βε)2
+O

(
‖ρε‖

4
))

− |βε|
(
1 +

‖ρε‖
2

2β2ε
+O

(
‖ρε‖

4
) )

= 4 + 2βε +
‖ρε‖

2

2(4 + βε)
+

‖ρε‖
2

2βε
+O

(
‖ρε‖

4
)
;

I2(βε, 4 + βε) =
4 + βε

2

√
(4 + βε)2 + ‖ρε‖2 −

βε
2

√
β2ε + ‖ρε‖2 −

‖ρε‖
2

2
I0(βε, 4 + βε)

=
(4 + βε)

2

2

(
1 +

‖ρε‖
2

2(4 + βε)2
+O

(
‖ρε‖

4
) )

−
βε|βε|

2

(
1 +

‖ρε‖
2

2β2ε
+O

(
‖ρε‖

4
) )

−
‖ρε‖

2

2
ln(4|βε|(4 + βε)) +

‖ρε‖
2

2
ln ‖ρε‖

2 +O
(
‖ρε‖

4
)

=
(4 + βε)

2

2
+
β2ε
2

+
‖ρε‖

2

2
−

‖ρε‖
2

2
ln(4|βε|(4 + βε)) +

‖ρε‖
2

2
ln ‖ρε‖

2 +O
(
‖ρε‖

4
)
.

Таким образом, система (2.16) преобразуется к виду




−l1,ε = x0 + Ty0 + εf1 +
l1,ε
‖l1,ε‖

( (4 + βε)
2

2
+
β2ε
2

+
‖ρε‖

2

2
−

‖ρε‖
2

2
ln(4|βε|(4 + βε))

+
‖ρε‖

2

2
ln ‖ρε‖

2
)
+
(
ρε − βε

l1,ε
‖l1,ε‖

)(
4 + 2βε +

‖ρε‖
2

2(4 + βε)
+

‖ρε‖
2

2βε

)

− βερε

(
ln(4|βε|(4 + βε))− ln ‖ρε‖

2 +
‖ρε‖

2

4(4 + βε)2
+

‖ρε‖
2

4β2ε

)
+O

(
‖ρε‖

4
)
,

−βεl1,ε − ρε‖l1,ε‖ = y0 +
l1,ε
‖l1,ε‖

(
4 + 2βε +

‖ρε‖
2

2(4 + βε)
+

‖ρε‖
2

2βε

)

+ ρε

(
ln(4|βε|(4 + βε))− ln ‖ρε‖

2 +
‖ρε‖

2

4(4 + βε)2
+

‖ρε‖
2

4β2ε

)
+O

(
‖ρε‖

4
)
,

〈l1,ε, ρε〉 = 0.

(2.17)
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Принимая во внимание соотношения (2.13), (2.14), отметим, что все величины, явно выпи-
санные в уравнениях системы (2.16), а также Ik(βε, 4+βε) = Ik(−1+ γε, 3+ γε), k = 0, 1, 2, при
малых ε, γε, ρε и λε раскладываются в степенные ряды по ε, γε и компонентам векторов ρε и λε.
В частности, из первых двух уравнений системы (2.17) в главном получаем равенства (2.9).

Будем искать асимптотическое разложение γε, ρε и λε в виде

γε =

∞∑

k=1

γk(ε), ρε =

∞∑

k=1

ρk(ε), λε =

∞∑

k=1

λk(ε). (2.18)

Здесь γk(ε) = O∗
(
εk
)
; ρk(ε) = O∗

(
εk
)
; λk(ε) = O∗

(
εk
)

при ε → +0; в свою очередь ψ(ε) =
O∗ (εσ), ε→ +0, означает, что ∀ ν < σ ψ(ε) = o(εν) (см., например, разд. 2 в [9]). В частности,
ε lnq(ε), q > 0, есть O∗(ε) при ε → +0, но не O(ε). Отметим, что при ν > 0 выполняется
O∗
(
ε1+ν

)
= O∗ (ε)O (εν).

Выпишем систему первого приближения для (2.17) относительно неизвестных векторов
ρ1 = ρ1(ε) = O∗ (ε), λ1 = λ1(ε) = O∗ (ε) и скаляра γ1 = O∗ (ε) при ε→ +0





−λ1 = εf1 +

[
l1,0 + λε

‖l1,0 + λε‖

(3 + γε)
2 + (−1 + γε)

2

2

]

1

+ 2ρ1

− 2

[
(−1 + γε)

l1,0 + λε
‖l1,0 + λε‖

(1 + γε)

]

1

+ ρ1 ln 12 − ρ1 ln ‖ρ1‖
2,

λ1 − γ1l1,0 − ρ1 = 2

[
l1,0 + λε

‖l1,0 + λε‖
(1 + γε)

]

1

+ ρ1 ln 12 − ρ1 ln ‖ρ1‖
2,

〈l1,0, ρ1〉 = 0.

(2.19)

Здесь посредством []1 отмечены слагаемые порядка O∗ (ε) в указанном выражении.
Отметим, что

l1,0 + λε
‖l1,0 + λε‖

= l1,0 + λε − l1,0〈l1,0, λε〉+O
(
‖λε‖

2
)
,

(3 + γε)
2 + (−1 + γε)

2

2
= 5 + 2γε + γ2ε .

В итоге, система первого приближения (2.19) примет вид




−λ1 = εf1 + 2γ1l1,0 + 5λ1 − 5l1,0〈l1,0, λ1〉+ 2ρ1

+ 2λ1 − 2l1,0〈l1,0, λ1〉+ ρ1 ln 12− ρ1 ln ‖ρ1‖
2,

λ1 − γ1l1,0 − ρ1 = 2γ1l1,0 + 2λ1 − 2l1,0〈l1,0, λ1〉+ ρ1 ln 12− ρ1 ln ‖ρ1‖
2,

〈l1,0, ρ1〉 = 0,

или после приведения подобных




−8λ1 + 7 l1,0〈l1,0, λ1〉 − 2γ1l1,0 − ρ1 ln(12e
2) + ρ1 ln ‖ρ1‖

2 = εf1,

−λ1 + 2l1,0〈l1,0, λ1〉 − 3γ1l1,0 − ρ1 ln(12e) + ρ1 ln ‖ρ1‖
2 = 0,

〈l1,0, ρ1〉 = 0.

(2.20)

Учитывая вид вектора l1,0 (2.10), из последнего уравнения (2.20) выводим ρ1,1 = 0. Теперь
запишем систему (2.20) в “координатной форме”





−8λ1,1 + 7λ1,1 − 2γ1 = 0;

−8λ2,1 − ρ2,1 ln(12e
2) + ρ2,1 ln ρ

2
2,1 = ε;

−λ1,1 + 2λ1,1 − 3γ1 = 0;

−λ2,1 − ρ2,1 ln(12e) + ρ2,1 ln ρ
2
2,1 = 0.

(2.21)
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Из первого и третьего уравнений системы (2.21) следует, что λ1,1 = γ1 = 0. Затем из четвертого
уравнения находим

λ2,1 = −ρ2,1 ln(12e) + ρ2,1 ln ρ
2
2,1 (2.22)

и, подставив это выражение для λ2,1 во второе уравнение, приходим к соотношению

ρ2,1(A− 7 ln ρ22,1) = ε, (2.23)

где A := 7 ln 12 + 6 > 0. Поскольку ρ1 = O∗(ε), то −7 ln ρ22,1 → +∞ при ε → +0; поэтому
вследствие уравнения (2.23) выполняется ρ2,1 > 0 при всех достаточно малых ε > 0. Выполним
эквивалентные преобразования уравнения (2.23)

ρ2,1

e
A

14

ln
e

A

14

ρ2,1
=

ε

14e
A

14

. (2.24)

и введем обозначения

δ :=
ρ2,1

e
A

14

> 0, ε1 :=
ε

14e
A

14

> 0. (2.25)

Тогда уравнение (2.24) примет вид

G(δ, ε1) := δ ln
1

δ
− ε1 = 0. (2.26)

Отметим, что уравнение (2.26) рассматривалось в [4] при получении асимптотики решения
возмущенной задачи быстродействия с ограничением на управление. Приведем здесь подроб-
ное исследование уравнения (2.26). Для любого ε1 > 0 функция G(δ, ε1) непрерывна по δ на
(0, e−2]. Найдется такое ε0 > 0, что G(e−2, ε1) = 2e−2 − ε1 > 0 при всех ε1 ∈ (0, ε0); при этом

lim
δ→+0

G(δ, ε1) = −ε1 < 0,
∂G

∂δ
= ln

1

δ
− 1 > 0 при δ ∈ (0, e−2].

Поэтому при каждом ε1 ∈ (0, ε0) уравнение (2.26) имеет единственное решение δ = W (ε1) ∈

(0, e−2), т. е. W (ε1) ln
1

W (ε1)
= ε1. Тем самым,

W (ε) :=W (ε1) = o(ε) при ε→ +0. (2.27)

Итак, с учетом формул (2.25), (2.22) выпишем решение системы первого приближения

γ1 = λ1,1 = ρ1,1 = 0, ρ2,1 = A1W (ε) =: W̃ (ε) > 0,

λ2,1 = −A1 ln(12e)W (ε) + 2A1W (ε) ln(A1W (ε)) =: V (ε), где A1 = e
A

14 ;
(2.28)

при этом ‖ρ1‖ = ρ2,1.

Утверждение 2. W (ε1) не является рациональной функцией от ε1 и ln
1

ε1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим v(ε1) :=W (ε1)/ε1. Тогда W (ε1) = ε1v(ε1), и уравне-
ние (2.26) преобразуется к виду

1 = v(ε1) ln
1

ε1v(ε1)
= v(ε1)

(
ln

1

v(ε1)
+ ln

1

ε1

)
. (2.29)

Из соотношений (2.27), (2.29) следует, что

v(ε1) ln
1

ε1
→ 1 при ε1 → +0. (2.30)
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Далее, предположим противное, пусть v(ε1) =
a0 + . . . + ap ln

p 1

ε1
+O∗ (ε1)

b0 + . . .+ bq ln
q 1

ε1
+O∗ (ε1)

; тогда в си-

лу (2.30) имеем q = p+1 и без ограничения общности будем считать, что ap = bq = 1, т. е. при
ε1 → +0 выполняется

v(ε1) =
1

ln
1

ε1

1 +O
(
ln−1 1

ε1

)

1 +O
(
ln−1 1

ε1

) =
1

ln
1

ε1

(
1 +O

(
ln−1 1

ε1

))
=

1

ln
1

ε1

+O
(
ln−2 1

ε1

)
.

Следовательно,

1

v(ε1)
= ln

1

ε1

1

1 +O
(
ln−1 1

ε1

) = ln
1

ε1

(
1 +O

(
ln−1 1

ε1

))
,

и из уравнения (2.29) выводим соотношения

1 =

(
1

ln
1

ε1

+O
(
ln−2 1

ε1

))(
ln ln

1

ε1
+O

(
ln−1 1

ε1

)
+ ln

1

ε1

)

=
1

ln
1

ε1

ln ln
1

ε1
+O

(
ln−2 1

ε1

)
ln ln

1

ε1
+O

(
ln−1 1

ε1

)
+ 1.

(2.31)

Поскольку lim
ε1→+0

ln ln
1

ε1

ln
1

ε1

= 0, то из (2.31) вытекает равенство 0 = ln ln
1

ε1
+ O (1) → +∞.

Полученное противоречие доказывает справедливость утверждения. �

Выпишем теперь систему второго приближения для (2.17) в “координатной форме”:





−λ1,2 − 2γ2 + ρ1,2(2 ln W̃ (ε)− ln(12e2)) = −
7

2
V 2(ε) +

1

6
W̃ 2(ε)

+
W̃ 2(ε)

2
(2 ln W̃ (ε)− ln 12);

− 8λ2,2 + ρ2,2(2 ln W̃ (ε)− ln 12) = 0;

λ1,2 − 3γ2 + ρ1,2(2 ln W̃ (ε) − ln(12e)) = −V 2(ε) −
W̃ 2(ε)

3
;

−λ2,2 + ρ2,2

(
2 ln W̃ (ε)− ln

12

e

)
= 0;

ρ1,2 = −V (ε)W̃ (ε).

(2.32)

Система (2.32), как и системы следующих приближений, линейна относительно своих неиз-
вестных с одним и тем же линейным оператором. Выполним преобразования, подставив вы-
ражение для ρ1,2 из 5-го уравнения в 1-е и 3-е уравнения. При этом определитель матрицы
полученной системы относительно неизвестных (λ1,2, λ2,2, γ2, ρ2,2) равен

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 −2 0

0 −8 0 2 ln W̃ (ε)− ln 12
1 0 −3 0

0 −1 0 2 ln W̃ (ε)− ln 12
e

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5(−14 ln W̃ (ε) + 7 ln 12 − 8) −→ +∞ при ε→ +0.
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Тем самым, при всех достаточно малых ε > 0 линейный оператор системы (2.32) обратим. Сле-
довательно, однозначно определятся и все остальные приближения. Компоненты найденных

векторов λ2, ρ2 и скаляр γ2 представляют собой рациональные функции от W (ε) и ln
1

W (ε)
(или вследствие уравнения (2.26) — от ε и W (ε)), но в силу утверждения 2 не являются раци-

ональными функциями от ε и ln
1

ε
.

Нахождение и обоснование полных асимптотик величин λε, ρε и γε производится стандарт-
ным образом (см., например, разд. 5 [16]).

Теорема 2. Определяющий вектор lε в задаче (2.1) не раскладывается в асимптотиче-

ский ряд в смысле Пуанкаре по степеням ε при ε → 0. Его асимптотическое разложение

представляет собой разложение в смысле Эрдейи относительно асимптотической последо-

вательности {εk}, порождаемое рядами (2.18) с членами первого приближения (2.28). Так,

l1,ε = l1,0 + λ1 +O∗
(
ε2
)
=

(
1

−A1 ln(12e)W (ε) + 2A1W (ε) ln(A1W (ε))

)
+O∗

(
ε2
)
,

l2,ε = −l1,0 + γ1l1,0 − λ1 + ρ1‖l1,0‖+O∗
(
ε2
)

=

(
−1

A1 ln(12e
2)W (ε)− 2A1W (ε) ln(A1W (ε))

)
+O∗

(
ε2
)
,

(2.33)

где A1 = e
A

14 . �

Далее, принимая во внимание соотношения (1.7), (2.3), приходим к равенству −lε =
zε(T ;u

opt
ε ). Тогда оптимальное значение функционала качества в задаче (2.1) выражается че-

рез вектор lε следующим образом:

Jε(u
opt
ε ) =

‖lε‖
2

2
.

При этом, используя формулы для решения системы (2.32), а также (2.33), можно показать,
что в асимптотическом разложении Jε(u

opt
ε ) слагаемые второго порядка малости существенно

зависят от функции W (ε).

Заключение

В приведенном в разд. 2 примере начальные векторы выбраны коллинеарными, вследствие
чего оптимальное управление в предельной задаче имеет разрыв, в то время как в исходной
задаче оптимальное управление непрерывно во всех точках. При этом определяющий вектор lε
при ε→ +0 не раскладывается в асимптотический ряд в смысле Пуанкаре ни по какой асимп-
тотической последовательности рациональных функций от малого параметра ε и логарифмов
от него.
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