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В работе предложен простой для численной реализации способ приближенного восстановления ана-
литической в круге функции f(z) по известным (или произвольно задаваемым) граничным значениям ее
вещественной части (при условии ее непрерывности) при помощи интерполяционных всплесков. Несмотря
на то что хорошо известны точные аналитические формулы для решения этой задачи, явные формулы ап-
проксимации функции f(z), предложенные здесь, применять на практике значительно проще, поскольку
использование ранее известных точных формул требуют привлечения численных методов интегрирования
при вычислении сверток функций с ядрами Пуассона или Шварца. Для используемых в работе аппрокси-
маций при любом p ≥ 2 получены эффективные оценки сверху погрешности приближения аналитических
в круге функций интерполяционными всплесками в пространствах Lp(0, 2π), которые позволяют по тре-
буемой точности восстановления функции f(z) определять параметры этих всплесков. Отметим, что при
непрерывности вещественной части f(z) на границе круга нельзя гарантировать непрерывность f(z) в за-
мыкании круга, поэтому в общем случае оценка погрешности аппроксимации f(z) в равномерной метрике
(при p = ∞) невозможна.
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Введение

Задачу восстановления аналитической функции

f(z) = u(r, x) + iv(r, x), z = reix, (0.1)

в круге комплексной плоскости по заданным значениям ее вещественной части на границе
этого круга достаточно решить для единичного круга K1 = {z : |z| ≤ 1}. Отметим несколь-
ко известных точных формул решения этой задачи. Самый очевидный способ — разложить
периодическую функцию u(1, x) в тригонометрический ряд Фурье

u(1, x) ∼
a0
2

+

∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),
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вычислив его коэффициенты, и продолжить ряд внутрь круга по формуле

u(r, x) =
a0
2

+

∞∑

k=1

rk(ak cos kx+ bk sin kx) (r < 1).

Далее этот ряд и тригонометрически сопряженный к нему ряд

v(r, x) =
∞∑

k=1

rk(ak sin kx− bk cos kx)

подставить в формулу (0.1), получив представление функции f(z) в виде

f(z) =
a0 + ib0

2
+

∞∑

k=1

(ak − ibk)z
k. (0.2)

Ясно, что при любом способе для вычисления мнимой константы ib0 требуется дополнитель-
ная информация, например, задание значения функции f(z) при z = 0: f(0) = (a0 + ib0)/2.
Еще один способ восстановления функций u(r, x) и v(r, x) возможен с использованием ядра
Пуассона и его сопряженного в виде [1, гл. VI]

u(r, x) =
1

2π

2π∫

0

u(1, ξ)
1− r2

1 − 2r cos(x− ξ) + r2
dξ,

v(r, x) =
1

2π

2π∫

0

u(1, ξ)
2r sin(x− ξ)

1 − 2r cos(x− ξ) + r2
dξ.

Подстановка этих формул в (0.1) равносильна записи функции f(z) в виде формулы Шварца
[1, гл. VI]

f(z) = u(r, x) + iv(r, x) =
ib0
2

+
1

2π

2π∫

0

u(1, ξ)
eiξ + z

eiξ − z
dξ (0.3)

(тоже с точностью до ib0).
Применение формул (0.2) и (0.3) очень удобно для теоретического исследования свойств

восстановленной функции f(z), однако при практической реализации этих формул придется
применять численные формулы приближенного интегрирования, используя значения функ-
ции u(1, x) на достаточно “густой” сетке на промежутке [0, 2π) и получая приближенное пред-
ставление функции f(z), все более точное, чем меньше шаг сетки. Нам представляется (см.
далее предложенный алгоритм), что если функция u(1, x) является непрерывной на перио-
де, то для восстановления функции f(z) выгоднее использовать интерполяционные всплески.
Они будут построены в следующих разделах. Применение их ортогонального варианта вы-
глядит здесь менее удачно, поскольку снова возникает проблема приближенного вычисления
определенных интегралов.

1. Построение интерполяционных всплесков

Вначале дадим некоторые определения и изложим свойства применяемых в работе интер-
поляционных периодических всплесков — базисных функций подпространств кратномасштаб-
ной аппроксимации (КМА) пространства C2π непрерывных 2π-периодических функций. Такие
базисы для пространства C0(R) непрерывных функций на оси R и быстро убывающих на бес-
конечности, вероятно, впервые появились в 1933 г. в работе В. А.Котельникова [2] и были
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составлены из сжатий и сдвигов синк-функции K(x) = sinπx/πx. Ю.Н.Субботин [3] в 1972 г.,
развивая теорию приближения функций сплайнами, построил базисы пространства C2π на сгу-
щающихся сетках по схеме, очень похожей на возникшую позже схему Мейера [4]. Вначале он
построил базисы возрастающей по вложению последовательности подпространств полиноми-
альных сплайнов, в совокупности всюду плотных в C2π, а затем на их основе (без применения
преобразования Фурье) — и интерполяционный базис всего пространства C2π. И фактически
это построение конкретной системы всплесков (т. е. КМА) было сделано задолго до появле-
ния первых теоретических работ по ним. Следует также отметить, что начало построению
ортогональных всплесков положено еще раньше — в 1910 г. в работе А.Хаара [5].

Возникновение и систематическое развитие теории всплесков связано с именами И.Мей-
ера, А. Гроссмана, Ж.Морле, Ж.Стрёмберга, С.Малла, И.Дебеши, Ч.Чуи, К.И.Осколкова
и других математиков. Возможно, одни из первых результатов по всплескам были доложены
И.Мейером (с названием “ондолеты”) на семинаре Бурбаки в 1985 – 1986 гг.

В настоящей работе мы используем для дальнейшего развития и применения интерполяци-
онные всплески типа Мейера, порожденные заданным преобразованием Фурье ϕ̂(ω) := ϕ̂2

ε(ω),
сосредоточенным на отрезке [−(1 + ε)/2, (1 + ε)/2] при ε ∈ (0, 1/3]. Помимо четности отно-
сительно нуля предполагается также, что функция ϕ̂(ω) является кусочно-гладкой на всей
числовой оси R, тождественно равной 1 при |ω| ≤ (1 − ε)/2, а при (1 − ε)/2 < |ω| ≤ (1 + ε)/2
доопределенной таким образом, что почти всюду на R будет

∑

n∈Z

ϕ̂(ω + n) = 1. (1.1)

Известно (см., например, [6]), что последнее равенство гарантирует следующее свойство ин-
терполяции: ϕ(k) = δk,0 (k ∈ Z), где δk,0 — символ Кронекера.

В работе [6] по обратному преобразованию Фурье ϕ̂(ω) были построены и изучены свой-
ства 2π-периодизации системы функций ϕ(2jx − k) (j, k ∈ Z+). При этом вычислять саму
функцию ϕ(x) через обратное преобразование Фурье от функции ϕ̂(ω) оказалось не нужно,
потому что полученная система растяжений и сдвигов периодизированной функции ϕ(x) вы-
ражается явно через значения функции ϕ̂(ω) в системе точек {ν/2j} (ν = 1, Nj,+ε), Nj,+ε =
[2j−1(1 + ε)] (см. ниже формулу (1.3)) и является системой тригонометрических полиномов
порядка Nj,+ε. В [6] также построены еще две функции ϕ̃(ω), порождающие по той же схе-
ме уже интерполяционно-ортогональные 2π-периодические всплески. Там эти функции были
обозначены через ϕ̂1(ω) и ϕ̂2(ω), а через ϕ̂3(ω) была обозначена определенная выше функция
ϕ̂(ω) = ϕ̂2

ε(ω). Функция ϕ̂2(ω) определяется следующим образом:

ϕ̂2(ω) = ϕ̂2
ε(ω) + i · signω · ϕ̂ε(ω)

(
ϕ̂ε(ω − 1) + ϕ̂ε(ω + 1)

)
.

Функцию ϕ̂1(ω) выписывать не будем, поскольку в дальнейшем изложении она не участвует.
Здесь снова справедливо равенство

∑
n∈Z ϕ̂2(ω + n) ≡ 1 (ω ∈ R). Следовательно, для самих

функций ϕ2(x) и ϕ3(x) имеют место равенства ϕs(l) = δl,0 (l ∈ Z, s = 2, 3).
В данной работе, имея описанные функции ϕ̂2(ω) и ϕ̂3(ω), следуя И.Мейеру [4], определяем

(но не вычисляем!) кратномасштабные аппроксимации (КМА) пространства C0(R), а именно,
возрастающие по вложению с ростом j системы подпространств Ṽs,j с интерполяционными
базисами

{ϕj,k
s (x) = ϕs(2

jx− k) : k ∈ Z} (j ∈ Z; s = 2, 3), (1.2)

для которых выполнены условия интерполяции

ϕj,k
s

( l

2j

)
= δk,l (k, l ∈ Z).

Следует заметить, что определять любую функцию ϕ̂(ω) не конкретной формулой (как это
было у И.Мейера), а с помощью свойств, указанных в абзаце перед формулой (1.1), предло-
жили Д.Оффин и К.И.Осколков [7].
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После 2π-периодизации систем (1.2) получаются две системы тригонометрических полино-
мов степени Nj,+ε = [2j−1(1 + ε)]

{
Φj,k
3 (x) = 2−j+1

(1
2
+

Nj,+ε∑

ν=1

ϕ̂2
ε

( ν

2j

)
cos ν

(
x−

2πk

2j

)) (
k = 0, 2j − 1; j ∈ Z+

)}
, (1.3)

{
Φj,k
2 (x) = Φj,k

3 (x)−2−j+1

Nj,+ε∑

ν=Nj,−ε

ϕ̂ε

( ν

2j

)(
ϕ̂ε

( ν

2j

)
−1

)
sin ν

(
x−

2πk

2j

) (
k = 0, 2j − 1; j ∈ Z+

)}
,

(1.4)
где Nj,−ε = [2j−1(1 − ε)]. Данные системы функций являются интерполяционными на сетках

точек
{
2πl/2j

} (
l = 0, 2j − 1; j ∈ Z+

)
, образуют базисы подпространств Vs,j 2π-периодических

КМА пространства C2π, причем система (1.4) является интерполяционно-ортогональной (т. е.
ортонормированной при умножении на 2j/2). Соответствующие пространства Ṽs,j обладают
всеми свойствами КМА, а именно,

Ṽs,j ⊂ Ṽs,j+1,
⋂
j
Ṽs,j = Ṽs,0 = {const },

⋃
s,j

Ṽs,j = C2π (s = 2, 3).

Кроме того, если взять прямые дополнения Ws,j подпространств Ṽs,j до Ṽs,j+1, то, объеди-
няя их базисы, получим интерполяционный базис

{
1,Ψj,k

s (x) = Φj+1,2k−1
s (x)

(
k = 1, 2j ; j ∈ Z+

)}

всего пространства C2π, так что для любой функции g ∈ C2π будет иметь место итерационно
определяемое разложение

g(x) = g(0) +
∞∑

j=0

2j∑

k=1

(
g
(2π(2k − 1)

2j+1

)
− S2j−1

(2π(2k − 1)

2j+1
, g
))

Ψj,k
s (x), (1.5)

где Sn(x, g) — частная сумма порядка n этого же ряда (1.5). Для практических вычислений
ряд заменяется частной суммой с указанием соответствующей оценки погрешности аппрокси-
мации. Но в нашем случае частные суммы порядка 2j просто совпадают с интерполяционными
проекциями Print

Ṽs,j
g(x) функции g на подпространство Ṽs,j, а именно, имеет место равенство

S2j(x, g) = Print
Ṽs,j

g(x) =
2j∑

k=1

g
(2πk

2j

)
Φj,k
s (x) (s = 2, 3). (1.6)

2. Оценка погрешности аппроксимации функций,

аналитических в единичном круге

Для формулировки основного результата данной работы дадим некоторые определения.
Пусть En(g)C2π

— величина наилучшего приближения в равномерной метрике 2π-периодической
непрерывной функции g тригонометрическими полиномами порядка n и Ls,j — константа Лебе-
га оператора интерполяционного проектирования Print

Ṽs,j
функций g ∈ C2π на подпространство

Ṽs,j, т. е.

Ls,j = sup
g:‖g‖C2π

≤1

∥∥Print
Ṽs,j

g
∥∥
C2π

=

∥∥∥∥
2j∑

k=1

|Φj,k
s (x)|

∥∥∥∥
C2π

(s = 2, 3). (2.1)
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Пусть также Lp(0, 2π) (p ≥ 1) — пространство 2π-периодических функций, абсолютно инте-
грируемых на периоде с p-й степенью с обычным определением нормы

‖g‖p = ‖g‖Lp(0,2π) =

(
1

2π

2π∫

0

|g(t)|p dt

)1/p

.

Отметим еще, что далее через g̃(x) обозначается функция, тригонометрически сопряженная
функции g(x).

При 0 < r < 1 определим гармонические в K1 полиномы

Φj,k
3 (r, x) = 2−j+1

(
1

2
+

2j−1∑

ν=1

rνϕ̂2
3

( ν

2j

)
cos ν

(
x−

2πk

2j

))
(k = 0, 2j − 1, j ∈ Z),

а по заданной функции u(1, x) = Re f(eix) (см. введение) — полиномы

uj,3(r, x) =

2j∑

k=1

u
(
1,

2πk

2j

)
Φj,k
3 (r, x),

uj,2(r, x) = uj,3(r, x) +

Nj,+ε∑

ν=Nj,−ε

rνϕ̂ε

( ν

2j

)(
ϕ̂ε

( ν

2j

)
− 1

)
sin ν

(
x−

2πk

2j

)

и положим
vj,s(r, x) = ũj,s(r, x) (s = 2, 3).

Теорема. Для любой аналитической в единичном круге K1 функции f(z) (z = reix)
с непрерывной граничной функцией u(1, x) = Re f(eix) и вещественным значением в нуле,

ℑf(0) = 0, при |z| ≤ 1, 0 < ε ≤ 1/3 и p ≥ 2 справедливы оценки

( 2π∫

0

∣∣f(z)− (uj,s(r, x) + ivj,s(r, x))
∣∣p dz

)1/p

≤
∥∥u(1, x)− Print

Ṽs,j
(u(1, x))

∥∥
p
+

∥∥ũ(1, x) − P̃r
int

Ṽs,j
(u(1, x))

∥∥
p

≤ (1 + Cε,s)(1 + 4πp)ENj,−ε
(u(1, ·))C2π

(s = 2, 3),

где Cε,s — положительные константы, зависящие от параметра ε и выбранной в разд. 1
функции ϕ̂ε, определенные ниже в формулах (2.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Авторы работы [7] заметили, что для любого тригонометриче-
ского полинома TNj,−ε

(x) порядка Nj,−ε = [2j−1(1−ε)] и систем функций типа (1.3) и (1.4) (т. е.

с описанными в разд. 1 свойствами функции ϕ̂ε(ω)) справедливо тождество Print
Ṽs,j

TNj,−ε
(x) ≡

TNj,−ε
(x). Поэтому в силу неравенства Лебега из (1.6) и (2.1) для любой функции g ∈ C2π

очевидно следует неравенство
∥∥g(x)− Print

Ṽs,j
g(x)

∥∥
C2π

≤ (1 + Ls,j)ENj,−ε
(g)C2π

, (2.2)

где Ls,j — константа Лебега оператора интерполяционного проектирования (см. (2.1)). Кон-
станты Ls,j уже оценены в [6, леммы 2 и 3]. Из [6] следует, что в (2.2) при s = 2 и 3 соответ-
ственно имеем

L3,j ≤ Cε,3 =
( 4

π2
+ ε+ 1

) (1+ε)/2∨

1/2

(
ϕ̂2
ε(ω)

)′
ω
,

L2,j ≤ Cs,2 = L3,j +
( 4

π2
+ ε+ 1

) (1+ε)/2∨

1/2

(
ϕ̂ε(ω)ϕ̂ε(1− ω)

)′
ω
,

(2.3)
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где
∨b

a g(ω) обозначает вариацию функции g(ω) на отрезке [a, b]. Из оценок (2.2) и (2.3) полу-
чаем, что

‖g(x) − S2j(x, g)‖C2π
= ‖g(x) − Print

Ṽs,j
g(x)‖C2π

≤ (1 + Cε,s)ENj,−ε
(g)C2π

(s = 2, 3). (2.4)

Перепишем неравенство (2.4) для непрерывной функции g(x) = u(1, x) в виде

∥∥u(1, ·) − Print
Ṽs,j

(u(1, ·))
∥∥
C2π

≤ (1 + Cε,s)
∥∥u(1, ·) − TNj,−ε

(·)
∥∥
C2π

, (2.5)

где TNj,−ε
(x) — тригонометрические полиномы наилучшего приближения порядка Nj,−ε по си-

стемам (1.3) и (1.4), построенные для функции g(x) = u(1, x). Пусть TNj,−ε
(r, x) (0 < r < 1) —

соответствующие им гармоничные в K1 полиномы порядка Nj,−ε, а T̃Nj,−ε
(r, x) — их тригоно-

метрически сопряженные. К сожалению, непрерывность функции g(x) обеспечивает для три-
гонометрически сопряженной функции g̃(x) только включение g̃ ∈ Lp(0, 2π) при 1 ≤ p < ∞
(а не ее непрерывность). Но поскольку C2π ⊂ Lp(0, 2π), то при любом p ≥ 2 из неравенства
‖g̃(x)‖p ≤ 2p‖g(x)‖p для функций g̃(x), тригонометрически сопряженных с g(x) (см. [8, нера-
венство (14.5) на с. 566–567]), получаем следующее неравенство:

∥∥v(r, x) − T̃Nj,−ε
(r, x)

∥∥
p
=

∥∥ũ(r, x)− T̃Nj,−ε
(r, x)

∥∥
p
≤ 2p

∥∥u(r, x)− TNj,−ε
(r, x)

∥∥
p

≤ 4πp
∥∥u(r, x) − TNj,−ε

(r, x)
∥∥
C2π

≤ 4πp
∥∥u(1, x)− TNj,−ε

(x)
∥∥
C2π

≤ 4πp(1 + Cs,ε)ENj,−ε
(u(1, x))C2π

.

Из (2.5) и последнего неравенства следует справедливость сформулированной теоремы.

Автор выражает благодарность В.Т.Шевалдину за добрые советы при подготовке статьи.
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