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Введение

Рассматривается проблема соблюдения ограничений, задаваемых посредством семейства
множеств в пространстве обычных решений; данные семейства могут, в частности, возникать
при ослаблении стандартных ограничений в задачах теории управления и математического
программирования (см. [1, гл. III; 2; 3]). В результате могут возникать скачкообразные измене-
ния достигаемого качества. Примером этой ситуации является разрыв двойственности в зада-
чах выпуклого программирования. Итак, “малому” ослаблению ограничений может отвечать
скачкообразное улучшение достигаемого результата; в этих случаях результат, достигаемый в
невозмущенной задаче, обычно не представляет интереса. В [1–3] рассматривались экстремаль-
ные задачи, но аналогичные явления возникают и в задачах о достижимости (см. [4; 5]), где
возможны “скачки” области достижимости, являющейся важным объектом в теории управле-
ния. Система возмущенных условий образует при этом ограничения асимптотического харак-
тера (ОАХ); важно отметить, что ОАХ могут возникать и изначально, вне какой-либо связи
со стандартными ограничениями (см. [6;7]). В абстрактной задаче о достижимости предпола-
гается заданным некоторый оператор “системы”, значения которого как раз и образуют тот
или иной аналог области достижимости (ОД). Предел ОД, отвечающий либо ослабленным
ограничениям, либо условиям, формирующим ОАХ, образует множество притяжения (МП),
которое и может рассматриваться как асимптотический аналог ОД.
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Для построения МП представляется целесообразным использовать конструкции расшире-
ния пространства обычных решений или управлений. Данные конструкции доставляют свое-
образную компактификацию упомянутого пространства; возникает пространство обобщенных
элементов (ОЭ), в которое, конечно, погружаются обычные решения. Соответствующие “скач-
ки”, наблюдаемые обычно для ОД и их аналогов, имеют место и в пространстве ОЭ, которое
представляется поэтому удобным объектом исследования в силу компактности, достигаемой
при построении расширений (см., в частности, [8; 9]). В настоящей работе мы предпринимаем
исследование в упомянутом направлении при условии, что ОЭ определяются в виде ультра-
фильтров (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств (ИП). Такая постановка вопроса
требует и определенных усилий в части изучения свойств самих у/ф. Предпринимая эти уси-
лия, конечно, не достигаем решения какой-либо конкретной задачи; скорее здесь речь идет
об изучении явления, связанного с построением МП в задачах о достижимости с ОАХ. В то
же время конструкции, используемые для изучения данного явления, представляют интерес
и при отказе от некоторых естественных для задач с ОАХ условий. В таких случаях исполь-
зуем более общее толкование, оговаривая это специально. Так, в частности, многие свойства,
относящиеся к пространству у/ф, обладают аналогами в случае рассмотрения более общих
объектов — максимальных сцепленных систем. Эти положения не связываются с вопросами
достижимости при ОАХ и рассматриваются в заключительной части для иллюстрации выше-
упомянутых аналогий.

1. Общие определения и обозначения

Используем стандартную теоретико-множественную символику (кванторы, связки и др.);

∅ — пустое множество,
△
= — равенство по определению, def заменяет фразу “по определению”.

Принимаем аксиому выбора; семейством называем множество, все элементы которого сами
являются множествами. Если x и y — объекты, то {x; y} есть def их неупорядоченная пара:
1) x ∈ {x; y}; 2) y ∈ {x; y}; 3) (x = z) ∨ (y = z) при z ∈ {x; y}. Тогда объекту a сопоставляется

синглетон {a}
△
= {a; a}.

Через P(X) (через P ′(X)) обозначаем семейство всех (всех непустых) подмножеств (п/м)
множества X. Если A и B — множества, то через BA обозначаем множество всех отображений
(функций) из A в B; при f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем, как обычно, значение f в

точке a. Если A и B — множества, f ∈ BA и C ∈ P(A), то f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) есть

образ C при действии f .

В дальнейшем N
△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R), где R есть вещественная прямая; 1, n

△
= {k ∈ N |

k 6 n} ∈ P ′(N) при n ∈ N. Полагаем, что элементы N — натуральные числа — не являются
множествами. Если X есть непустое семейство, то

{∩}♯(X)
△
=

⋃

m∈N

{ m⋂

i=1

Xi : (Xi)i∈1,m ∈ Xm
}
; (1.1)

здесь и ниже при k ∈ N используем Xk вместо X1,k для обозначения множества всех корте-
жей (X̃i)i∈1,k таких, что X̃j ∈ X при j ∈ 1, k (используем индексную форму записи функций;
см. [1, с. 11]). В (1.1) имеем семейство всех пересечений множеств непустых конечных подсе-
мейств семейства X, X ⊂ {∩}♯(X); кроме того,

{∪}(X)
△
=

{ ⋃

X∈X

X : X ∈ P(X)
}

есть семейство объединений всевозможных подсемейств непустого семейства X, ∅ ∈ {∪}(X).
Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то

CM[M]
△
= { M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)).



Некоторые свойства ультрафильтров 273

Специальные семейства. Фиксируем до конца раздела множество I. В виде

π[I]
△
= { L ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ L)& (I ∈ L)& ( A ∩B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L)} (1.2)

имеем семейство всех π-систем (см. [10, с. 14]) п/м I с “нулем” и “единицей”, а в виде

π̃0[I]
△
= { L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ L : (x ∈ Λ)& (Λ ∩ L = ∅)} (1.3)

имеем семейство всех отделимых π-систем упомянутого типа. Если L ∈ π[I], то (I,L) рассмат-
риваем как широко понимаемое ИП; ниже перечисляются некоторые частные случаи π-систем
из семейств (1.2), (1.3). Так, при L ∈ π[I], A ∈ P(E) и n ∈ N полагаем, что

∆n(A,L)
△
=

{
(Li)i∈1,n ∈ Ln

∣∣
(
A =

n⋃

i=1

Li

)
&(Lp ∩ Lq = ∅ ∀p ∈ 1, n ∀q ∈ 1, n \ {p})

}
,

получая семейство всех L-разбиений A “длины” n. Тогда

Π[I]
△
= { L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∃n ∈ N : ∆n(I \ L,L) 6= ∅} ∈ P ′(π̃0[I]) (1.4)

есть семейство всех полуалгебр п/м I. В виде

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \ A ∈ A ∀A ∈ A} (1.5)

имеем семейство всех алгебр п/м I. Каждой полуалгебре L ∈ Π[I] сопоставляется алгебра

a0I(L)
△
= {A ∈ P(I) | ∃n ∈ N : ∆n(A,L) 6= ∅} ∈ (alg)[I], порожденная полуалгеброй L. В виде

(LAT)0[I]
△
= {L ∈ π[I] | A ∪B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L} (1.6)

имеем семейство всех решеток п/м I с “нулем” и “единицей”; (alg)[I] ⊂ (LAT)0[I]. Далее,

(top)[I]
△
=

{
τ ∈ π[I]

∣∣ ⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}
=

{
τ ∈ (LAT)0[I]

∣∣ ⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}

(1.7)

есть семейство всех топологий на I; (clos)[I]
△
= { CI [τ ] : τ ∈ (top)[I]} ∈ P ′((LAT)0[I]) есть семей-

ство всех замкнутых топологий на I (см. [11, с. 98]). В (1.3)–(1.7) имеем подсемейства (1.2). Та-
ким образом, π-системы образуют очень общий класс измеримых структур; решетки (см. (1.6))
также образуют очень общий класс, но полуалгебры (см. (1.4)) решетками, вообще говоря, не
являются.

Семейству H и множеству S сопоставляем семейство [H](S)
△
= { H ∈ H |S ⊂ H} ∈ P(H).

Непустому семейству M сопоставляем семейство

(Cen)[M]
△
=

{
Z ∈ P ′(M)

∣∣
m⋂

i=1

Zi 6= ∅ ∀m ∈ N ∀(Zi)i∈1,m ∈ Zm
}

всех непустых центрированных подсемейств M. Совсем кратко напомним некоторые понятия
общей топологии.

Если τ ∈ (top)[I], то (I, τ) называют топологическим пространством (ТП). При τ ∈

(top)[I] и x ∈ I в виде N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G} имеем семейство всех открытых окрестностей x;

Nτ (x)
△
= { H ∈ P(X) | ∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H}

есть фильтр (см. [12, гл. I]) окрестностей x. Известно (см. [12, гл. I, §1.2]), что

τ = {G ∈ P(I) | G ∈ Nτ (x) ∀x ∈ G} ∀τ ∈ (top)[I].



274 А. Г.Ченцов

Если τ ∈ (top)[I] и A ∈ P(I), то N
0
τ [A]

△
= [τ ](A) и

Nτ [A]
△
= {H ∈ P(I) | ∃G ∈ N

0
τ [A] : G ⊂ H}

(введены τ -окрестности множества A). Ниже используются аксиомы отделимости (см. [13,
разд. I.5]). Топологии τ ∈ (top)[I] сопоставляется непустое семейство CI [τ ] всех замкнутых в
ТП (I, τ) п/м I; если A ∈ P(I), то [CI [τ ]](A) 6= ∅ и

cl(A, τ)
△
= {x ∈ I | A ∩H 6= ∅ ∀H ∈ Nτ (x)}

= {x ∈ I | A ∩G 6= ∅ ∀G ∈ N0
τ (x)} =

⋂

F∈[CI [τ ]](A)

F ∈ [CI [τ ]](A)

есть замыкание A в ТП (I, τ). Семейству Y ∈ P ′(P(I)) сопоставляем семейство

(COV)[I | Y]
△
=

{
Z ∈ P ′(Y)

∣∣ I =
⋃

Z∈Z

Z
}

всех покрытий I множествами из Y. Тогда

(c− top)[I]
△
=

{
τ ∈ (top)[I] | ∀G ∈ (COV)[I | τ ] ∃n ∈ N ∃(Gi)i∈1,n ∈ Gn : I =

n⋃

i=1

Gi

}

=
{
τ ∈ (top)[I]

∣∣ ⋂

F∈F

F 6= ∅ ∀F ∈ (Cen)[CI [τ ]]
}

есть семейство всех топологий, превращающих I в компактное ТП; компактное T2-простран-
ство называют компактом (см. [14]). Пусть семейство (BAS)[I] всех открытых баз топологий
на I определяется посредством [15, (1.9)] (при этом в [15, (1.9)] следует полагать I = I). Легко
видеть, что

π[I] ⊂ (BAS)[I]. (1.8)

2. Ультрафильтры на π-системах

Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, фиксируем непустое множество E и
π-систему L ∈ π[E]. Тогда в виде

F
∗(L)

△
= { F ∈ P ′(L \ {∅}) | ( A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)& ([L](F ) ⊂ F ∀F ∈ F)} (2.1)

имеем множество всех фильтров на (широко понимаемом) ИП (E,L). При x ∈ E

(L − triv)[x]
△
= { L ∈ L |x ∈ L} ∈ F

∗(L); (2.2)

определен тривиальный фильтр на (E,L), соответствующий точке x. Кроме того (см. (2.1)),
{E} ∈ F

∗(L). Далее (см. [15, (2.2)]), в виде

F
∗
0(L)

△
= { U ∈ F

∗(L) | ∀F ∈ F
∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)}

= {U ∈ F
∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (L ∈ U)}

= {U ∈ (Cen)[L] | ∀V ∈ (Cen)[L] (U ⊂ V) ⇒ (U = V)} (2.3)

имеем множество всех у/ф на (E,L); последнее в (2.3) выражение говорит о том, что данные
у/ф суть максимальные центрированные подсемейства L и только они. С учетом [15, (2.4)]
имеем, что F

∗
0(L) 6= ∅. Отметим, что (см. [15, (2.5)]) при L ∈ L

ΦL(L)
△
= { U ∈ F

∗
0(L) | L ∈ U} = {U ∈ F

∗
0(L) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∈ P(F∗

0(L)). (2.4)
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Легко видеть, что (см. [15, (2.6)]) справедливо свойство

(UF)[E;L]
△
= { ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F∗

0(L)]; (2.5)

в силу (1.8) (UF)[E;L] ∈ (BAS)[F∗
0(L)], а потому определена топология

T
∗
L[E]

△
= {∪}((UF)[E;L]) = {G ∈ P(F∗

0(L)) | ∀U ∈ G ∃U ∈ U : ΦL(U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗
0(L)] (2.6)

стоуновского типа, (UF)[E;L] ⊂ T
∗
L[E]. Получили ТП

(F∗
0(L), T

∗
L[E]) (2.7)

стоуновского типа. Напомним, что (см. [15, с. 90]) в виде (2.7) реализуется нульмерное (см.
[13, 6.2]) T2-пространство. В связи со свойством нульмерности заметим, что

(UF)[E;L] ⊂ T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]]; (2.8)

если L ∈ (alg)[E], то (2.7) — нульмерный компакт, а (2.8) превращается в равенство (заме-
тим, что при L ∈ Π[E] ТП (2.7) также является компактом). Другое (волмэновское) оснаще-
ние F

∗
0(L) связываем с множествами

F
♮
C
[L | H]

△
= {U ∈ F

∗
0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} ∀H ∈ P(E).

При этом F
♮
C
[L | E \ L] = F

∗
0(L) \ ΦL(L) при L ∈ L. Тогда

F
♮
C
[L]

△
= {F♮

C
[L | C] : C ∈ CE[L]} = CF∗

0
(L)[(UF)[E;L]]

есть замкнутая база ТП (2.7) и вместе с тем открытая предбаза следующей топологии волмэ-
новского типа:

T
0
L〈E〉

△
= {∪}({∩}♯(F

♮
C
[L])) ∈ (top)[F∗

0(L)]. (2.9)

Заметим, что в виде
(F∗

0(L),T
0
L〈E〉) (2.10)

всегда реализуется компактное T1-пространство (см. [16, с. 80]). Наконец, отметим, что (см.
[16, (2.10)])

T
0
L〈E〉 ⊂ T

∗
L[E]. (2.11)

С учетом (2.6), (2.9), (2.11) получаем теперь в виде триплета

(F∗
0(L),T

0
L〈E〉,T∗

L[E]) (2.12)

битопологическое пространство (БТП) (определяем БТП как множество в оснащении парой
сравнимых топологий); в связи с (2.10) напомним, что T

0
L〈E〉 ∈ (c − top)[F∗

0(L)]. В связи с
последующими построениями полагаем, что

(
F
∗
0(L | E)

△
= {U ∈ F

∗
0(L) | E ⊂ U} ∀E ∈ P ′(L)

)

&
(
F̂
∗
0[L | Ẽ ]

△
= {U ∈ F

∗
0(L) | Σ ∩ U 6= ∅ ∀Σ ∈ Ẽ ∀U ∈ U} ∀Ẽ ∈ P ′(P(E))

)
. (2.13)

Полагаем, кроме того, что F∗
0[L | A]

△
= {U ∈ F∗

0(L) | A ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} при A ∈ P(E). Тогда
для множеств (2.13) получаем очевидные представления в терминах пересечений

(
F
∗
0(L | E) =

⋂

Σ∈E

ΦL(Σ) ∀E ∈ P ′(L)
)
&
(
F̂
∗
0[L | Ẽ ] =

⋂

Σ∈Ẽ

F
∗
0[L | Σ] ∀Ẽ ∈ P ′(P(E))

)
. (2.14)

Легко видеть (см. (2.4)), что ΦL(L) = F
∗
0[L | L] при L ∈ L. На этой основе устанавливается,

что
F
∗
0(L | E) = F̂

∗
0[L | E ] ∀E ∈ P ′(L).
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Предложение 1. Если A ∈ P(E), то множество F
∗
0[L | A] замкнуто в ТП (2.7):

F
∗
0[L | A] ∈ CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]]. (2.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ∈ P(E). Выберем произвольно

V ∈ F
∗
0(L) \F

∗
0[L | A]. (2.16)

Тогда A∩V = ∅ для некоторого множества V ∈ V. Рассмотрим множество ΦL(V ) ∈ (UF)[E;L].
Пусть W ∈ ΦL(V ). Тогда W ∈ F

∗
0(L) и согласно (2.4) V ∈ W. Поэтому ∃U ∈ W : A ∩ U = ∅.

Последнее означает, что
W ∈ F

∗
0(L) \F

∗
0[L | A].

Поскольку выбор W был произвольным, установлено, что ΦL(V ) ⊂ F
∗
0(L) \ F

∗
0[L | A]. Коль

скоро (см. (2.16)) и V выбиралось произвольно, имеем

∀U ∈ F
∗
0(L) \ F

∗
0[L | A] ∃U ∈ U : ΦL(U) ⊂ F

∗
0(L) \ F

∗
0[L | A].

С учетом (2.6) получаем, что F
∗
0(L) \ F

∗
0[L | A] ∈ T

∗
L[E], откуда вытекает (2.15). �

Из (2.14) и предложения 1 получаем, что

F̂
∗
0[L | E ] ∈ CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]] ∀E ∈ P ′(P(E)). (2.17)

В связи с (2.17) отметим (см. (2.8), (2.14)), что F
∗
0(L | E) ∈ CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]] при E ∈ P ′(L).

3. Множества притяжения (общие сведения)

Фиксируем непустое множество E. В настоящем разделе возвращаемся к абстрактным
задачам о достижимости с ОАХ. Будем использовать МП, определяемые в [17, замечание 2].
В этой связи полагаем, что

β[E]
△
= { B ∈ P ′(P(E)) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2}, (3.1)

получая семейство всех направленных подсемейств P(E) (элементы E используем далее в
качестве обычных решений). Если E ∈ P ′(P(E)), то {∩}♯(E) ∈ β[E]. В настоящем изложении
полагаем, что для всяких ТП (Y, τ), Y 6= ∅, f ∈ Y E и B ∈ β[E]

(AS)[E;Y ; τ ; f ;B]
△
=

⋂

B∈B

cl(f1(B), τ). (3.2)

Если же (Y, τ), Y 6= ∅, есть ТП, f ∈ Y E и E ∈ P ′(P(E)), то (см. (3.1); [18, (2.4)]) полагаем, что

(as)[E;Y ; τ ; f ; E ]
△
= (AS)[E;Y ; τ ; f ; {∩}♯(E)], (3.3)

получая п/м Y . Данное определение (см. (3.2), (3.3)) эквивалентно приведенному в [17, заме-
чание 2]. Можно в качестве (Y, τ) использовать в (3.2), (3.3) ТП (2.7) и (2.10); важно, однако,
правильно определить f . В этой связи напомним [18, (1.3)]. С учетом этого полагаем в настоя-
щем разделе, что L ∈ π̃0[E]; тогда (см. (2.2); [18, (1.3)]) (L− triv)[x] ∈ F

∗
0(L) ∀x ∈ E. С учетом

этого получаем

(L − triv)[·]
△
= ((L − triv)[x])x∈E ∈ F

∗
0(L)

E . (3.4)

При A ∈ P(E) имеем

(L − triv)[·]1(A) = {(L − triv)[x] : x ∈ A} ∈ P(F∗
0(L)).
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Воспользуемся конструкциями [15, § 7]. Прежде всего напомним (см. [15, предложение 7.1]):
если L ∈ L, то

ΦL(L) = cl((L − triv)[·]1(L),T0
L〈E〉) = cl((L − triv)[·]1(L),T∗

L[E]) (3.5)

(как следствие (L − triv)[·]1(E) всюду плотно в каждом из ТП (2.7), (2.10); см. [15, (7.5)]).
Далее, имеем [15, (7.7)] и как следствие (см. [15, теорема 7.1]

F
∗
0(L | E) = (as)[E;F∗

0(L);T
∗
L[E]; (L − triv)[·]; E ]

= (as)[E;F∗
0(L);T

0
L〈E〉; (L − triv)[·]; E ] ∀E ∈ P ′(L) (3.6)

(в обосновании [15, теорема 7.1] важную роль играет свойство (3.5)). Итак, первое в (2.13)
множество является универсальным (относительно топологий, порождающих БТП (2.12)) МП;
изучение его свойств представляет интерес (см. также [18, (5.4)]).

4. Вопросы реализации множества допустимых обобщенных элементов, 1

В настоящем разделе для общего случая L ∈ π[E] рассматриваются вопросы, связанные с
реализацией и свойствами множеств F

∗
0(L | E), где E ∈ P ′(L). Имея в виду толкование (E,L)

как ИП, логично говорить здесь об ОАХ со свойством L-измеримости (строго говоря, такое
толкование законно при L ∈ π̃0[E]). Заметим, что в качестве E может, в частности, использо-
ваться фильтр. В этой связи при F ∈ F

∗(L) введем

(F − set)[E;L]
△
= {L ∈ L | L ∩ F 6= ∅ ∀F ∈ F}; (4.1)

ясно, что F ⊂ (F − set)[E;L]; с другой стороны, F∗
0(L | F) ∈ P ′(F∗

0(L)) (см. [16, с. 80]), а потому
определено множество ⋃

U∈F∗
0
(L|F)

U ∈ P ′(L).

Предложение 2. Если F ∈ F
∗(L), то

(F − set)[E;L] =
⋃

U∈F∗
0
(L|F)

U . (4.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем F ∈ F
∗(L) и полагаем, что

(Ω1
△
= (F − set)[E;L])&

(
Ω2

△
=

⋃

U∈F∗
0
(L|F)

U
)
. (4.3)

Выберем произвольно M ∈ Ω1. Тогда согласно (4.1) M ∈ L и при этом

M ∩ F 6= ∅ ∀F ∈ F . (4.4)

В силу (4.4) имеем для некоторого F̃ ∈ F
∗(L), что F ⊂ F̃ и M ∈ F̃ (см. [19, (5.6)]).

С учетом [15, (2.4)] получаем далее для некоторого у/ф Ũ ∈ F
∗
0(L) вложение F̃ ⊂ Ũ . То-

гда F ⊂ Ũ , а потому Ũ ∈ F
∗
0(L | F). С другой стороны, M ∈ Ũ . В итоге M ∈ Ω2, чем и

завершается проверка вложения Ω1 ⊂ Ω2.
Пусть N ∈ Ω2. С учетом (4.3) подберем V ∈ F

∗
0(L | F), для которого N ∈ V. При этом F ⊂ V;

имеем тогда (см. (2.1), (2.2)), что N ∩ V 6= ∅ при V ∈ V. Как следствие, N ∩ F 6= ∅ ∀F ∈ F .
Иными словами (см. (4.1)), N ∈ (F − set)[E;L], т. е. N ∈ Ω1. Итак, Ω2 ⊂ Ω1 и как следствие
Ω1 = Ω2; с учетом (4.3) получаем (4.2). �

Заметим, что в силу (2.3), (2.4) ΦL(A ∩ B) = ΦL(A) ∩ ΦL(B) при A ∈ L и B ∈ L. По
индукции получаем, что при m ∈ N и (Li)i∈1,m ∈ Lm

m⋂

i=1

Li ∈ L : ΦL

( m⋂

i=1

Li

)
=

m⋂

i=1

ΦL(Li). (4.5)
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Предложение 3. Если E ∈ P ′(L) и G ∈ N
0
T0

L
〈E〉

[F∗
0(L | E)], то непременно

∃m ∈ N ∃(Σi)i∈1,m ∈ Em : F∗
0(L | E) ⊂ ΦL

( m⋂

i=1

Σi

)
⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о использует (2.14), (4.5), компактность ТП (2.10) и сводится к
применению [13, следствие 3.1.5]. Учитываем также то, что семейство (2.5) есть замкнутая
предбаза ТП (2.10). �

Введем в рассмотрение базы фильтров (БФ) ИП (Eh,L), полагая, что

β0
L[E]

△
= {B ∈ P ′(L) | (∅ /∈ B)& (∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2)}; (4.6)

тогда F
∗
0(L) ⊂ F

∗(L) ⊂ β0
L[E]. Рассуждением по индукции устанавливается с учетом (4.6), что

∀B ∈ β0
L[E] ∀m ∈ N ∀(Bi)i∈1,m ∈ Bm ∃B ∈ B : B ⊂

m⋂

i=1

Bi. (4.7)

Посредством БФ легко конструируются фильтры: если B ∈ β0
L[E], то (см. [20, (3.3)])

(E − fi)[B | L]
△
= {L ∈ L | ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F

∗(L).

Предложение 4. Если B ∈ β0
L[E] и G ∈ N

0
T0

L
〈E〉

[F∗
0(L | B)], то

∃B ∈ B : F∗
0(L | B) ⊂ ΦL(B) ⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к непосредственной комбинации (4.7) и предложения 3.
Существо предложения 4 состоит в установлении возможности реализации F

∗
0(L | B) с точно-

стью до произвольной окрестности в ТП (2.10). �

В связи с предложением 2 заметим, что

F
∗
0(L | B) = F

∗
0(L | (E − fi)[B | L]) ∀B ∈ β0

L[E].

Вышеупомянутые положения касались общих вопросов окрестностной реализации мно-
жеств F

∗
0(L | E), E ∈ P ′(L), с точностью до любой окрестности в топологии волмэновского

типа; при этом предполагалось только, что L ∈ π[E]. Семейство E , порождающее ОАХ, при
этом полагалось состоящим из измеримых (в широком смысле) множеств. В случае, когда по-
следнее условие не выполнено, мы рассмотрим вопросы аналогичной реализации в ТП (2.7),
накладывая, однако, дополнительное условие на L.

Итак, полагаем до конца раздела, что L ∈ π̃0[E]. Тогда (см. [17, предложение 1]) имеем
при A ∈ P(E), что

F
∗
0[L | A] = cl((L − triv)[·]1(A),T∗

L[E]). (4.8)

Предложение 5. Если E ∈ β[E], то

(AS)[E;F∗
0(L);T

∗
L[E]; (L − triv)[·]; E ] = F̂

∗
0[L | E ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ β[E]. Тогда согласно (3.2) и (4.8) имеем цепочку
равенств

(AS)[E;F∗
0(L);T

∗
L[E]; (L − triv)[·]; E ] =

⋂

Σ∈E

cl((L − triv)[·]1(Σ),T∗
L[E]) =

⋂

Σ∈E

F
∗
0[L | Σ].

С учетом (2.14) получаем требуемое равенство. �

Следствие 1. Если E ∈ P ′(P(E)), то

(as)[E;F∗
0(L);T

∗
L[E]; (L − triv)[·]; E ] = F̂

∗
0[L | {∩}♯(E)].

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к комбинации (3.3) и предложения 5. �

Итак, получено общее представление МП в пространстве ОЭ без предположения об L-из-
меримости множеств семейства, порождающего ОАХ.
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5. Вопросы реализации множества допустимых обобщенных элементов, 2

В настоящем разделе полагаем, что L ∈ Π[E]; таким образом, здесь (E,L) есть ИП с
полуалгеброй множеств (разумеется, в качестве L может использоваться алгебра или σ-алгеб-
ра множеств). Тогда ТП (2.7) является непустым компактом (см. [20, разд. 4]); в частности,

T
∗
L[E] ∈ (c− top)[F∗

0(L)]. (5.1)

В связи с (2.11) отметим следующее простое свойство.

Предложение 6. Если (2.10) есть T2-пространство, то T
0
L〈E〉 = T

∗
L[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (2.10) является T2-пространством. Тогда в силу (2.11),
(5.1) и [13, следствие 3.1.14] получаем требуемое равенство топологий. �

В связи с предложением 6 напомним [15, (5.16)–(5.18)], где вопросы совпадения топологий
исследовались в связи с аналогичным свойством для пространства максимальных сцепленных
систем.

Предложение 7. Если E ∈ P ′(P(E)) и G ∈ N
0
T∗

L
[E][F̂

∗
0[L | E ]], то

∃m ∈ N ∃(Σj)j∈1,m ∈ Em : F̂∗
0[L | E ] ⊂

m⋂

j=1

F
∗
0[L | Σj] ⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ P ′(P(E)) и G ∈ N
0
T∗

L
[E][F̂

∗
0[L | E ]]. С учетом

предложения 1, (5.1) и [13, следствие 3.1.5] получаем для семейства

κ
△
= {F∗

0[L | Σ]: Σ ∈ E} ∈ P ′(CF∗
0
(L)[T

∗
L[E]]) (5.2)

следующее положение, а именно:

∀G ∈ N
0
T∗

L
[E]

( ⋂

X∈κ

X
)

∃m ∈ N ∃(Xj)j∈1,m ∈ κm :
m⋂

j=1

Xj ⊂ G. (5.3)

Вместе с тем согласно (2.14) и (5.2) имеем цепочку равенств

F̂
∗
0[L | E ] =

⋂

Σ∈E

F
∗
0[L | Σ] =

⋂

X∈κ

X, (5.4)

а тогда по выбору G получаем в силу (5.3), (5.4) для некоторых n ∈ N и (Λj)j∈1,n ∈ κn свойство

n⋂

j=1

Λj ⊂ G. (5.5)

Используя (5.2), подбираем (Mj)j∈1,n ∈ En со свойством Λj = F
∗
0[L | Mj ] ∀j ∈ 1, n. С уче-

том (5.5) получаем, конечно, вложение
n⋂

j=1
F
∗
0[L | Mj ] ⊂ G. В силу (5.2) и (5.4) имеем при

этом, что F̂
∗
0[L | E ] ⊂ F

∗
0[L | Mj ] ∀j ∈ 1, n. В итоге

F̂
∗
0[L | E ] ⊂

n⋂

j=1

F
∗
0[L | Mj ] ⊂ G. �

Наряду с (3.1) будем использовать БФ на множестве E, полагая

β0[E]
△
=

{
B ∈ P ′(P(E)) | (∅ /∈ B)& (∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2)

}
= β0

P(E)[E].
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Предложение 8. Если B ∈ β0[E] и G ∈ N
0
T∗

L
[E][F̂

∗
0[L | B]], то

∃B ∈ B : F̂∗
0[L | B] ⊂ F

∗
0[L | B] ⊂ G. (5.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем B ∈ β0[E] и G ∈ N
0
T∗

L
[E][F̂

∗
0[L | B]]. С учетом предло-

жения 7 подберем n ∈ N и (Bj)j∈1,n ∈ Bn, для которых

F̂
∗
0[L | B] ⊂

n⋂

j=1

F
∗
0[L | Bj ] ⊂ G.

Далее, по аналогии с (4.7) имеем, что для некоторого B ∈ B B ⊂
n⋂

j=1
Bj . Тогда получаем, что

F
∗
0[L | B] ⊂ F

∗
0[L | Bj] ∀j ∈ 1, n. Поэтому F

∗
0[L | B] ⊂ G. С другой стороны, в силу (2.14) имеем

вложение

F̂
∗
0[L | B] ⊂ F

∗
0[L | B],

чем и завершается проверка (5.6). �

Предложение 9. Если E ∈ P ′(L) и G ∈ N
0
T∗

L
[E][F

∗
0(L | E)], то

∃n ∈ N ∃(Σj)j∈1,n ∈ En : F∗
0(L | E) ⊂ ΦL

( n⋂

j=1

Σj

)
⊂ G.

Данное предложение аналогично предложению 3 и использует (5.1) вместо аналогичного
свойства топологии T

0
L〈E〉.

Предложение 10. Если B ∈ β0
L[E] и G ∈ N

0
T∗

L
[E][F

∗
0(L | B)], то

∃B ∈ B : F∗
0(L | B) ⊂ ΦL(B) ⊂ G.

Предложение 10 подобно предложению 4 и устанавливается аналогичным способом. На-
помним, что множества (2.13) могут рассматриваться, конечно, в качестве МП в пространст-
ве ОЭ в случае L ∈ π̃0[E] (см. (3.5), (3.6)), но мы все же исследуем вопросы реализации этих
множеств в более общем случае произвольной π-системы, что может быть полезным с точки
зрения изучения общей структуры БТП (2.12). В следующем разделе отметим совсем кратко
и некоторые аналоги для максимальных сцепленных систем (МСС).

6. Максимальные сцепленные системы

В настоящем разделе рассмотрим вопросы распространения некоторых положений преды-
дущих разделов на случай МСС произвольной π-системы. Будем следовать при этом построе-
ниям [15;16] (в связи с изучением пространств МСС на семействах замкнутых множеств в ТП
отметим работы [21–23], где, в частности, исследовались важные понятия суперкомпактности
и суперрасширения; отметим также систематическое изложение в [24, гл. VII, § 4]). В настоя-
щем исследовании ограничиваемся некоторыми аналогиями положений, установленных ранее
для случая у/ф.

Полагаем в дальнейшем, если не оговорено противное, что L ∈ π[E]; итак, рассматривается
общий случай широко понимаемого ИП (получаемые далее свойства не связываем с проблемой
достижимости при наличии ОАХ). В виде

〈L − link〉[E]
△
= {E ∈ P ′(L) | Σ1 ∩ Σ2 6= ∅ ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E}
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имеем множество всех сцепленных подсемейств L. При этом F
∗(L) ⊂ 〈L − link〉[E]. Обоб-

щая (4.1), введем при E ∈ P ′(L)

(E − Set)[E;L]
△
= {L ∈ L | L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E};

при E ∈ F
∗(L) имеем (E − Set)[E;L] = (E − set)[E;L]. При E ∈ 〈L − link〉[E] непременно

E ∈ (E−Set)[E;L] и E ⊂ (E−Set)[E;L]; кроме того, E∪{L} ∈ 〈L−link〉[E] при L ∈ (E−Set)[E;L].
В виде

〈L − link〉0[E]
△
= {E ∈ 〈L − link〉[E] | ∀S ∈ 〈L − link〉[E] (E ⊂ S) ⇒ (E = S)}

имеем (непустое; см. [15; 16]) множество всех МСС π-системы L. При этом F
∗
0(L) ⊂ 〈L −

link〉0[E]. По аналогии с (2.13) полагаем, что

〈L − link〉∗0[E | H]
△
= {E ∈ 〈L − link〉0[E] | H ⊂ E} ∀H ∈ P ′(L). (6.1)

Кроме того, следуя [15;16], введем при L ∈ L

〈L − link〉0[E | L]
△
= {E ∈ 〈L − link〉0[E] | L ∈ E}.

Ясно, что при H ∈ P ′(L) (6.1) есть пересечение всех множеств 〈L− link〉0[E | L], L ∈ H. Легко
видеть, что (см. [15, (5.4)])

〈L − link〉∗0[E | H] 6= ∅ ∀H ∈ 〈L − link〉[E].

Отметим, что при H ∈ 〈L − link〉[E] определено объединение всех МСС E ∈ 〈L − link〉∗0[E | H].

Предложение 11. Если H ∈ 〈L − link〉[E], то справедливо равенство

(H− Set)[E;L] =
⋃

E∈〈L−link〉∗
0
[E|H]

E .

Д о к а з а т е л ь с т в о подобно обоснованию предложения 2. �

Заметим, что при E ∈ 〈L − link〉0[E] справедливо равенство (E − Set)[E;L] = E (см. в этой
связи [15, (5.3)]). Более того, легко видеть, что справедливо свойство: если E ∈ 〈L − link〉[E],
то

(E ∈ 〈L − link〉0[E]) ⇔ ((E − Set)[E;L] = E).

Введем в рассмотрение топологию волмэновского типа на множестве МСС. Напомним,
что (см. [15, § 5]) топология T0〈E | L〉 ∈ (top)[〈L − link〉0[E]] порождает суперкомпакт-
ное (см. [21–23], а также [24, гл. VII, § 4]) ТП

(〈L − link〉0[E],T0〈E | L〉); (6.2)

в частности, T0〈E | L〉 ∈ (c− top)[〈L − link〉0[E]], а ТП (6.2) компактно. Семейство

Ĉ∗
0[E;L]

△
= {〈L − link〉0[E | L] : L ∈ L} ∈ P ′(P(〈L − link〉0[E])) (6.3)

является замкнутой предбазой ТП (6.2) (см. [15, (5.6), (5.8)]).

Предложение 12. Если L ∈ L, то множество (6.1) замкнуто в ТП (6.2):

〈L − link〉0[E | L] ∈ C〈L−link〉0[E][T0〈E | L〉].
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Д о к а з а т е л ь с т в о является простым следствием свойства замкнутой предбазы для
семейства (6.3), поскольку 〈L − link〉0[E | L] ∈ Ĉ∗

0[E;L] при L ∈ L. �

Как следствие отметим, что при H ∈ P ′(L) множество (6.1) замкнуто:

〈L − link〉∗0[E | H] ∈ C〈L−link〉0[E][T0〈E | L〉].

Предложение 13. Если H ∈ P ′(L) и G ∈ N
0
T0〈E|L〉(〈L − link〉∗0[E | H]), то

∃m ∈ N ∃(Hi)i∈1,m ∈ Hm : 〈L − link〉∗0[E | H] ⊂

m⋂

i=1

〈L − link〉0[E | Hi] ⊂ G.

Схема доказательства аналогична обоснованию предложения 7. �

Предложение 14. Если B ∈ β0
L[E] и G ∈ N

0
T0〈E|L〉(〈L − link〉∗0[E | B]), то

∃B ∈ B : 〈L − link〉∗0[E | B] ⊂ 〈L − link〉0[E | B] ⊂ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о сводится к непосредственной комбинации (4.7) и предложе-
ния 13. �

7. Добавление

В настоящем разделе отметим некоторые положения, подобные (2.5) и имеющие смысл со-
хранения некоторых свойств типа измеримости при переходе от исходного ИП к пространству
у/ф. Так, в дополнение к (2.5) напомним некоторые положения [19, § 6], касающиеся случая
L ∈ (LAT)0[E] и использующие свойство [19, (6.5)]:

ΦL(A ∪B) = ΦL(A) ∪ ΦL(B) ∀A ∈ L ∀B ∈ L;

итак, отметим следующее положение, имеющее место в данном случае:

(UF)[E;L] ∈ (LAT)0[F
∗
0(L)]. (7.1)

Следовательно, в упомянутом случае (2.5) усиливается. Здесь же напомним [19, (9.6), (9.7)]:
при L ∈ (alg)[E]

(UF)[E;L] = T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]] ∈ (alg)[F∗

0(L)]; (7.2)

в виде (F∗
0(L), (UF)[E;L]) реализуется ИП с алгеброй множеств — пространство стоуновского

представления (см. [25, с. 26]).

Предложение 15. Если L ∈ π[E], то π-система (UF)[E;L] отделима:

(UF)[E;L] ∈ π̃0[F∗
0(L)]. (7.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитываем (2.5). Пусть Ω ∈ (UF)[E;L], тогда для некоторого
множества L ∈ L имеем, что Ω = ΦL(L). Выберем произвольно U ∈ F

∗
0(L) \ Ω, получая при

этом свойство L /∈ U . С учетом [15, теорема 2.1] для некоторого множества Λ ∈ [CE [L]](L)

E \ Λ ∈ U .

Тогда Λ ∈ CE[L] и L ⊂ Λ. Поэтому для некоторого множества M ∈ L имеем равенство
Λ = E \M, а потому M ∩L = ∅. При этом M = E \Λ ∈ U , а потому (см. (2.4)) U ∈ ΦL(M), где

ΦL(M) ∈ (UF)[E;L] : ΦL(M) ∩ Ω = ∅
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(действительно, ΦL(M) ∩ Ω = ΦL(M ∩ L) = ΦL(∅) = ∅). Итак, установлено (поскольку Ω и U
выбирались произвольно), что

∀L ∈ (UF)[E;L] ∀U ∈ F
∗
0(L) \ L ∃M ∈ (UF)[E;L] : (U ∈ M)& (M ∩ L = ∅).

С учетом (1.3) и (2.5) получаем (7.3). �

В связи с предложением 15 напомним связанное с (3.4) свойство максимальности триви-
альных фильтров на ИП (F∗

0(L), (UF)[E;L]).
Всюду в дальнейшем полагаем, что L ∈ π̃0[E] (рассматриваем далее случай отделимой

π-системы L).

Предложение 16. Истинна импликация

((UF)[E;L] ∈ (LAT)0[F
∗
0(L)]) ⇒ (L ∈ (LAT)0[E]). (7.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинна посылка доказываемой импликации (7.4), т. е.

(UF)[E;L] ∈ (LAT)0[F
∗
0(L)].

Тогда (см. (1.6)) (UF)[E;L] ∈ π[F∗
0(L)] и при этом

A ∪ B ∈ (UF)[E;L] ∀A ∈ (UF)[E;L] ∀B ∈ (UF)[E;L]. (7.5)

Выберем произвольно множества S ∈ L и T ∈ L. Тогда (см. (2.5)) S
△
= ΦL(S) ∈ (UF)[E;L] и

T
△
= ΦL(T ) ∈ (UF)[E;L]. В силу (7.5) S∪T ∈ (UF)[E;L], а потому согласно (2.5) имеем цепочку

равенств
ΦL(S) ∪ ΦL(T ) = S ∪ T = ΦL(Λ), (7.6)

где Λ ∈ L. Сравним множества S∪T и Λ. Пусть x∗ ∈ Λ. Тогда Λ ∈ (L−triv)[x∗] (см. (2.2)) и как
следствие (L− triv)[x∗] ∈ ΦL(Λ) (учитываем свойство отделимости π-системы L). В силу (7.6)

(L − triv)[x∗] ∈ ΦL(S) ∪ ΦL(T ).

Тогда согласно (2.4) имеем, что

(S ∈ (L − triv)[x∗]) ∨ (T ∈ (L − triv)[x∗]).

С учетом (2.2) имеем теперь следующее свойство: (x∗ ∈ S)∨ (x∗ ∈ T ). В итоге x∗ ∈ S ∪ T , чем
завершается проверка вложения Λ ⊂ S ∪ T .

Пусть теперь x∗ ∈ S ∪ T . Тогда в силу (1.2)

(S ∈ (L − triv)[x∗]) ∨ (T ∈ (L − triv)[x∗]).

Как следствие имеем с учетом (2.4), что

((L − triv)[x∗] ∈ ΦL(S)) ∨ ((L − triv)[x∗] ∈ ΦL(T )).

В силу (7.6) получаем теперь, что (L−triv)[x∗] ∈ ΦL(Λ), а тогда Λ ∈ (L−triv)[x∗] согласно (2.4).
С учетом (2.2) имеем включение x∗ ∈ Λ. Итак, установлено, что S∪T ⊂ Λ, а потому Λ = S∪T ,
так как ранее было доказано противоположное вложение. В итоге S ∪ T ∈ L. Поскольку S и
T выбирались произвольно, установлено, что A ∪ B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L. Тогда в силу (1.6)
имеем требуемое включение L ∈ (LAT)0[E]. �

Итак, с учетом (7.1) и предложения 16 имеем (в классе отделимых π-систем) следующую
эквивалентность:

(L ∈ (LAT)0[E]) ⇔ ((UF)[E;L] ∈ (LAT)0[F
∗
0(L)]).
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Предложение 17. Если (UF)[E;L] ∈ (alg)[F∗
0(L)], то L ∈ (alg)[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству предложения 16. �

Ввиду (7.2) получаем, что (в классе отделимых π-систем)

(L ∈ (alg)[E]) ⇔ ((UF)[E;L] ∈ (alg)[F∗
0(L)]).

Предложение 18. Если (UF)[E;L] = T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]], то L ∈ (alg)[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (UF)[E;L] совпадает с T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]]; последнее

есть алгебра открыто-замкнутых множеств, отвечающая ТП (2.7). Используя предложение 17,
получаем требуемое утверждение. �

Итак (см. (7.2)), в классе отделимых π-систем

(L ∈ (alg)[E]) ⇔ ((UF)[E;L] = T
∗
L[E] ∩CF∗

0
(L)[T

∗
L[E]]).
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