
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 29 № 2 2023

УДК 517.958: 533.7

К ГРУППОВОЙ КЛАССИФИКАЦИИ ИДЕАЛЬНЫХ
ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ РЕЛАКСИРУЮЩИХ СРЕД1

С.В.Хабиров

Групповой анализ для дифференциальных уравнений идеальной газовой динамики развит в наиболь-

шей мере. Уравнения состояния для термодинамических параметров предполагались не зависящими от

времени. Временная зависимость может получится для релаксирующих сред, например, в результате рео-

логии или в силу энергетического усреднения процессов в многофазной среде. Ставится задача группового

анализа релаксирующих сред. Сначала вычисляются преобразования эквивалентности изменяющие толь-

ко уравнения состояния. Далее решается задача групповой классификации: с точностью до преобразова-

ний эквивалентности найти классы уравнений состояния, для которых допускаемая группа расширяется.

Здесь решается часть поставленной задачи.
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S. V.Khabirov. On the group classification of ideal gas-dynamic relaxing media.

The group analysis of differential equations of ideal gas dynamics is most developed. The state equations

for thermodynamic parameters were assumed to be time-independent. The time dependence may take place for

relaxing media, for example, as a result of rheology or due to the energy averaging of processes in a multiphase

medium. The problem of group analysis of relaxing media is posed. First, equivalence transformations are

calculated that change only the state equations. Next, the problem of group classification is solved: it is required

to find, up to equivalence transformations, classes of state equations for which the admitted group is expanded.

This problem is partially solved in the present paper.
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Введение

Групповой анализ системы дифференциальных уравнений, например, идеальной газовой
динамики [1], состоит из нескольких задач. Основные задачи заключаются в следующем.

• Вычислить группу преобразований, не изменяющих уравнения.

• Для уравнений с произвольным элементом (уравнение состояния в газовой динамике)
вычислить преобразования эквивалентности, не меняющих вид системы, но изменяющих
лишь произвольный элемент.

• Перечислить классы произвольных элементов с точностью до преобразований эквива-
лентности, для которых допускаемая группа расширяется (групповая классификация).

• Изучить структуру алгебры Ли допускаемой группы: с точностью до группы внутрен-
них автоморфизмов пречислить все подалгебры (оптимальная система), составить граф
вложенных подалгебр. Для основной алгебры Ли газовой динамики граф построен в
работе [2].

• Расслоить систему на классы подобных решений относительно допускаемой подалгебры
большой размерности (автоморфная система) и уравнений для представителей классов
(разрешающая система) [3, гл. 7].

1Работа выполнена в рамках государственного задания номер 0246-2019-0052.
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• Построить базис дифференциальных инвариантов и операторы инвариантного диффе-
ренцирования для каждой подалгебры из оптимальной системы [4].

• Построить подмодели и точные решения для подалгебр из оптимальной системы, кото-
рые вложены друг в друга согласна графа вложенных подалгебр [5]. Подмодели под-
разделяются на три типа. Инвариантные подмодели на подалгебрах малой размерности,
когда из инвариантов нулевого порядка (точечные инварианты не содержат производ-
ных) определяются все функции. Частично инвариантные решения, когда из точечных
инвариантов не определяются все функции. Дифференциально инвариантные подмоде-
ли, когда некоторые дифференциальные инварианты базиса назначаются новыми функ-
циями других [6].

• Найти все законы сохранения для модели, для подмоделей и интегралы подмоделей [7;8].

• Провести групповой анализ подмоделей с произвольными элементами интегралов. Опре-
делить дифференциальные подстановки и преобразования Беклунда подмоделей [9; 10].

• Изучить движения для точных групповых решений, провести сопряжение решений через
слабые и сильные разрывы. Доказать критерии инвариантности и частичной инвариант-
ности краевых задач [11–14].

• Для модели и для подмоделей ввести малый групповой параметр и обосновать асимпто-
тическое разложение по малому параметру. Если малый параметр введен, то вычислить
приближенные симметрии [15].

• Построить инвариантные уравнения и инвариантные отображения (конкомитанты) по
заданной группе. Конкомитанты определяют интегралы системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений по известной допускаемой группе симметрий.

Существуют различные алгоритмы решения основных задач группового анализа. При ре-
шении этих задач используются результаты групповой классификации.

Обобщение классической газовой динамики дает уравнение состояния, зависящее от вре-
мени в силу реологии [16] или в результате энергетического усреднения физико-химических
процессов в элементарном объеме многофазной среды [17]. Задача групповой классифика-
ции для уравнений газовой динамики с релаксирующим уравнением состояния не тривиаль-
на. Произвольный элемент зависит от независимой переменной — времени. Это приводит к
бесконечной группе преобразований эквивалентности. Групповая классификация сводится к
изучению совместности двух дифференциальных уравнений (одно линейное, другое нелиней-
ное) для уравнения состояния. В зависимости от коэффициентов этих уравнений получаются
различные случаи решения задачи групповой классификации. Один из возможных случаев
рассмотрен в данной статье. Другие случаи сводятся к большому числу возможных расшире-
ний допускаемой группы. Компактное описание этих возможностей будет дано в последующих
работах.

1. Уравнения газовой динамики с релаксирующим уравнением состояния

Законы сохранения массы, импульса и энергии описываются дифференциальными уравне-
ниями [18]

Vt + ~u · ∇V = V ∇ · ~u, (1.1)

~ut + (~u · ∇)~u+ V ∇p = 0, (1.2)

εt + ~u · ∇ε+ V p∇ · ~u = 0,

где V — удельный объем (ρ = V −1 — плотность), ~u — скорость частиц газа, ε — удельная внут-
ренняя энергия, p — давление, ∇ = ∂~x — градиент. Уравнение состояния меняется со временем
ε = e(t, V, S); при этом в частице выполняется термодинамическое равенство, связывающее
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дифференциалы основных величин:

TdS = dε+ pdV + µdt.

Здесь S — энтропия, T = eS > 0 — температура, µ = −et ≥ 0 — мощность выделенной энергии,
p = −eV . Если дифференциалы взять вдоль мировой линии частицы D = ∂t + ~u · ∇, то можно
получить дифференциальные уравнения на все термодинамические параметры:

eSDS + et = 0, (1.3)

DT − V eSV ∇ · ~u = etS − e−1

S eteSS,

Dp+ V eV V ∇ · ~u = e−1

S eV Set − etV .

Групповую классификацию будем проводить для замкнутой системы уравнений (1.1)÷(1.3),
где ∇p = −eV V ∇V − eV S∇S. Произвольный элемент e(t, V, S), et 6= 0, eS 6= 0, eV V 6= 0 удовле-
творяет равенствам

ej = exj = 0, euk = 0, j, k = 1, 2, 3, (1.4)

где xj , uk — декартовы координаты векторов ~x, ~u.
Преобразования эквивалентности разыскиваются по правилу книги [4]: уравнения (1.4)

и уравнения на e, возникающие в процессе вычисления, должны быть инвариантными. Для
произвольного уравнения состояния алгебра Ли этих преобразований такова (i = 1, 2, 3):

{Xi} = ∂~x, {X3+i} = t∂~x + ∂~u, {X6+i} = ~x× ∂~x + ~u× ∂~u;

X10 = ∂t ⇒ Π1 : t̃ = t+ a0, ẽ(t̃, S, V ) = e(t, S, V );

X11 = t∂t + ~x · ∂~x ⇒ Π2 : t̃ = bt, ~̃x = b~x, ẽ(t̃, S, V ) = e(t, S, V );

X12 = V ∂V ⇒ Π3 : Ṽ = dV, ẽ(t, Ṽ , S) = e(t, V, S);

X13 = t∂t − ~u · ∂~u − 2e∂e ⇒ Π4 : t̃ = ct, ~̃u = c−1~u, ẽ = c−2e, ẽ(t̃, S, V ) = c−2e(t, S, V );

X14 = V ∂e ⇒ Π5 : ẽ = V b1 + e; X15 = ∂e ⇒ Π6 : ẽ = e+ Γ;

Xη = η(t, S)∂S ⇒ Π: S̃ = h(t, S), ẽ(t, V, S̃) = e(t, V, S).

Здесь η(t, S), h(t, S) — поизвольные функции; b, d, c, b1, Г — постоянные групповые параметры.
Операторы Xi, i = 1÷ 9, образуют 9-мерную алгебру Ли L9, которая порождает допуска-

емую системой (1.1)÷(1.3) группу с произвольным уравнением состояния (ядро допускаемых
групп).

Для специальных классов уравнений состояния преобразования эквивалентности могут
изменится, так же как и допускаемая системой группа преобразований.

2. О групповой классификации релаксирующих сред

Оператор алгебры Ли, допускаемой системой (1.1)÷(1.3),

X = ξt∂t + ~ξ · ∂~x + ~η · ∂~u + ηV ∂V + ηS∂S .

имеет координаты, которые являются функциями переменных t, ~x, ~u, V, S.
Продолжая оператор на производные X̃ [4], действуем оператором на каждое из уравне-

ний (1.1), (1.2), (1.3) в силу этих уравнений. Получим условия инвариантности. Эти соотно-
шения содержат некоторые производные в качестве свободных параметров. Расщепление по
ним условий инвариантности уравнения (1.1) приводит к следующим соотношениям:

ξt = ξt(t, ~x), ~ξ = ~ξ(t, x),
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~η = (~u · ∇)~ξ − ~u(~u · ∇ξt) + ~uσ + ~̃η(t, x, V, S),

ηVV − V −1ηV = ξtt + σ(t, ~x, V, S);

V eV V (η
V
~u + V∇ξt) + ~u(ξtt + σ − V σV )− ~ξt + ~̃η = V ~̃ηV ,

eV S(η
V
~u + V∇ξt) = ~uσS + ~̃ηS , −ete

−1

S ηVS + ηVt + ~u · ηV~u = V∇ · ~η. (2.1)

Здесь ξt, ~ξ, ~̃η, σ — произвольные функции. Условие инвариантности уравнения (1.3) уточняет
соотношения на координаты оператора X:

σ = −ξtt ,
~̃η = ~ξt, ηS(t, ~x, S), ηV = V η̃V (t, ~x, ~u, S),

ηSt + (ξtt − ηSS + ~u · ∇ξt)ete
−1

S + ~u · ∇ηS = −X(ete
−1

S ). (2.2)

Условия инвариантности уравнения (1.2) задают представления координат оператора X:

ξt = ξt(t), ~ξ = ~ξ(t, ~x),

~η = (~u · ∇)~ξ − ~uξtt +
~ξt, ξlk + ξkl = 0, k 6= l;

ξ11 = ξ22 = ξ33 = ν(t, ~x), ηV = V η̃V (t, ~x, S);

ξklj = 0, ξttt = 2νt, ξkjt = 0, k 6= j,

где ξt, ~ξ, η̃V , ν — произвольные функции;

V eV V (2ν − 2ξtt − η̃V ) = X(V eV V ); (2.3)

V eV S(2ν − 2ξtt − ηSS ) = V eV V η
V
S +X(V eV S); (2.4)

V 2eV V ∇η̃V + V eV S∇ηS = ~ξtt. (2.5)

Отсюда следуют равенства
ξk = Ωk

jx
j +Bk

0 (t),

Ωk
j +Ωj

k = 0, Ωk
j — произвольные постоянные при k 6= j,

Ω1
1 = Ω2

2 = Ω3
3 = ν(t) =

1

2
ξtt + C0, C0 — произвольная постоянная,

ηk = ujΩk
j − ukξtt +

1

2
xkξttt +Bk′

0 .

Здесь Bk
0 , ν — произвольные функции переменной t.

Из уравнений (2.1) и (2.2) после расщепления по uk следуют равенства ∇η̃V = ∇ηS = 0.
Из (2.5) получим

Bk′′
0 = 0, ξtttt = 0 ⇒ ξt = Nt2 +Bt+B0, Bk

0 = Akt+Ak
0 .

Здесь N, D, B0, A
k, Ak

0 — произвольные постоянные.
Уравнение (2.3) интегрируется по V дважды:

2C0e = V eV η̃
V + eSη

S + (eξt)t + V β + γ(t, S), (2.6)

где β, γ — произвольные функции переменных t и S.
Уравнение (2.4) в силу (2.6) равносильно равенствам

η̃VS = 0, βS = 0 ⇒ β = β(t), ηV = V η̃V (t), ηS = η(t, S).

Из (2.1) следует η̃V = 3Nt+E, E — произвольная постоянная. Уравнения (2.2) и (2.6) прини-
мают вид

γSet = eS(γt + β′V +N(2e+ 3V eV )), (2.7)
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2e(N0 −B −Nt) = V eV (3Nt+E) + eSη(t, S) + et(Nt2 +Bt+B0) + V β(t) + γ(t, S). (2.8)

Координаты оператора записываются так:

ξt = Nt2 +Bt+B0, ~ξ = t(N~x+ ~A) +N0~x+A0 + ~Ω× ~x,

~ηc = N~x+ ~A− ~u(Nt+B −N0) + ~Ω× ~u,

ηV c = V (3Nt+ E), ηS = η(t, S),

(2.9)

где N0 = C0 +
1

2
B. Итак, справедливо утверждение.

Теорема 1. Система (1.1)÷(1.3) допускает оператор X с координатами, представлен-

ными формулами (2.9). Условия инвариантности сводятся к равенствам (2.7) и (2.8).

Если функция e(t, V, S) произвольная, то из (2.7) и (2.8) следует, что равны нулю β, γ и
все постоянные. Тогда координаты (2.9) определяют допускаемую алгебру L9.

Система (1.1)÷(1.3) может допускать более широкую алгебру чем L9, если функция e(t, V, S)
удовлетворяет уравнениям типа (2.7) и (2.8) с некоторыми коэффициентами γ̃(t, S), β̃(t), Ñ ,
Ñ0, B̃, Ẽ, B̃0, η̃(t, S). В зависимости от коэффициентов уравнения типа (2.7) удобно рассмот-
реть 3 следующих случая.

1. γ̃S = 0, Ñ 6= 0. Уравнение типа (2.7) принимает специальный вид

3V eV + 2e = −β̃′(t)V − γ̃′(t). (2.10)

2. γ̃S 6= 0, Ñ = 0. Уравнение типа (2.7) эквивалентно уравнению

et = V eS β̃
′. (2.11)

3. γ̃S = 0, Ñ = 0 или γ̃S 6= 0, Ñ 6= 0. Из (2.7) следует γ = NS + Γ, β = Nβ̃ +B1 и остается
одно уравнение типа (2.8).

Далее рассмотрим первый случай расширения допускаемой алгебры.

3. Групповая классификация со специальным уравнением

Общее решение уравнения (2.10) (с точностью до преобразования эквивалентности Π)

e = SV −2/3 −
1

5
β̃′V −

1

2
γ̃′, β̃′′2 + γ̃′′2 6= 0 (3.1)

подставляем в (2.7) и расщепляем по V : β = Nβ̃ +B1, γ = Nγ̃ +Γ, где B1, Γ — произвольные
постоянные.

Из (2.8) получим следующие условия инвариантности:

η = 2S
(
N0 −B +

1

3
E
)
,

β̃′′(Nt2 +Bt+B0) + β̃′(5Nt− 2N0 + 2B + E)− 5Nβ̃ − 5B1 = 0, (3.2)

γ̃′′(Nt2 +Bt+B0) + γ̃′(2Nt− 2N0 + 2B)− 2Nγ̃ − 2Γ = 0.

Если функции β̃, γ̃ — произвольные, то все постоянные равны нулю и допускается ядро L9.

Пусть функции β̃, γ̃ удовлетворяют уравнениям типа (3.2) с постоянными коэффициентами
Ñ , B̃, B̃0, Ẽ, B̃1, Ñ0, Γ̃.
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3.1. Ñ 6= 0. Переносом по t уравнения типа (3.2) эквивалентны следующим:

β̃′′(t2 + k) + β̃′(5t+ n1)− 5β̃ = 0, γ̃′′(t2 + k) + γ̃′(2t+ n2)− 2γ̃ = 0.

Здесь k, n1, n2 — произвольные постоянные. После дифференцирования этих равенств по t

определяются

β̃′′ = M1e
−n1I

∣∣t2 + k
∣∣−7/2

, γ̃′′ = M2e
−n2I

∣∣t2 + k
∣∣−2

, I =

∫
(t2 + k)−1dt

с некоторыми постоянными M1, M2 одновременно не равными нулю. Подстановка этих выра-
жений в продифференцированные уравнения (3.2) и расщепление по t дает

M1 6= 0 : E = 2N0 + 4B +Nn1, B0 = Nk −
1

7
n1B, B(49k + n2

1) = 0;

M2 6= 0 : N0 = −
1

2
(B + n2N), B0 = Nk −

1

4
n2B, B(16k + n2

2) = 0.
(3.3)

Если B 6= 0, то из (3.2) и (3.3) следует

n1 = 7n, n2 = 4n, k = −n2, E = 3(B + nN), B0 = −nB −Nn2, N0 = −
1

2
B − 2nN,

β̃ = M1(t− n)−5, γ̃ = M2(t− n)−2 ⇒ e = M1V (t− n)−6 +M2(t− n)−3 + SV −2/3.

Остается два свободных параметра B и N , которым соответствуют допускаемые операторы,
дополнительные к L9 (строка 2 табл. 1):

(t− n)∂t −
1

2
~x · ∂~x −

3

2
~u · ∂~u + 3V ∂V − S∂S ,

(t2 − n2)∂t + (t− 2n)~x · ∂~x + (~x− (t+ 2n)~u) · ∂~u + 3V (t+ n)∂V − 2nS∂S .

При B = 0 из (3.2), (3.3) следует B0 = Nk, N0 = −1

2
Nn2, E = N(n1 − n2), B1 = Γ = 0.

Параметру N отвечает оператор (строка 1 табл. 1)

(t2 + k)∂t +
(
t−

1

2
n2

)
~x · ∂~x +

(
~x−

(
t+

1

2
n2

)
~u
)
· ∂~u + (3t+ n1 − n2)V ∂V +

1

3
(2n1 − 5n2)S∂S .

Случай M1 = 0, M2 6= 0. Тогда β̃′ эквивалентно нулю и B1 = 0. Произвольному параметру
отвечает оператор (строка 3 табл. 1)

3V ∂V + 2S∂S .

Если B 6= 0, то

k = −
(1
4
n2

)2

, B0 = −N
(1
4
n2

)2

−
1

4
n2B, N0 = −

1

2
B −

1

2
n2N, γ̃ =

1

6
M2

(
t−

1

4
n2

)
−2

.

Уравнению состояния

e =
1

6
M2

(
t−

1

4
n2

)
−3

+ SV −2/3

отвечают допускаемые операторы (строка с номером 3.1.1 табл. 1)

(
t−

1

4
n2

)
∂t −

1

2
~x · ∂~x −

3

2
~u · ∂~u − 3S∂S ,

(
t2 −

(1
4
n2

)2)
∂t +

(
t−

1

2
n2

)
~x · ∂~x +

(
~x−

(
t+

1

2
n2

)
~u
)
· ∂~u + 3tV ∂V − n2S∂S .
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При B = 0 из (3.3) следует N0 = −
1

2
n2N, B0 = Nk и дополнительный оператор имеет вид

(строка с номером 3.1 табл. 1)

(t2 + k)∂t +
(
t−

1

2
n2

)
~x · ∂~x +

(
~x−

(
t+

1

2
n2

)
~u
)
· ∂~u + 3tV ∂V − n2S∂S .

Случай M1 6= 0, M2 = 0. В этом случае γ̃′ ∼ 0, Γ = 0 и свободным параметрам N0, N

отвечают операторы (строка 4 табл. 1)

~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2V ∂V +
10

3
S∂S ,

(t2 + k)∂t + t~x · ∂~x + (~x− t~u) · ∂~u + (3t+ n1)V ∂V +
2

3
n1S∂S .

При B 6= 0 имеем дополнительный оператор (строка с номером 4.1 табл. 1)

(
t−

1

7
n1

)
∂t + 4V ∂V +

2

3
S∂S − ~u · ∂~u

для уравнения состояния

e =
1

30
M1

(
t−

1

7
n1

)
−6

V + SV −2/3.

3.2. Ñ = 0, B̃ 6= 0. Уравнения типа (3.2) эквивалентны следующим:

tβ̃′′ − k1β̃
′ = m1, tγ̃′′ − k2γ̃

′ = m2.

С точностью до преобразований эквивалентности решения уравнений имеют вид

β̃′ = M1χ1(t), γ̃′ = M2χ2(t), χi(t) =

{
|t|ki , ki 6= 0,
ln |t|, ki = 0,

где Mi — постоянные, M2
1 +M2

2 6= 0.
Подстановка решений в продифференцированные условия (3.2), расщепление по t приводят

к равенствам

M1 6= 0 : (k1 + 6)N = 0, (k1 + 2)B = 2N0 − E, (k1 − 1)B0 = 0;

M2 6= 0 : (k2 + 3)N = 0, (k2 + 2)B = 2N0, (k2 − 1)B0 = 0.

Случай M1 6= 0, M2 6= 0. Появляются три возможности для дополнительных операторов
(строки с номерами 5, 5.1, 5.2 табл. 1):

k1 = −6, k2 = −3 ⇒ e = −
1

5
M1t

−6V −
1

2
M2t

−3 + SV −2/3,

−2t∂t + ~x · ∂~x + 3~u · ∂~u − 6V ∂V + 2S∂S , t2∂t + t~x · ∂~x + (~x− t~u) · ∂~u + 3tV ∂V ;

k1 = k2 = 1 ⇒ e = −
(1
5
M1V +

1

2
M2

)
t+ SV −2/3,

∂t, 2t∂t + 3~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2S∂S ;

другие значения k1 и k2 ⇒ e = −
1

5
M1|t|

k1V −
1

2
M2|t|

k2 + SV −2/3,

t∂t +
1

2
(k2 + 2)~x · ∂~x +

1

2
k2~u · ∂~u + (k2 − k1)V ∂V +

1

3
(5k2 − 2k1)S∂S .

Случай M1 = 0, M2 6= 0 ⇒ β̃′ ∼ 0. Для любого k2 допускаются операторы (строка 6 табл. 1)

3V ∂V + 2S∂S , 2t∂t + (k2 + 2)~x · ∂~x + k2~u · ∂~u + 2k2S∂S
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для уравнения состояния

e = SV −2/3 −
1

2
M2




|t|k2 , k2 6= 0,

ln |t|, k2 = 0.

Дополнительный оператор (строки с номерами 6.1, 6.2 табл. 1) при

k2 = 1 ⇒ ∂t, k2 = −3 ⇒ t2∂t + t~x · ∂~x + (~x− t~u) · ∂~u + 3tV ∂V .

Случай M1 6= 0, M2 = 0 ⇒ γ̃′ ∼ 0. Для любого k1 допускаются операторы (строка 7 табл. 1)

t∂t − ~u · ∂~u − (k1 + 2)V ∂V −
2

3
(k1 + 5)S∂S , ~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2V ∂V +

10

3
S∂S .

Дополнительные операторы те же что и в предыдущем случае, но при k1 = 1 и k1 = −6
(строки 7.1, 7.2 табл. 1).

3.3. Ñ = B̃ = 0. Уравнения типа (3.2) эквивалентны следующим:

β̃′′ − k1β̃
′ = m1, γ̃′′ − k2γ̃

′ = m2.

С точностью до преобразований эквивалентности решения таковы:

β̃′ = M1µ1(t), γ̃′ = M2µ2(t), M2
1 +M2

2 6= 0, µi =

{
ekit, ki 6= 0,
t, ki = 0,

где M1 и M2 — произвольные постоянные.
Случай M1 6= 0, M2 6= 0. Имеем 4 возможности.

e = SV −2/3 −
1

5
M1V ek1t −

1

2
M2

{
ek2t,

t,

e = SV −2/3 −
1

2
M1V t−

1

2
M2

{
ek2t,

t.

Для всех возможностей допускается оператор (строка 8 табл. 1)

∂t +
1

2
k2 (~x · ∂~x + ~u · ∂~u) + (k2 − k1)V ∂V +

1

3
(5k2 − 2k1)S∂S .

В последнем случае k1 = k2 = 0 добавляется растяжение (строка с номером 8.1 табл. 1)

2t∂t + 3~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2S∂S .

Случай M1 = 0, M2 6= 0. К полученным при M1 6= 0, M2 6= 0 операторам с k1 = 0
добавляется оператор 3V ∂V + 2S∂S (строка с номером 8.1.1 табл. 1).

Случай M1 6= 0, M2 = 0. К полученным при M1 6= 0, M2 6= 0 операторам с k2 = 0
добавляется оператор (строка с номером 8.1.2 табл. 1)

~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2V ∂V +
10

3
S∂S .

Проделанные вычисления позволяют сформулировать теорему 2.

Теорема 2. Система уравнений газовой динамики (1.1)÷(1.3) с реологическим уравнени-

ем состояния (3.1) допускает алгебру Ли расширения ядра L9 (идеал расширения) как линей-

ные комбинации операторов (подалгебра расширения)

X10 = ∂t, Y = t2∂t + t~x · ∂~x + (~x− t~u) · ∂~u + 3tV ∂V ,

Y1 = t∂t − ~u · ∂~u − 2S∂S , Y2 = ~x · ∂~x + ~u · ∂~u + 2S∂S , Y3 = 3V ∂V + 2S∂S .

Все расширения компактно собраны в таблице. Например, операторы строки 3 относятся и
к строке 3.1, операторы строк 3 и 3.1 относятся и к строке 3.1.1; оператор строки 5 относится
к строкам 5.1 и 5.2, но операторы последних относятся только к ним самим. В таблице после
точки дополнительных операторов нет.



268 С.В.Хабиров

Т а б л и ц а 1

Таблица допускаемых подалгебр расширений ядра

№ β̃, γ̃ Операторы расширений

1 β̃′′ = M1e
n1I |t2 + k|−7/2,

γ̃′′ = M2e
n2I |t2 + k|−2,

I =

∫
(t2 + k)−1dt

Y + k∂t −
1

2
n2Y2 +

1

3
(n1 − n2)Y3.

2 β̃′ = M1(t− n)−6,

γ̃′ = M2(t− n)−3

Y1 − n∂t −
1

2
Y2 + Y3,

Y − n2∂t − 2nY2 + nY3.

3 β′ = 0 Y3,

3.1 γ′′ = M2e
n2I |t2 + k|−2 Y + k∂t −

1

2
n2Y2,

3.1.1 k = −
(1
4
n2

)2

,

γ̃′ =
1

6
M2

(
t−

1

4
n2

)
−3

Y1 −
1

4
n2∂t −

1

2
Y2.

4 γ̃′ = 0 Y2 +
2

3
Y3, Y + k∂t +

1

3
n1Y3,

4.1 β̃′ =
1

30
M1

(
t−

1

7
n1

)
−6

Y1 −
1

7
n1∂t +

4

3
Y3.

5 β̃′ = M1|t|
k1 , γ̃′ = M2|t|

k2 Y1 +
(1
2
k2 + 1

)
Y2 +

1

3
(k2 − k1)Y3,

5.1 k1 = −6, k2 = −3 Y .
5.2 k1 = k2 = 1 X10.

6 β̃′ = 0,

γ̃′ = M2

{
|t|k2 ,

ln |t|, k2 = 0

Y3, 2Y1 + (k2 + 2)Y2,

6.1 k2 = 1 X10.
6.2 k2 = −3 Y .

7 γ̃′ ∼ 0 Y1 −
1

3
(k1 + 2)Y3, 3Y2 + 2Y3,

7.1 k1 = 1 X10.

7.2 k1 = −6 Y .

8 β̃′ = M1

{
ek1t,

t, k1 = 0,

γ̃′ = M2

{
ek2t,

t, k2 = 0

X10 +
1

2
k2Y2 +

1

3
(k2 − k1)Y3,

8.1 k1 = k2 = 0 2Y1 + 3Y2,

8.1.1 M1 = 0 Y3.

8.1.2 M2 = 0 Y2 +
2

3
Y3.

Заключение

Проведена групповая классификация для уравнений газовой динамики со специальным ре-
лаксирующим уравнением состояния. Для двух других типов уравнения состояния, удовлетво-
ряющих линейным уравнениям (2.11) и типа (2.8), групповая классификация более сложная.
Изменяются преобразования эквивалентности. Работа по решению этих задач продолжается.
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