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Введение

В последние десятилетия вырос интерес исследователей к дробным дифференциальным
уравнениям, в первую очередь, в связи со все более частым использованием таких уравнений
при моделировании различных явлений, возникающих в физике, химии, математической био-
логии, технике и т. д. (см. монографии [1;2] и библиографию в них). Подробнее об уравнениях
дробного порядка и близких к ним интегро-дифференциальных уравнениях Вольтерра можно
узнать из работ [3–8].

В данной работе исследуется задача Коши z(l)(t0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m − 1, для диффе-
ренциального уравнения с несколькими дробными производными в линейной и нелинейной
частях

Dαz(t) =

n∑

k=1

DαkAkz(t) +B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)). (0.1)

Здесь Dβ — производная Герасимовa — Капуто порядка β > 0 или интеграл Римана — Ли-
увилля порядка −β в случае β ≤ 0; m − 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α;

1Работа поддержана грантом Президента Российской Федерации для поддержки ведущих научных
школ (проект НШ-2708.2022.1.1).
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γ1 < γ2 < · · · < γr < α; Z — банахово пространство; Ak, k = 1, 2, . . . , n, являются линейными
замкнутыми операторами с плотными в Z областями определения; нелинейное отображение
B : [t0, T ]×Zr →

⋂n
k=1DAk

непрерывно в норме ‖ · ‖D = ‖ · ‖Z +
∑n

k=1 ‖Ak · ‖Z .
Однозначная разрешимость задачи Коши для линейного неоднородного уравнения (0.1)

(B = f(t)) в случае, когда операторы Ak ограничены, k = 1, 2, . . . , n, доказана в [9]. В случае,
когда набор неограниченных операторов (A1, A2, . . . , An) принадлежит классу An

α,G, однознач-
ная разрешимость задачи Коши для линейного неоднородного уравнения (0.1) исследована
в [10]. Отметим также работу [11], в которой для линейного уравнения (0.1) с неизвестным
коэффициентом в правой части найден критерий корректности обратной задачи. Близкие за-
дачи для уравнений с несколькими производными Римана — Лиувилля исследуются в рабо-
тах [12; 13].

Во втором разделе данной работы приведена теорема о разрешимости линейного неод-
нородного уравнения (0.1), которая используется при дальнейших рассуждениях. В третьем
разделе при условии локальной липшицевости нелинейного оператора B получена теорема
о локальной однозначной разрешимости задачи Коши для квазилинейного уравнения (0.1).
Для этого использована теорема о неподвижной точке в специально построенном метриче-
ском пространстве. Четвертый раздел содержит аналогичный результат о существовании един-
ственного решения на заранее заданном отрезке (нелокальная однозначная разрешимость)
при условии липшицевости нелинейного оператора. В последнем разделе модельные приме-
ры начально-краевых задач для нелинейных уравнений в частных производных с дробными
производными Герасимова — Капуто по времени иллюстрируют абстрактные результаты.

1. Основные определения и предварительные сведения

Пусть Z — банахово пространство, через L(Z) обозначим банахово пространство всех ли-
нейных ограниченных операторов в Z, а через Cl(Z) — множество всех линейных замкнутых
операторов с плотными в Z областями определения. При t0 ∈ R, h : (t0,∞) → Z дробный
интеграл Римана — Лиувилля порядка β > 0 имеет вид

Jβh(t) :=

t∫

t0

(t− s)β−1

Γ(β)
h(s)ds, t > t0;

J0 по определению является тождественным оператором. Пусть m − 1 < α ≤ m ∈ N, Dm —
производная порядка m ∈ N, Dα — дробная производная Герасимова — Капуто [14–16] порядка
α > 0, она определяется как

Dαh(t) := DmJm−α
(
h(t)−

m−1∑

k=0

h(k)(t0)
(t− t0)

k

k!

)
.

Если функция h достаточно гладкая, то Dαh(t) = Jm−αDmh(t). Под производной Герасимо-
ва — Капуто порядка β < 0 будем понимать дробный интеграл Римана — Лиувилля поряд-
ка −β, т. е. Dβh(t) := J−βh(t) при β < 0.

Обозначим преобразование Лапласа функции h : R+ → Z как ĥ или L[h], если выражение
для h слишком длинное. Преобразование Лапласа для дробной производной Герасимова —
Капуто имеет вид [5, p. 106]

D̂αh(λ) = λαĥ(λ)−

m−1∑

k=0

h(k)(0)λα−1−k.

Пусть α1 < α2 < · · · < αn < α, m− 1 < α ≤ m ∈ N, mk − 1 < αk ≤ mk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n.
Таким образом, αk могут быть отрицательными; Dαk — производная Герасимовa — Капуто,



250 В.Е.Федоров, К.В.Бойко

если αk > 0, или интеграл Римана — Лиувилля в случае αk ≤ 0, k = 1, 2, . . . , n. Операторы
A1, A2, . . . , An ∈ Cl(Z) имеют области определения DA1

,DA2
, . . . ,DAn соответственно. Обозна-

чим

D :=

n⋂

k=1

DAk
, Rλ :=

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1
: Z → D.

Снабдим множество D нормой

‖ · ‖D = ‖ · ‖Z +

n∑

k=1

‖Ak · ‖Z ,

относительно которой D является банаховым пространством, так как представляет собой пе-
ресечение банаховых пространств DA1

,DA2
, . . . ,DAn с соответствующими нормами графика.

Обозначим nl := min{k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk−1} при l = 0, 1, . . . ,m−1, если же множество
{k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk − 1} пусто при некотором l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} (это выполняется в
точности тогда, когда αn ≤ m− 1), то положим nl := n+ 1.

О п р е д е л е н и е 1. Набор операторов (A1, A2, . . . , An) принадлежит классу An
α,G(θ0, a0)

при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, если
(i) D плотно в Z;
(ii) при всех λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ− a0)| < θ0, a 6= a0}, l = 0, 1, . . . m− 1 существуют

операторы

Rλ

(
I −

n∑

k=nl

λαk−αAk

)
∈ L(Z);

(iii) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое K(θ, a) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a,
l = 0, 1, . . . m− 1

‖Rλ‖L(Z) ≤
K(θ, a)

|λ− a||λ|α−1
,

∥∥∥Rλ

(
I −

n∑

k=nl

λαk−αAk

)∥∥∥
L(Z)

≤
K(θ, a)

|λ− a||λ|α−1
. (1.1)

Поскольку условия в этом определении задаются в секторе Sθ0,a0 , случай уравнений с
набором операторов (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0) будем называть секториальным, как и со-
ответствующий набор операторов.

З а м е ч а н и е 1. Класс операторов An,r
α,G(θ0, a0), определенный в работе [10], в терминах

данной работы является в точности классом An+r
α,G (θ0, a0).

З а м е ч а н и е 2. При n = 1, α1 = 0 имеем nl = 2 при l = 0, 1, . . . ,m − 1, поэтому
все неравенства в (1.1) совпадают с первым из них, при этом Rλ = (λI −A1)

−1 — резольвента
оператора A1, D = DA1

. В этом случае класс An
α,G(θ0, a0) совпадает с классом Aα(θ0, a0) опера-

торов, порождающих аналитические разрешающие семейства операторов уравнения Dαz(t) =
Az(t) [17]. Если к тому же α = 1, это класс генераторов аналитических полугрупп операто-
ров H(a0, θ0) [18].

При (A1, A2, . . . , An) ∈ An
α,G(θ0, a0), t0 < T , f : [t0, T ] → Z рассмотрим линейное неодно-

родное уравнение

Dαz(t) =

n∑

k=1

AkD
αkz(t) + f(t), t ∈ (t0, T ], (1.2)

и задачу Коши для него
z(l)(t0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1. (1.3)

Решением задачи Коши (1.2), (1.3) назовем такую функцию z ∈ C((t0, T ];D)∩Cm−1([t0, T ];Z),
для которой Dαz ∈ C((t0, T ];Z), Dαkz ∈ C((t0, T ];DAk

), k = 1, 2, . . . , n, выполняются равен-
ство (1.2) для всех t ∈ (t0, T ] и условия (1.3).
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Теорема 1 [10, теорема 4]. Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, m − 1 < α ≤ m ∈ N,

mk−1 < αk ≤ mk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n, (A1, A2, . . . , An) ∈ An
α,G(θ0, a0), zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m−1,

f ∈ C([t0, T ];D). Тогда существует единственное решение задачи (1.2), (1.3), при этом оно

имеет вид

z(t) =
m−1∑

l=0

Zl(t− t0)zl +

t∫

t0

Z(t− s)f(s)ds, t ∈ (t0, T ],

где

Zl(t) =
1

2πi

∫

Γ

λα−l−1Rλ

(
I −

n∑

k=nl

λαk−αAk

)
eλtdλ, Z(t) :=

1

2πi

∫

Γ

Rλe
λtdλ, t > 0,

Γ = {a+ reiθ : r ∈ [0,∞)} ∪ {a+ re−iθ : r ∈ [0,∞)} при некотором a > a0, θ ∈ (π/2, θ0).

З а м е ч а н и е 3. В работе [10] показано, что семейства операторов {Zl(t) ∈ L(Z) : t > 0}
при каждом l = 0, 1, . . . ,m − 1, а также {Z(t) ∈ L(Z) : t > 0} при условии (A1, A2, . . . , An) ∈
An

α,G(θ0, a0) аналитически продолжимы в сектор Σθ0−π/2. При n = 1, α1 = 0, α = 1 остается
одно семейство {Z0 ∈ L(Z) : t > 0}, которое совпадает с семейством {Z(t) ∈ L(Z) : t > 0}, так
как n0 = 2 (см. замечание 2). Это семейство является аналитической полугруппой операторов.

2. Локальное решение квазилинейного уравнения

Пусть r ∈ N, γ1 < γ2 < · · · < γr < α, ri − 1 < γi ≤ ri ∈ Z, i = 1, 2, . . . , r, U — открытое
множество в R × Zr, B : U → Z. Рассмотрим вопросы существования и единственности ре-
шения задачи Коши для квазилинейного уравнения на достаточно малом отрезке [t0, t1], т. е.
локального решения.

Решением задачи Коши (1.3) для квазилинейного уравнения

Dαz(t) =

n∑

k=1

DαkAkz(t) +B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) (2.1)

на отрезке [t0, t1] назовем такую функцию z ∈ C((t0, t1];D) ∩ Cm−1([t0, t1];Z), для которой
Dαz ∈ C((t0, t1];Z), Dαkz ∈ C((t0, t1];DAk

), k = 1, 2, . . . , n, Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , r,
выполняются включение (t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) ∈ U при t ∈ [t0, t1] и равенство (2.1)
для всех t ∈ (t0, t1], а также условия (1.3).

Обозначим x̄ := (x1, x2, . . . , xr) ∈ Zr, Sδ(x̄) = {ȳ ∈ Zr : ‖yl − xl‖Z ≤ δ, l = 1, 2, . . . , r}. Отоб-
ражение B : U → Z называется локально липшицевым по x̄, если для любого (t, x̄) ∈ U
существуют δ > 0, q > 0, такие, что [t − δ, t + δ] × Sδ(x̄) ⊂ U , и для любых (s, ȳ), (s, v̄) ∈
[t− δ, t+ δ] × Sδ(x̄) выполняется неравенство ‖B(s, ȳ)−B(s, v̄)‖Z ≤ q

∑r
i=1 ‖yi − vi‖Z .

Используя начальные данные z0, z1, . . . , zm−1, определим многочлен

z̃(t) = z0 + (t− t0)z1 +
(t− t0)

2

2!
z2 + · · · +

(t− t0)
m−1

(m− 1)!
zm−1

и векторы z̃i = Dγi |t=t0 z̃(t), i = 1, 2, . . . , r. Заметим, что z̃i = 0, если γi /∈ {0, 1, . . . ,m − 1}.
В случае γi ∈ {0, 1, . . . ,m−1} имеем z̃i = zγi . Таким образом, значение аргумента нелинейного
оператора B в начальный момент времени должно иметь вид (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r).

Лемма 1 [19, лемма 1]. Пусть l − 1 < β ≤ l ∈ N. Тогда

∃C > 0 ∀h ∈ C l([t0, t1];Z) ‖Dβh‖C([t0,t1];Z) ≤ C‖h‖Cl([t0,t1];Z).
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Лемма 2. Пусть n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, γ1 < · · · < γr < α, m − 1 <
α ≤ m ∈ N, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, zl ∈ D,

l = 0, 1, . . . ,m − 1, U — открытое множество в R × Zr, B ∈ C(U ;D), (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r) ∈ U .

Тогда функция z является решением задачи (1.3), (2.1) на отрезке [t0, t1], если и только если

z ∈ Cm−1([t0, t1];Z), Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , r, и при всех t ∈ [t0, t1] выполняются

включение (t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) ∈ U и равенство

z(t) =
m−1∑

l=0

Zl(t− t0)zl +

t∫

t0

Z(t− s)B(s,Dγ1z(s),Dγ2z(s), . . . ,Dγrz(s))ds. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если z — решение задачи (1.3), (2.1), то z ∈ Cm−1([t0, t1];Z),
Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , r, отображение

t → B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) (2.3)

непрерывно действует из [t0, t1] в пространство D в силу условий на оператор B. По теореме 1
выполняется равенство (2.2).

Пусть z ∈ Cm−1([t0, t1];Z), Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , r, при всех t ∈ [t0, t1] выполня-
ется включение (t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) ∈ U и z удовлетворяет уравнению (2.2). Тогда
отображение (2.3) принадлежит классу C([t0, t1];D). Как при доказательстве теоремы 1 (см.
доказательство теоремы 4 в [10]), можно непосредственно показать, что z — решение зада-
чи (1.3), (2.1).

Лемма доказана.

Обозначим i∗ := min{i ∈ {1, 2, . . . , r} : γi > m − 1}, если множество {i ∈ {1, 2, . . . , r} : γi >
m− 1} не пусто, иначе i∗ := r+ 1. Для t1 > t0 определим пространство Cm−1,{γi}([t0, t1];Z) :=
{z ∈ Cm−1([t0, t1];Z) : Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = i∗, i∗ + 1, . . . , r} и снабдим это пространство
нормой

‖z‖Cm−1,{γi}([t0,t1];Z) = ‖z‖Cm−1([t0,t1];Z) +
r∑

i=i∗

‖Dγiz‖C([t0,t1];Z).

З а м е ч а н и е 4. Для функции z ∈ Cm−1([t0, t1];Z) в силу леммы 1 Dγiz ∈ C([t0, t1];Z),
i = 1, 2, . . . , i∗ − 1. Поэтому функции из Cm−1([t0, t1];Z), для которых Dγiz ∈ C([t0, t1];Z),
i = 1, 2, . . . , r, о которых идет речь в лемме 2, это в точности функции из Cm−1,{γi}([t0, t1];Z).

Лемма 3. Cm−1,{γi}([t0, t1];Z) — банахово пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В пространстве Cm−1,{γi}([t0, t1];Z) возьмем фундаменталь-
ную последовательность {xl}, тогда существуют пределы x ∈ Cm−1([t0, t1];Z) для {xl} в
Cm−1([t0, t1];Z), yi — для последовательностей {Dγixl} в C([t0, t1];Z), i = i∗, i∗ + 1, . . . , r.
Следовательно, при t ∈ [t0, t1]

Jγiyi(t) = lim
l→∞

JγiDγixl(t) = lim
l→∞

(
xl(t)−

m−1∑

j=0

x
(j)
l (t0)

(t− t0)
j

j!

)

= x(t)−

m−1∑

j=0

x(j)(t0)
(t− t0)

j

j!
, yi = Dγix ∈ C([t0, t1];Z), i = i∗, i∗ + 1, . . . , r.

Таким образом, Cm−1,{γi}([t0, t1];Z) является банаховым пространством.

Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, γ1 < · · · < γr < α, m − 1 <
α ≤ m ∈ N, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, zl ∈ D,

l = 0, 1, . . . ,m− 1, U — открытое множество в R×Zr, B ∈ C(U ;D) локально липшицево по

x̄, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r) ∈ U . Тогда при некотором t1 > t0 задача (1.3), (2.1) имеет единственное

решение на отрезке [t0, t1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем τ > 0 и δ > 0 такие, что [t0, t0 + τ ] × Sδ(z̃) ⊂ U , где
z̃ = (z̃1, z̃2, . . . , z̃r). Обозначим через Sτ,δ множество функций z ∈ Cm−1,{γi}([t0, t0 + τ ];Z), для
которых ‖Dγiz(t)−z̃i‖Z ≤ δ при t0 ≤ t ≤ t0+τ . Определим на множестве Sτ,δ метрику d(x, y) :=
‖x − y‖Cm−1,{γi}([t0,t0+τ ];Z), тогда в силу леммы 3 Sτ,δ — полное метрическое пространство.
Заметим, что z̃ ∈ Sτ,δ при достаточно малых τ > 0.

При заданных zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m− 1, для z ∈ Sτ,δ определим отображение

G(z)(t) :=
m−1∑

l=0

Zl(t− t0)zl +

t∫

t0

Z(t− s)B(s,Dγ1z(s),Dγ2z(s), . . . ,Dγrz(s))ds, t ∈ [t0, t0 + τ ].

Поскольку отображение t → B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) непрерывно действует из [t0, t1]
в пространство D, по теореме 1 G(z) ∈ Cm−1([t0, t0 + τ ];Z), [G(z)](k)(t0) = zk для всех k =
0, 1, . . . ,m− 1.

Для i = i∗, i∗ + 1, . . . , r, l = 0, 1, . . . ,m− 1, x ∈ D

L[DγiZl(t)x](λ) = λγi−l−1Rλ

(
λαI −

n∑

k=nl

λαkAk

)
x− λγi−1−lx = λγi−l−1Rλ

nl−1∑

k=1

λαkAkx,

∥∥∥∥λγi−l−1Rλ

nl−1∑

k=1

λαkAkx

∥∥∥∥
Z

≤
C‖x‖D

|λ|α−γi+l+1−αnl−1

,

DγiZl(0)x = lim
t→0+

1

2πi

∫

Γ

λγi−l−1Rλ

nl−1∑

k=1

λαkAke
λtxdλ = 0,

так как для k ≤ nl − 1 имеем l > mk − 1, значит, l ≥ αk, α − γi + l + 1 − αk ≥ α − γi + 1 > 1.
Поэтому DγiZl(t)x ∈ C([t0, t0 + τ ];Z) при x ∈ D, i = i∗, i∗ + 1, . . . , r.

При доказательстве леммы 2 в [10] было показано, что

‖DlZ(t)‖L(Z) ≤ Ctα−l−1, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (2.4)

Dl

t∫

t0

Z(t− s)Bz(s)ds|t=t0 =

t∫

t0

Z(l)(t− s)Bz(s)ds|t=t0 = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1,

где функция Bz(s) := B(s,Dγ1z(s),Dγ2z(s), . . . ,Dγrz(s)) непрерывна по s на [t0, t0 + τ ] в нор-
ме D. Поэтому при i = i∗, i∗ + 1, . . . , r

∥∥L[Jm−γiZ](λ)
∥∥
L(Z)

=
∥∥λγi−mRλ

∥∥
L(Z)

≤
C

|λ|α−γi+m
,

‖Dγi−m+lZ(t)‖L(Z) ≤ Ctm−γi−l+α−1, l = 0, 1, . . . ,m, (2.5)

Dγi−m+lZ(0) = lim
t→0+

1

2πi

∫

Γ

λγi−m+lRλe
λtxdλ = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1,
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так как γi−m+l−α < γi−1−α < −1 при l = 0, 1, . . . ,m−1. Следовательно, при l = 0, 1, . . . ,m−1

Dγi−m+l

t∫

t0

Z(t− s)Bz(s)ds = Dl

t∫

t0

Jm−γiZ(t− s)Bz(s)ds =

t∫

t0

Dγi−m+lZ(t− s)Bz(s)ds,

Dγi−m+l

t∫

t0

Z(t− s)Bz(s)ds|t=t0 = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1,

Dγi

t∫

t0

Z(t− s)Bz(s)ds = Dm

t∫

t0

Jm−γiZ(t− s)Bz(s)ds =

t∫

t0

DγiZ(t− s)Bz(s)ds,

в силу (2.5)

∥∥∥∥ lim
t→t0+

Dγi

t∫

t0

Z(t− s)Bz(s)ds

∥∥∥∥
Z

≤ lim
t→t0+

C1(t− t0)
α−γi max

s∈[t0,t0+τ ]
‖Bz(s)‖Z = 0.

Значит, при zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m− 1, DγiG(z) ∈ C([t0, t0 + τ ];Z); при этом

DγiG(z(t))|t=t0 = z̃i, i = 1, 2, . . . , r,

поэтому G(z) ∈ Sτ,δ при достаточно малом τ > 0.
Для x, y ∈ Sτ,δ, l = 0, 1, . . . ,m− 1, i = i∗, i∗ + 1, . . . , r с учетом леммы 1 получаем

‖[G(x)](l)(t)− [G(y)](l)(t)‖Z =

∥∥∥∥
t∫

t0

DlZ(t− s)[Bx(s)−By(s)]ds

∥∥∥∥
Z

≤ Cl(t− t0)
α−l

r∑

j=1

sup
t∈[t0,t0+τ ]

‖Dγj (x(t)− y(t))‖Z ≤ Cτα−ld(x, y),

‖DγiG(x)(t) −DγiG(y)(t)‖Z =

∥∥∥∥
t∫

t0

DγiZ(t− s)[Bx(s)−By(s)]ds

∥∥∥∥
Z

≤ Cγi(t− t0)
α−γi

r∑

j=1

sup
t∈[t0,t0+τ ]

‖Dγj (x(t)− y(t))‖Z ≤ Cτα−γid(x, y).

Таким образом, при достаточно малом τ > 0 d(G(x), G(y)) ≤ d(x, y)/2 и отображение G имеет
единственную неподвижную точку z в метрическом пространстве Sτ,δ. Это единственное ре-
шение уравнения (2.2) в Cm−1,{γi}([t0, t0 + τ ];Z), поэтому по лемме 2 и с учетом замечания 4
это единственное решение задачи (1.3), (2.1) на выбранном отрезке [t0, t0 + τ ].

Теорема доказана.

3. Нелокальное решение квазилинейного уравнения

Пусть, как прежде, r ∈ N, γ1 < γ2 < · · · < γr < α, ri − 1 < γi ≤ ri ∈ Z, i = 1, 2, . . . , r,
B : [t0, T ]×Zr → Z, t0, T ∈ R, t0 < T . Докажем теперь существование единственного решения
на заранее заданном отрезке [t0, T ] (нелокального решения).

Решением задачи Коши

z(l)(t0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (3.1)
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для квазилинейного уравнения

Dαz(t) =
n∑

k=1

DαkAkz(t) +B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)), t ∈ (t0, T ], (3.2)

назовем функцию z ∈ C((t0, T ];D) ∩ Cm−1([t0, T ];Z) такую, что Dαz ∈ C((t0, T ];Z), Dαkz ∈
C((t0, T ];DAk

), k = 1, 2, . . . , n, Dγiz ∈ C([t0, T ];Z), i = 1, 2, . . . , r, выполняются равенства (3.1)
и (3.2) для всех t ∈ (t0, T ].

Лемма 2 в условиях данного раздела будет выглядеть следующим образом.

Лемма 4. Пусть n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, γ1 < · · · < γr < α, m − 1 <
α ≤ m ∈ N, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, zl ∈ D,

l = 0, 1, . . . ,m − 1, B ∈ C([t0, T ] × Zr;D). Тогда функция z является решением задачи (3.1),
(3.2) на отрезке [t0, T ], если и только если z ∈ Cm−1,{γi}([t0, T ];Z) и при всех t ∈ [t0, T ]
выполняется равенство

z(t) =

m−1∑

l=0

Zl(t− t0)zl +

t∫

t0

Z(t− s)B(s,Dγ1z(s),Dγ2z(s), . . . ,Dγrz(s))ds.

Отображение B : [t0, T ] × Zr → Z называется липшицевым по x̄ ∈ Zr, если существует
такое q > 0, что для любых (s, x̄), (s, ȳ) ∈ [t0, T ]×Zr выполняется неравенство

‖B(s, x̄)−B(s, ȳ)‖Z ≤ q

r∑

i=1

‖xi − yi‖Z .

Теорема 3. Пусть n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, γ1 < · · · < γr < α, m − 1 <
α ≤ m ∈ N, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, zl ∈ D,

l = 0, 1, . . . ,m − 1, отображение B ∈ C([t0, T ] × Zr;D) липшицево по x̄. Тогда задача (3.1),
(3.2) имеет единственное решение на отрезке [t0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. При фиксированных zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m − 1, зададим в
пространстве Cm−1,{γi}([t0, T ];Z) отображение

G(z)(t) :=

m−1∑

l=0

Zl(t− t0)zl +

t∫

t0

Z(t− s)B(s,Dγ1z(s),Dγ2z(s), . . . ,Dγrz(s))ds, t ∈ [t0, T ].

Отображение t → B(t,Dγ1z(t),Dγ2z(t), . . . ,Dγrz(t)) непрерывно действует из [t0, T ] в про-
странство D, поэтому по теореме 1 G(z) ∈ Cm−1([t0, T ];Z), [G(z)](k)(t0) = zk для всех k =
0, 1, . . . ,m−1. Тот факт, что при zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m−1, DγiG(z) ∈ C([t0, T ];Z), i = 1, 2, . . . , r,
доказывается так же, как в теореме 2. Поэтому G(z) ∈ Cm−1,{γi}([t0, T ];Z).

Будем обозначать через Gj j-ю степень оператора G, j ∈ N. Для определенности считаем,
что T − t0 ≥ 1, в случае же T − t0 < 1 дальнейшие рассуждения останутся справедливыми
после замены T −t0 на 1. Для t ∈ [t0, T ], j ∈ N, y, z ∈ Cm−1,{γi}([t0, T ];Z) по индукции докажем
неравенство

‖Gj(y)−Gj(z)‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z) ≤
cj(t− t0)

α−γr+j−1

(j − 1)!
‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z) (3.3)

при некотором c > 0.
Действительно, для j = 1, l = 0, 1, . . . ,m− 1 имеем в силу (2.4) и леммы 1

‖[G(y)](l)(t)− [G(z)](l)(t)‖Z ≤ C1

t∫

t0

(t− s)α−l−1‖By(s)−Bz(s)‖Zds
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≤ C2q‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(T − t0)
α(t− t0)

α−γr ,

а с учетом (2.5) при i = i∗, i∗ + 1, . . . , r

‖DγiG(y)(t) −DγiG(z)(t)‖Z ≤ C1

t∫

t0

(t− s)α−γi−1‖By(s)−Bz(s)‖Zds

≤ C2q‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(T − t0)
α(t− t0)

α−γr .

Поэтому

‖G(y) −G(z)‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z) ≤ C2Nq‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(T − t0)
α(t− t0)

α−γr ,

где N = m+ r − i∗ + 1 — количество слагаемых в определении нормы в Cm−1,{γi}([t0, t];Z).
Далее при l = 0, 1, . . . ,m− 1

‖[G2(y)](l)(t)− [G2(z)](l)(t)‖Z ≤ C1

t∫

t0

(t− s)α−l−1‖BG(y)(s)−BG(z)(s)‖Zds

≤ C2q(T − t0)
α

t∫

t0

‖G(y) −G(z)‖Cm−1,{γi}([t0,s];Z)ds

≤ C2
2Nq2(T − t0)

2α‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(t− t0)
α−γr+1,

‖DγiG2(y)(t) −DγiG2(z)(t)‖Z ≤ C1

t∫

t0

(t− s)α−γi−1‖BG(y)(s)−BG(z)(s)‖Zds

≤ C2q(T − t0)
α

t∫

t0

‖G(y) −G(z)‖Cm−1,{γi}([t0,s];Z)ds

≤ C2
2Nq2(T − t0)

2α‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(t− t0)
α−γr+1,

‖G2(y)−G2(z)‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z) ≤ (C2Nq)2(T − t0)
2α‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)(t− t0)

α−γr+1.

Продолжая аналогичным образом, имеем

‖G3(y)−G3(z)‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z) ≤ (C2Nq)3(T − t0)
3α‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,t];Z)

(t− t0)
α−γr+2

2
.

В предположениии, что неравенство (3.3) выполнено при c = C2Nq(T − t0)
α, j = p получим

справедливость такого неравенства при j = p+ 1.
Из (3.3) следует, что при j ∈ N

‖Gj(y)−Gj(z)‖Cm−1,{γi}([t0,T ];Z) ≤
cj(T − t0)

α−γr+j−1

(j − 1)!
‖y − z‖Cm−1,{γi}([t0,T ];Z) .

Поэтому, если j достаточно велико, то Gj является сжимающим отображением в пространстве
Cm−1,{γi}([t0, T ];Z), а значит, это отображение по теореме о неподвижной точке имеет един-
ственную неподвижную точку в этом пространстве, которая, как известно, является единствен-
ной неподвижной точкой в пространстве Cm−1,{γi}([t0, T ];Z) отображения G. Она и является
единственным решением задачи (3.1), (3.2) на [t0, T ] в силу леммы 4.

Теорема доказана.
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4. Приложение к начально-краевой задаче

Пусть Ω ⊂ R
d — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω; рассмотрим уравнение

∆D
3/2
t v(ξ, t) = aD

−1/3
t ∆v(ξ, t)+bD

5/4
t ∆2v(ξ, t)+h(ξ,D

1/2
t v(ξ, t),D

6/5
t v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω×(0, T ],

(4.1)
где ∆ := D2

ξ1
+D2

ξ2
+ · · ·+D2

ξd
— оператор Лапласа по пространственным переменным ξ1, ξ2, . . . ,

ξd, Dβ
t — производная Герасимовa — Капуто по переменной t порядка β > 0 или интеграл

Римана — Лиувилля по t порядка −β в случае β ≤ 0. Будучи снабженным граничным условием
Дирихле

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (4.2)

оператор Лапласа непрерывно обратим, поэтому уравнение (4.1) можно переписать в виде

D
3/2
t v(ξ, t) = aD

−1/3
t v(ξ, t)+ bD

5/4
t ∆v(ξ, t)+∆−1h(ξ,D

1/2
t v(ξ, t),D

6/5
t v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ].

(4.3)
Здесь α = 3/2, m = 2, поэтому зададим два начальных условия

v(ξ, 0) = v0(ξ),
∂v

∂t
(ξ, 0) = v1(ξ), ξ ∈ Ω. (4.4)

При этом n = r = 2, α1 = −1/3, α2 = 5/4, γ1 = 1/2, γ2 = 6/5, a ∈ R, b > 0. Возьмем
l ∈ N, l > d/2, Z = H l(Ω) — пространство Соболева, A1 = aI, DA1

= H l(Ω), A2 = b∆,
DA2

= H2+l
0 (Ω) := {w ∈ H2+l(Ω) : w(ξ) = 0, ξ ∈ ∂Ω} = D. Ввиду леммы 3(i) из [10] (см. также

замечание 1) получим, что в условиях данного раздела (A1, A2) ∈ A2
α,G(θ0, a0) при некоторых

θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0.

Если h ∈ C∞(Ω×R
2;R), то в силу предложения 1 [20, c. 197] отображение (w1(ξ), w2(ξ)) →

h(ξ, w1(ξ), w2(ξ)) принадлежит классу C∞((H l(Ω))2;H l(Ω)), поэтому

B(w1, w2)(ξ) = ∆−1h(ξ, w1(ξ), w2(ξ)) ∈ C∞((H l(Ω))2;H2+l
0 (Ω)),

B локально липшицево и непрерывно в норме D. В таком случае при v1, v2 ∈ H2+l
0 (Ω) по

теореме 2 существует единственное локальное по t решение задачи (4.2)–(4.4).

Если же, например,

h(w1, w2) =
1

1 + w2
1 + w2

2

,

то производные hw1
, hw2

ограничены на R
2 и отображение B(w1, w2)(ξ) = ∆−1h(w1(ξ), w2(ξ))

к тому же липшицево. В этом случае по теореме 3 существует единственное решение зада-
чи (4.2)–(4.4) во всем цилиндре Ω× [0, T ].
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