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Введение

Изучение газовой динамики частиц, скорости которых являются линейными функциями
от пространственных координат, тесно связано с исследованием динамики жидких и газовых
самогравитирующих эллипсоидов. Еще Риман [1] показал, что при условии линейной зависи-
мости поля скоростей от координат наиболее общий тип движения, совместимый с условием
сохранения эллипсоидальной формы фигуры равновесия, представляет собой суперпозицию
равномерного вращения и внутренних движений с равномерно распределенной завихренно-
стью жидкости. Интерес к данной области обуславловлен ее значением для космогонии и аст-
рофизики, в частности, важностью ее выводов для теории фигур небесных тел. Обзор работ
по тематике данного исследования наиболее широко представлен в сборнике [2]. Современные
исследования по линейному полю скоростей можно найти в работе [3], в которой изучены дву-
мерные уравнения течения невязкой сжимаемой жидкости в осесимметричных координатах.
В [4] для системы уравнений идеального политропного газа на равномерно вращающейся плос-
кости найдены первые интегралы, соответствующие движению с однородной деформацией
(линейное поле скоростей).

1Работа поддержана средствами государственного бюджета по госзаданию № 0246-2019-0052.
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При классификации уравнений газовой динамики с линейным полем скоростей и произ-
вольным уравнением состояния было получено 11 моделей [5]. Каждая из них представляет
собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений высокого порядка (24-го и выше).
Есть случаи интегрируемых систем. К таким подмоделям относятся инвариантные и частично
инвариантные решения с линейным полем скоростей [6; 7]. Полученные формулы, как прави-
ло, описывают пространственные движение частиц с коллапсом на некотором многообразии
меньшей размерности, где плотность имеет особенность. После коллапса уже другое решение,
заданное этими же формулами, описывает мгновенный источник или взрыв. Для решений,
определенных в части пространства, возникает проблема их сопряжения через слабые или
сильные разрывы, чтобы устранить особенность с бесконечной плотностью. Для этого надо
знать поведение характеристик на решении уравнений газовой динамики. Важно выделить
оригинальные свойства таких движений газа: движение выделенного ограниченного объема,
движение звуковых характеристик и характеристического коноида, движение звуковой по-
верхности. В работе [6] была представлена классификация и проведено полное интегрирование
модели с линейным полем скоростей. Остался неразобранным вопрос о физических аспектах
полученного решения. Поэтому в данной работе проведено исследование семейства точных
решений уравнений газовой динамики с линейным полем скоростей и однородной деформа-
цией с одним из случаев классификации, а именно, с диагональной невырожденной матрицей
линейности, различными собственными числами и ускорением, равным нулю. Также получено
точное решение с неоднородной деформацией.

1. Постановка задачи и основные уравнения

Рассматриваются уравнения идеальной газовой динамики [8]

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ∇ · ~u = 0, (1.1)

St + (~u · ∇)S = 0 или pt + (~u · ∇)p+ ρa2∇ · ~u = 0,

где t, ~x = (x, y, z) — независимые переменные, ~u = (u, v, w) — скорость, p — давление, ρ —
плотность, S — энтропия, уравнение состояние p = f(ρ, S) замыкает систему (1.1), a2 = fρ —
квадрат скорости звука газа. Если из уравнения состояния выразить энтропию S = g(ρ, p), то
a2(p, ρ) = fρ(ρ, g(p, ρ)).

Решение уравнений газовой динамики с линейным полем скоростей имеет вид

~u = A(t)~x+ ~u0(t), (1.2)

Если ~u0 = 0, то (1.2) задает решение с однородной деформацией. Если ~u0 6= 0, то соотноше-
ние (1.2) является решением с неоднородной деформацией. Представление плотности и дав-
ления общего вида. Для всех подалгебр, у которых инвариантное решение представляется в
виде (1.2) выполняется равенство A′ +A2 = 0.

Рассмотрим частное решение уравнений газовой динамики, заданное формулами в декар-
товой системе координат [6]:

u =
λ1x+ u0
λ1t+ 1

, v =
λ2y + v0
λ2t+ 1

, w =
λ3z + w0

λ3t+ 1
, (1.3)

k(p) = KΠ−1(t), ρ = F (~u)Π−1(t). (1.4)

Здесь Π(t) =
∏3

i=1(λit+ 1); u0, v0, w0 — произвольные постоянные; λ1, λ2, λ3 — произвольные,
не равные друг другу, постоянные, отличные от нуля (λi 6= 0); F (~u) — произвольная функция
скорости; K — постоянная. Уравнение состояния есть уравнение с разделенной плотностью [6]

B(S)k(p) = ρ, (1.5)
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где B(S) — функция энтропии S. Если положить в (1.5) k = p1/γ , то получим уравнение
состояния для политропного газа. Квадрат скорости звука вычисляется по формуле (в скобках
указан квадрат скорости звука для политропного газа)

a2 =
k(p)

ρk′(p)
(a2 = γpρ−1). (1.6)

Уравнения газовой динамики с уравнением состояния (1.5) допускают следующие преоб-
разования [7; 8].

1. Переносы: ~x′ = ~x+ ~a, t′ = t+ a0.
2. Галилеевы переносы: ~x′ = ~x+ t~b, ~u′ = ~u+~b.
3. Вращения: ~x′ = O~x, ~u′ = O~u, OOT = I, detO = 1.
4. Растяжения: t′ = cc1t, ~x

′ = c~x, ~u′ = c−1
1 ~u, ρ′ = c21ρ и для политропного газа ρ′ = c2ρ,

p′ = c2p.
5. Отражения: t′ = −t, ~x′ = −~x и t′ = −t, ~u′ = −~u.
Решение (1.3) с точностью до этих преобразований принимает вид

u =
x

t+ µ
, v =

y

t
, w =

z

t− 1
, k(p) = KΠ−1(t), ρ = F (~u)Π−1(t), (1.7)

где Π(t) = (t + µ)t(t − 1), µ 6= 0, 1 — постоянная. Из (1.7) следует, что плотность обращается
в ноль при t → ±∞ для ограниченной функции F , при этом скорости стремятся к нулю, т. е.
со временем газ стремится к покою, растекаясь до вакуума. Получается четыре различных
решения:
а) 1 < t < ∞, б) 0 < t < 1, в) −µ < t < 0, г) −∞ < t < −µ.

Утверждение 1. При некотором преобразовании решение (1.7) при −µ < t < 0 перехо-

дит в решение при 0 < t < 1 и решение (1.7) при −∞ < t < −µ переходит в решение при

1 < t < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. После замен, которые допускают уравнения газовой динамики,

µ−1 → µ, −µ−3K → K, −µ−5F (µ−1~u) → F (µ−1~u),

−µ−1t → t, x → −z, y → −y, z → x,

µu → w, µv → v, µw → −u, µ−2ρ → ρ,

следуют переходы, описанные в утверждении. �

Как следует из утверждения 1, достаточно изучить движение газа для решений а) и б).

2. Траектории движения частиц

Мировые линии частиц удовлетворяют системе дифференциальных уравнений [8]

d~x

dt
= ~u(~x, t).

Интегральные кривые последнего уравнения представляют собой мировые линии частиц газа
в пространстве R

4(t, ~x), проекции которых в R
3(~x) представляют собой траектории частиц.

Для решения (1.7) система имеет вид

dx

dt
=

x

t+ µ
,

dy

dt
=

y

t
,

dz

dt
=

z

t− 1
.

Интегралы этой системы задаются равенствами

x = C1(t+ µ), y = C2t, z = C3(t− 1), (2.1)
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где ~C = (C1, C2, C3) — постоянные, которые являются глобальными лагранжевыми коорди-
натами. Частицы летят по прямым со скоростями ~C. Матрица Якоби перехода от эйлеровых
координат к лагранжевым имеет вид J(t) = diag(t+ µ, t, t− 1). Определитель матрицы Якоби
обращается в ноль в моменты времени t = −µ, 0, 1. В эти моменты времени ранг матрицы
Якоби равен 2. Значит, особые многообразия — плоскости, на которых плотность обращается
в бесконечность. Для решения б) частицы из плоскости y = 0 в момент времени t = 0 летят по
прямым линиям и в момент времени t = 1 попадают на плоскость z = 0, а затем с течением
времени летят в бесконечность для решения а).

Рассмотрим в момент времени t = 0 прямоугольник на плоскости xOz. Вершины пря-
моугольника находятся в точках A(0, 0, 0), B(x0 , 0, 0), C(0, 0, z0),D(x0, 0, z0). В момент време-
ни t = 0 в каждой точке плоскости xOz находится множество различных материальных
точек, различающихся между собой скоростями ~C = (C1, C2, C3). Так, в точке D(x0, 0, z0)
находятся материальные точки со скоростями (µ−1x0, v0,−z0), где v0 — произвольная. Да-
лее ограничим скорости α ≤ v0 ≤ β. В точках A(0, 0, 0) и C(0, 0, z0) находятся материаль-
ные точки со скоростями (0, v0, 0) и (0, v0,−z0). В точке B(x0, 0, 0) — материальные точки
со скоростями (µ−1x0, v0, 0). Где окажется этот прямоугольник в момент времени t = 1? Ма-
териальные точки из A перейдут в A1(0, v0, 0), материальные точки из B перейдут в точки
B1

(

(1 + µ)µ−1x0, v0, 0
)

, материальные точки из C(0, 0, z0) перейдут в точки C1(0, v0, 0), мате-
риальные точки из D(x0, 0, z0) — в точки D1

(

(1 + µ)µ−1x0, v0, 0
)

. Получается, что материаль-
ные точки, лежащие на стороне AC, перейдут в ось Oy. Материальные точки на стороне BD
перейдут на прямую x = (1 + µ−1)x0. Таким образом, прямоугольник перейдет в полосу на
плоскости xOy для произвольного v0 и в прямоугольник для ограниченных α ≤ v0 ≤ β (см.
рис. 1).

В момент времени 0 < t < 1 выполняются переходы: A → At(0, v0t, 0), B → Bt((t +
µ)µ−1x0, v0t, 0), C → Ct(0, v0t, z0(1 − t)), D → Dt((t + µ)µ−1x0, v0t, z0(1 − t)). Материальные
точки в момент времени t образуют прямоугольный параллепипед.

Положение наших материальных точек в момент 1 < t < ∞ определяется материальными
точками, которые находятся в прямоугольнике A1B1C1D1 при t = 1. В вершине A1(0, α, 0) на-
ходятся материальные точки со скоростями (0, α, w0), и они перейдут в точки (0, tα,w0(t−1)),
0 ≤ w0 ≤ −z0. В вершине C1(0, β, 0) находятся материальные точки со скоростями (0, β, w0),
и они перейдут в точки (0, tβ, w0(t − 1)). В вершине B1(x0(1 + µ−1), α, 0) находятся матери-
альные точки со скоростями (µ−1x0, α, w0), и они перейдут в точки (x0(1+ µ−1), tα,w0(t− 1)).
В вершине D1(x0(1 + µ−1), β, 0) находятся материальные точки со скоростями (x0µ

−1, β, w0),
и они перейдут в точки (x0(1 + µ−1t), tβ, w0(t− 1)).

15

15
1515
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10
10

5
0

x
y

z

Рис. 1. Положение прямоугольника в моменты времени t = 0 и t = 1.
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3. Движение ограниченного объема и звуковой поверхности

Утверждение 2. Материальный объем газа, частицы которого двигаются по закону

(1.7), ограничен эллипсоидом

(

x− x01
t+ µ

t0 + µ

)2

( t+ µ

t0 + µ
R
)2 +

(

y − y01
t

t0

)2

( t

t0
R
)2 +

(

z − z01
t− 1

t0 − 1

)2

( t− 1

t0 − 1
R
)2 = 1, (3.1)

где t0 — некоторый начальный момент времени, при котором объем ограничен сферой радиуса

R с центром в точке (x01, y01, z01).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим движение объема из одних и тех же частиц, огра-
ниченного сферой в момент времени t = t0. Каждая материальная частица сферы двигается
по закону

x =
x0

t0 + µ
(t+ µ), y =

y0
t0
t, z =

z0
t0 − 1

(t− 1).

Уравнение сферы, ограничивающей объем в момент t = t0, имеет вид F0(x, y, z) = (x−x01)
2 +

(y − y01)
2 + (z − z01)

2 − R2 = 0, где R — радиус сферы с центром в точке с координатами
(x01, y01, z01).

Дифференциальное уравнение для функции F , задающей материальную поверхность F = 0
в момент времени t, имеет вид [9]

Ft +
x

t+ µ
Fx +

y

t
Fy +

z

t− 1
Fz = 0, F |t=t0= F0.

Общее решение задачи таково: F
(

x(t+ µ)−1, yt−1, z(t − 1)−1
)

= 0. В начальный момент вре-
мени выполняется соотношение F

(

x0(t0 + µ)−1, y0t
−1
0 , z0(t0 − 1)−1

)

= F0. Отсюда следует, что
материальный объем ограничен эллипсоидом (3.1) в момент времени t. �

При t → 0 эллипсоид эволюционирует в эллипс на плоскости xOz с центром (x01µ(t0 +
µ)−1, 0,−z01(t0 − 1)−1) и полуосями (µR(t0 +µ)−1, 0, R(t0 − 1)−1). При t → 1 эллипсоид эволю-
ционирует в эллипс с центром (x01(1 + µ)(t0 + µ)−1, y01t

−1
0 , 0) на плоскости xOy и полуосями

((1 + µ)R(t0 + µ)−1, Rt−1
0 , 0) (см. рис. 2).

x

y

z

6

6

8

22

2

4
4

4
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Рис. 2. Движение выделенного объема.
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Рассмотрим движение звуковой поверхности. Для политропного газа уравнение состояния
имеет вид p = Sργ , 1 < γ < 2. Квадрат скорости звука вычисляется по формуле

a2 =
∂p

∂ρ
= γ

p

ρ
=

γΠ1−γ(t)

F (~u)
.

Далее положим F (~u) = F0 > 0, F0 — постоянная. В этом случае звуковая поверхность |~u| = a
есть эллипсоид с центром в начале координат и полуосями (r1, r2, r3) :

r1 =

√

γ

F0
(t+ µ)Π(1−γ)/2(t), r2 =

√

γ

F0
tΠ(1−γ)/2(t), r3 =

√

γ

F0
(t− 1)Π(1−γ)/2(t).

При t → 0 полуоси эллипсоида ведут себя следующим образом: (r1, r2, r3) → (∞, 0,∞), и
звуковая поверхность растекается по плоскости xOz, образуя плоское дозвуковое состояние.

При t → 1 плоское дозвуковое состояние (r1, r2, r3) → (∞,∞, 0), и звуковая поверхность
растекается по плоскости xOy.

При t → ∞ поведение звуковой поверхности зависит от параметра γ.

1) При γ = 5/3 полуоси (r1, r2, r3) →
√

3−15F−1
0 (1, 1, 1). Звуковая поверхность стремится к

шару, внутри которого происходит дозвуковое движение, снаружи — сверхзвуковое движение
газа. Таким образом, для любого момента времени имеется трансзвуковое движение газа.

2) При γ > 5/3 полуоси (r1, r2, r3) → (0, 0, 0). Звуковая поверхность превращается в точку.
Трансзвуковое движение стремится к сверхзвуковому.

3) При γ < 5/3 полуоси (r1, r2, r3) → (∞,∞,∞). Звуковая поверхность объемлет все про-
странство. Трансзвуковое движение стремится к дозвуковому.

4. Характеристики и характеристический коноид

Звуковые характеристики C± задаются гиперповерхностями h(t, ~x) = 0 в R4(t, ~x) [9].
В начальный момент t = t0 они проходят через поверхность σ0 : h0(~x) = 0. Функция h(t, ~x)
удовлетворяет уравнению [9]

ht + uhx + vhy +whz ± a|∇h| = 0. (4.1)

Решения уравнений (4.1) строятся методом характеристик, которые для уравнений газовой
динамики называются бихарактеристиками. Бихарактеристики — это кривые, которые прохо-
дят через каждую точку двумерной поверхности σ0, образуя характеристическую поверхность.
Уравнения бихарактеристик таковы:

d~x

dt
= ~u± a|∇h|−1∇h,

dhj
dt

= −~uj · ∇h∓ aj|∇h|, j = t, x, y, z. (4.2)

Все бихарактеристики, выходящие из одной точки P (t0, ~x0), образуют характеристический
коноид. Бихарактеристики для коноида удовлетворяют системе (4.2) с начальными условиями
~x(t0) = ~x0, hj(t0) = Cj и условиями согласования C0 + u0C1 + v0C2 + w0C3 ± a0| ~C| = 0,
где u0, v0, w0, a0 — значения известных функций в точке P . Звуковые бихарактристики на
решении (1.7) задаются уравнениями

dhx
dt

= −
hx

t+ µ
,

dhy
dt

= −
hy
t
,

dhz
dt

= −
hz

t− 1
,

dx

dt
=

x

t+ µ
± a

hx
|∇h|

,
dy

dt
=

y

t
± a

hy
|∇h|

,
dz

dt
=

z

t− 1
± a

hz
|∇h|

. (4.3)

Интегралы первых трех дифференциальных уравнений

∇h = (C1(t+ µ)−1, C2t
−1, C3(t− 1)−1).
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Общее решение оставшихся уравнений зависит от двух параметров C1 и C2:

x−
x0(t+ µ)

t0 + µ
= C1(t+ µ)

√

γ/F0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

(s+ µ)2
√

C2
1 (s+ µ)−2 + C2

2s
−2 + C2

3 (s− 1)−2
,

y −
y0t

t0
= C2t

√

γ/F0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

s2
√

C2
1 (s+ µ)−2 + C2

2s
−2 + C2

3 (s− 1)−2
, (4.4)

z −
z0(t− 1)

t0 − 1
= C3(t− 1)

√

γ/F0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

(s− 1)2
√

C2
1 (s+ µ)−2 + C2

2s
−2 + C2

3 (s− 1)−2
, | ~C|2 = 1.

Исключив в (4.4) параметры, получим звуковой коноид. В случаях а) и б) при t, близких
к t0, звуковой коноид ведет себя, как сфера

(

x−
x0(t+ µ)

t0 + µ

)2
+

(

y −
y0t

t0

)2
+

(

z −
z0(t− 1)

t0 − 1

)2
∼

γ

F0
Π1−γ(t0)(t− t0)

2.

Если сферу взять в качестве начальной поверхности для C+ характеристики, то эта ха-
рактеристика приближает характеристический коноид.

При больших временах (t → ∞) поведение звукового коноида зависит от показателя γ.
При 2 > γ > 5/3:

(

x−
x0(t+ µ)

t0 + µ

)2
+
(

y −
y0t

t0

)2
+

(

z −
z0(t− 1)

t0 − 1

)2
∼

γ

F0
4(3γ − 5)−2t5−3γ

0 ;

при γ = 5/3:
(

x−
x0(t+ µ)

t0 + µ

)2
+

(

y −
y0t

t0

)2
+

(

z −
z0(t− 1)

t0 − 1

)2
∼ (lnt)2;

при 1 < γ < 5/3:

(

x−
x0(t+ µ)

t0 + µ

)2
+

(

y −
y0t

t0

)2
+

(

z −
z0(t− 1)

t0 − 1

)2
∼ 4(5− 3γ)−2t5−3γ .

Для характеристик C±, проходящих через поверхность h0(~x) = 0, система (4.3) имеет
следующие начальные условия:

~x(t0) = ~x0, h0(~x0) = 0, ▽ |t=t0= ▽0h0(~x0). (4.5)

В параметрическом виде начальную поверхность можно задать как ~x = ~x0(α, β), α, β —
локальные внутренние координаты поверхности h0(~x0(α, β) ≡ 0. Тогда можно выбрать мно-
житель у функции h0, так что ▽0h0 = ~x0α × ~x0β,

Решение задачи (4.3), (4.5) имеет вид

▽h =
(

(t0 + µ)(t+ µ)−1h0x0
, t0t

−1h0y0 , (t0 − 1)(t− 1)−1h0z0
)

, | ▽ h| = Q(t),

x−
t+ µ

t0 + µ
x0 = ±

√

γ/F0(t+ µ)(t0 + µ)h0x0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

(s+ µ)2Q(s)
,

y −
t

t0
y0 = ±

√

γ/F0tt0h0y0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

s2Q(s)
,

z −
t− 1

t0 − 1
z0 = ±

√

γ/F0(t− 1)(t0 − 1)h0z0

t
∫

t0

Π(1−γ)/2(s)ds

(s− 1)2Q(s)
.



214 Л. З.Уразбахтина, Ю.В.Юлмухаметова

При t1, близких к t0, возле каждой точки ~x0 поверхности h0(~x0) = 0 получается коноид.
Огибающие коноидов дают характеристики C±. Если их взять за начальные поверхности в
момент t1, то можно построить огибающие коноидов в момент t2, близкий к t1, и получить
характеристики C± в момент t2 и т. д.

Приближенные формулы для характеристик C± в момент t = t1, близкий к t0, получаются
путем разложения подынтегральной функции в ряд Тейлора в точке t0 и взятием только
первого члена этого разложения:

x1 −
t1 + µ

t0 + µ
x0 ∼ ±

√

γ/F0(t1 + µ)(t0 + µ)−1h0x0
(t1 − t0)Π

(1−γ)/2(t0)Q(t0)
−1,

y1 −
t1
t0
y0 ∼ ±

√

γ/F0t1t
−1
0 h0y0(t1 − t0)Π

(1−γ)/2(t0)Q(t0)
−1,

z −
t1 + µ

t0 + µ
z0 ∼ ±

√

γ/F0(t1 − 1)(t0 − 1)−1h0z0(t1 − t0)Π
(1−γ)/2(t0)Q(t0)

−1.

Разбивка на малые временные интервалы и использование локальных координат началь-
ной поверхности позволяют приближенно строить характеристики в параметрической форме
до тех пор, пока различные точки характеристик не начнут совпадать (самопересечение по-
верхности).

5. Точное решение с неоднородной деформацией

Решение (1.7) является решением с однородной деформацией с матрицей линейности диа-
гонального вида

A =













1

t+ µ
0 0

0
1

t
0

0 0
1

t− 1













. (5.1)

Найдем точное решение с неоднородной деформацией с матрицей (5.1). Для этого заметим,
что для матрицы A вида (5.1) выполняется соотношение A′ + A2 = 0. При этом построение
характеристического коноида и звуковой поверхности производилось для политропного газа.
Основываясь на этих данных, делаем вывод, что для нахождения решения необходимо выбрать
подмодель 2 из [5]:

S ′ + 2SA = (1− γ)S trA, A′ +A2 = S, S = ST ,

~v′ +AT~v + S~u0 = (1− γ)~v trA, ~u′0 +A~u0 = ~v,

ρ = 2e−
∫
trAdtR′(I), I = (~x · S~x+ 2~v · ~x)e−(1−γ)

∫
trAdt − 2

∫

~u0 · ~ve
−(1−γ)

∫
trAdtdt,

p = ργh0(S) + p0
1− ργ

γ
,

где p0 — произвольная постоянная, R, h0 — произвольные функции, trA — след матрицы A.
Матрицу (5.1) подставим в уравнения подмодели 2. Дифференциальные уравнения на мат-

рицы S и A выполняются. А дифференциальное уравнение для вектора ~u0 в покоординатной
записи примет вид

u′′1 +
2u′1
t+ µ

= (1− γ)
(

u′1 +
u1

t+ µ

)

trA,

v′′1 +
2v′1
t

= (1− γ)
(

v′1 +
v1
t

)

trA,

w′′
1 +

2w′
1

t− 1
= (1− γ)

(

w′
1 +

w1

t− 1

)

trA,

(5.2)



Плоский коллапс газа с линейным полем скоростей 215

где trA =
1

t+ µ
+

1

t
+

1

t− 1
.

Замена переменных u1 = u2(t+µ)−1, v1 = v2t
−1, w1 = w2(t− 1)−1 приводит систему (5.2) к

виду ~u′′2 = (1− γ)~u′2trA, где ~u2(t) = (u2, v2, w2). После повторного интегрирования компоненты
вектора ~u2 полностью определяются. Обратная замена дает решение системы (5.2) следующего
вида:

u1 =
u10
t+ µ

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt, v1 =
v10
t

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt, w1 =
w10

t− 1

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt,

где u10, v10, w10 — постоянные интегрирования. Запишем компоненты вектора скорости (1.2),
используя последние формулы для u1, v1 и w1:

u =
x

t+ µ
+

u10
t+ µ

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt, v =
y

t
+

v10
t

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt, w =
z

t− 1
+

w10

t− 1

t
∫

t0

Π1−γ(t)dt. (5.3)

Функция плотности и давления из формул подмодели 2 имеет вид [10]

ρ =
2R′(I)

Π(t)
, p = p̄0 −

R(I)

Πγ(t)
, (5.4)

где I = 2~u10 ·A~x− 2

∫

~u0 ·A~u10dt, ~u10 = (u10, v10, w10), p̄0 — постоянная.

Таким образом, решение уравнений газовой динамики с линейным полем скоростей с мат-
рицей линейности (5.1) задается формулами (5.3), (5.4).
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