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Рассматривается система уравнений нестационарной пространственной естественной конвекции несжи-
маемой вязкой жидкости в приближении Буссинеска. Авторы применяют ранее предложенные ими мето-
ды редукции линейных и нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными (УЧП)
и систем УЧП к уравнениям и системам обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). В работе
описаны общие принципы подходов, развиваемых авторами. Методы основаны на построении системы
уравнений характеристик для некоторого базового уравнения в частных производных первого порядка.
Базовое уравнение определенным образом конструируется при анализе исходной системы уравнений. Ре-
дукции приводят к ОДУ и системам ОДУ, в которых независимая переменная ψ, такова, что уравнение
ψ(x, y, z, t) = const задает поверхность уровня для некоторых неизвестных функций исходной системы
УЧП. Методы применимы к УЧП и системам УЧП независимо от их типа. Получена редукция урав-
нений Обербека — Буссинеска к системе ОДУ, имеющей функциональный произвол. Найдено точное
решение исходной системы, имеющее константный произвол. Функциональный произвол в построенной
редукции позволил также получить систему ОДУ, в которой независимой переменной является темпе-
ратура T . Для этой системы также найдены точные решения. В работе проведен анализ возможного
движения несжимаемой вязкой жидкости (вихревое или безвихревое) при естественной конвекции. Выде-
лены случаи, когда движение жидкости является вихревым и случаи, когда осуществляется безвихревое
движение. Для исходной системы УЧП в результате редукции выписано точное решение, определяющее
безвихревое движение жидкости.
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A system of equations of unsteady spatial free convection of an incompressible viscous fluid in the Boussinesq
approximation is considered. The analysis is based on the methods of reduction of linear and nonlinear partial
differential equations (PDEs) and systems of PDEs to ordinary differential equations (ODEs) and systems of
ODEs. These methods were proposed by the authors earlier, and their general principles are given in the paper.
The methods are based on the construction of a system of equations of characteristics for a first-order PDE (the
basic equation). This equation is constructed in a certain way by analyzing the original system of equations.
The reductions lead to ODEs or systems of ODEs in which an independent variable ψ is such that the equation
ψ(x, y, z, t) = const defines a level surface for all unknown functions of the original system of PDEs. The methods
are applicable to PDEs and systems of PDEs regardless of their type. The Oberbeck–Boussinesq equations are
reduced to a system of ODEs with a functional arbitrariness, and an exact solution with a constant arbitrariness
is found for the original system. The functional arbitrariness in the constructed reduction also yielded a system
of ODEs in which the temperature T is an independent variable. For this system exact solutions are found. A
possible (vortex or vortex-free) motion of an incompressible fluid with free convection is analyzed. The cases of
vortex and vortex-free motion of the fluid are identified. An exact solution defining a vortex-free motion of the
fluid is written as a result of reductions for the original system of PDEs.
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ПАМЯТИ УЧИТЕЛЯ

Введение

В статье рассматривается система уравнений нестационарной пространственной естествен-
ной конвекции несжимаемой вязкой жидкости в приближении Буссинеска [1], которая лежит в
основе ряда исследований А.Ф.Сидорова [1–5]. В этих работах Анатолий Федорович Сидоров
развивал и использовал как численные методы, так и аналитические подходы.
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На протяжении многих десятилетий сохраняется интерес ученых, занимающихся исследо-
ваниями в целом ряде областей математических, физических и инженерных наук, к изучению
свободной или естественной конвекции, обусловленной плавучестью, которая формируется из-
за разности плотностей жидкости в результате неравномерного нагрева в поле силы тяжести.
Этот интерес мотивирован присутствием естественной конвекции во многих процессах в при-
роде и технике и, зачастую, ее существенным влиянием на развитие этих процессов. В качестве
теоретической основы для изучения течений при естественной или смешанной конвекции ши-
роко используется приближение Буссинеска [6]. В 1897 г. он предложил упрощение задачи
естественной конвекции, при котором в модели игнорируются различия в плотности, за ис-
ключением гравитационного члена уравнения импульса. Отметим, что еще ранее, в 1879 г.,
А. Обербек применил ту же идею в своем описании теплопроводности в жидкостях [7]. Подход
не утрачивает актуальности (см. [8;9]) и оказался настолько плодотворным при численном мо-
делировании естественной конвекции, что можно утверждать, что сформировалась специаль-
ная ветвь вычислительной гидродинамики — Computational Fluid Dynamics, которая опирается
на эту идею (см. [10]). Значительные усилия исследователи прилагают и к поиску точных — в
широком понимании этого термина — решений уравнений Обербека — Буссинеска.

Важная роль точных решений для любой математической модели общепризнана. Конеч-
но, такие решения, особенно полученные в замкнутой форме, могут быть сконструированы
для относительно небольшого числа математических моделей и совсем редко — для постано-
вок начально-краевых задач. Среди методов получения точных решений дифференциальных
уравнений в частных производных (УЧП) и систем УЧП, которые применяют в том числе
и для уравнений Обербека — Буссинеска, в первую очередь следует отметить подходы, осно-
ванные на таких мощных и универсальных методах, как теоретико-групповые методы, поиск
симметрий, инвариантных и частично-инвариантных решений исследуемых уравнений [11;12]
и метод дифференциальных связей [13], в развитии которого принял участие А.Ф.Сидоров.
Много работ посвящено поиску решений типа Остроумова — Бириха [14; 15] и их обобще-
ниям (см., например, [16]). Усилия исследователей также направлены на развитие методов
редукции УЧП и систем УЧП к уравнениям и системам обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ), на конструирование решений с помощью различных анзацев [17]. Упомянем
также построение решений в классе Линя — Сидорова — Аристова [1; 4; 18].

Для изучения математической модели естественной конвекции в приближении Буссинеска
авторы статьи применяют ранее предложенные ими методы редукции [19;20]. Редукции УЧП
и систем УЧП к уравнениям и системам ОДУ широко распространены (см., например, [21;22]).
Существенная черта подходов, изложенных в статье, заключается в том, что они редуцируют
исходное уравнение или систему уравнений (в данном случае уравнения Обербека — Бусси-
неска) к ОДУ или системе ОДУ, в которых независимой переменной является переменная ψ
такая, что уравнение ψ(x, y, z, t) = const задает поверхности уровня одной или нескольких
функций (в данном случае — компонент вектора скорости, давления и температуры). Конеч-
но, случай одного УЧП и случай, когда рассматривается система УЧП, отличаются коренным
образом, поскольку во втором случае предположение о наличии одинаковых поверхностей
уровня у всех искомых функций системы УЧП может не выполняться. Таким образом, одна
из целей работы — применение развиваемых авторами подходов для еще одной математиче-
ской модели — системы уравнений Обербека — Буссинеска. Эти методы применимы к УЧП
и системам УЧП независимо от их типа (гиперболический, параболический, эллиптический,
смешанный). Главные цели работы — редукция рассматриваемой системы УЧП к системам
ОДУ, построение новых точных решений уравнений Обербека — Буссинеска и рассмотрение
полученных классов свободноконвективных движений.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 описаны общие подходы, развиваемые ав-
торами для редукции систем УЧП к системам ОДУ. В разд. 2 для редукции исходной системы
к системе ОДУ использован первый подход. Выписана система ОДУ, имеюшая функциональ-
ный произвол, найдено решение этой системы (подразд. 2.1) В подразд. 2.2 функциональный
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произвол использован для получения систем ОДУ, независимой переменной в которых явля-
ется температура. Выписаны точные решения. В разд. 3 рассмотрен вопрос о возможности
реализации безвихревого движения вязкой жидкости при естественной конвекции в рамках
приближения Буссинеска и первого подхода к редукции, а также в случае, когда используется
комбинированный подход. Построено точное решение исходной системы уравнений. Проведено
рассмотрение полученных свободноконвективных движений.

1. О некоторых подходах к редукции систем УЧП к системам ОДУ

Опишем общие принципы подходов, развиваемых авторами для редукции систем УЧП к
системам ОДУ. В этих подходах имеются как общие для случаев УЧП и систем УЧП этапы,
так и специфические моменты, возникающие только при рассмотрении систем УЧП.

Рассматривается в общем случае система k нелинейных уравнений в частных производных
для p неизвестных функций v1, v2, . . . , vp от n независимых переменных x1, x2, . . . , xn. Принято
говорить, что если p < k, то система переопределенная, если p > k, то система недоопределен-
ная, если p = k, то система определенная [13].

Переход от исходной системы УЧП к системе ОДУ основан на предположении, что решения
исходной системы зависят от одной переменной (например, полагаем, что все функции vµ =
vµ(ψ), где ψ = ψ(x1, x2, . . . , xn) = const — уравнение, которое задает поверхность уровня функ-
ций vµ, µ = 1, 2, . . . , p). Вычислив производные сложных функций vµ = vµ(ψ(x1, x2, . . . , xn)) и
подставив их в исходную систему, получим систему равенств

S
∑

s=1

As,jBs,j(xi, ψi, ψil, . . . , ψi1i2...imj
) = 0 (j = 1, 2, . . . , k). (1.1)

Здесь нижние индексы у функции ψ указывают на номер независимой переменной, по кото-
рой вычисляется производная от функции ψ; S 6= ∞; i = 1, 2, . . . , n; l = 1, 2, . . . , n; Bs1,j 6≡ Bs2,j ,
если s1 6= s2. Сомножители As,j в общем случае содержат функции vµ (µ = 1, 2, . . . , p) и про-
изводные этих функций по переменной ψ соответствующих порядков.

Соотношения (1.1) можно переписать в виде системы

S
∑

s=1

As,jgs,j(ψ) = 0, Bs,j(xi, ψi, ψil, . . . , ψi1i2...imj
) = gs,j(ψ), (1.2)

где gs,j(ψ) — пока произвольные функции.

Пусть среди уравнений Bs,j(xi, ψi, ψil, . . . , ψi1i2...imj
) = gs,j есть уравнение, в которое вхо-

дят только независимые переменные и первые производные функции ψ. Не умаляя общности,
можно считать, что это уравнение B1,1(xi, ψi) = g1,1. Для него выписываем систему урав-
нений характеристик [23]. Это уравнение назовем базовым. К полученной системе уравнений
характеристик добавляем уравнения, описывающие изменение вдоль характеристик необходи-
мых производных функции ψ порядка выше первого. Таким образом получаем расширенную
систему уравнений характеристик (базовую систему). Далее требуем, чтобы все оставшиеся
уравнения системы (1.2) были первыми интегралами выписанной базовой системы уравнений
характеристик. Таким образом приходим к системе ОДУ для исходной системы УЧП.

Если среди уравнений Bs,j(xi, ψi, ψil, . . . , ψi1i2...imj
) = gs,j есть несколько уравнений, кото-

рые содержат только независимые переменные и первые производные функции ψ, то каждое
из таких уравнений можно считать базовым и, опираясь на него, получать соответствующую
систему ОДУ для исходной системы уравнений в частных производных. При решении полу-
ченных систем ОДУ одна функция остается произвольной, поэтому эту функцию (например,
g1,1) считаем постоянной или используем ее для решения. Этот порядок действий применялся
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ранее (см., например, [19]), назовем его первым подходом для получения системы ОДУ. Ино-
гда кроме описанного выше порядка действий можно реализовать другие подходы, несколько
модифицировав этот порядок.

В рассматриваемой исходной системе УЧП могут присутствовать векторные величины,
описывающие, например, безвихревые векторные поля. Тогда можно предположить, что по-
тенциалы векторных полей зависят от функции ψ, где уравнение ψ(x, y, z, t) = const задает
их поверхности уровня (это второй подход, его условно можно назвать “физическим”). Си-
стема ОДУ выписывается аналогично после выбора базового уравнения в частных производ-
ных первого порядка и построения расширенной системы уравнений характеристик базового
уравнения с присоединением к ней в качестве первых интегралов некоторых выражений (см.,
например, [20]).

Заметим, что в ряде случаев можно считать, что некоторые функции, входящие в систему,
являются производными (например, производными по времени) от некоторых вновь вводимых
в рассмотрение функций, и эти новые функции зависят от одной переменной ψ, которая явля-
ется функцией, задающей их поверхность уровня. При этом предположении строится редукция
к системе ОДУ, и только после решения системы ОДУ происходит возвращение к решениям
исходной системы (третий подход, его условно можно назвать “математическим”).

Иногда для получения системы ОДУ можно комбинировать все три подхода, считая в
исходной системе часть функций, в том числе векторных, зависящими от одной переменной
(первый подход), для других векторных величин использовать второй подход, а для некоторых
скалярных функций (тоже, может быть, не для всех) — третий.

Описанные выше алгоритмы сведения систем УЧП к системам ОДУ применяются, если
на решения системы не наложены дополнительные условия. Если для рассматриваемой си-
стемы уравнений заданы начальные, краевые или иные условия, работают несколько другие
алгоритмы. Они позволяют иногда не только сводить системы УЧП к системам ОДУ, но и
получать классы решений систем УЧП в явном виде, что продемонстрировано на примере
рассматриваемой ниже системы Обербека — Буссинеска.

2. Редукция уравнений Обербека — Буссинеска к системам ОДУ

Рассматривается система уравнений нестационарной пространственной естественной кон-
векции несжимаемой вязкой жидкости в приближении Буссинеска [1]

∂u

∂t
+ (u∇)u = −∇

(p

ρ

)

+ ν∆u− βqT,
∂T

∂t
+ (u∇)T = κ∆T, divu = 0. (2.1)

Здесь u(x1, x2, x3, t) = (u1, u2, u3) — вектор скорости; p(x1, x2, x3, t) — давление; ρ = const —
плотность; T (x1, x2, x3, t) — температура; ν 6= 0 — коэффициент кинематической вязкости;
κ 6= 0 — коэффициент теплопроводности; β 6= 0 — коэффициент теплового расширения жид-
кости; q 6= 0 = (0, 0, q), где q = −g, g — ускорение свободного падения.

Далее будем использовать для вектора скорости вместо u(x1, x2, x3, t) = (u1, u2, u3) обозна-
чение U(x, y, z, t) = (u, v, w).

Перепишем систему (2.1) в виде

ρ[ut + uux + vuy +wuz − ν(uxx + uyy + uzz)] = −px,
ρ[vt + uvx + vvy + wvz − ν(vxx + vyy + vzz)] = −py,
ρ[wt + uwx + vwy + wwz − ν(wxx + wyy + wzz)] = −pz − ρβqT,

Tt + uTx + vTy +wTz − κ(Txx + Tyy + Tzz) = 0, ux + vy +wz = 0.

(2.2)

Здесь нижние индексы обозначают дифференцирование по соответствующим независимым
переменным.
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2.1. Первый подход

Полагаем, что T = T (ψ), p = p(ψ), u = u(ψ), v = v(ψ), w = w(ψ), где ψ = ψ(x, y, z, t).
Вычисляем производные сложных функций

ut = u′ψt, ux = u′ψx, uy = u′ψy, uz = u′ψz,

uxx = u′′ψ2
x + u′ψxx, uyy = u′′ψ2

y + u′ψyy, uzz = u′′ψ2
z + u′ψzz,

vt = v′ψt, vx = v′ψx, vy = v′ψy, vz = v′ψz,

vxx = v′′ψ2
x + v′ψxx, vyy = v′′ψ2

y + v′ψyy, vzz = v′′ψ2
z + v′ψzz,

wt = w′ψt, wx = w′ψx, wy = w′ψy, wz = w′ψz,

wxx = w′′ψ2
x + w′ψxx, wyy = w′′ψ2

y + w′ψyy, wzz = w′′ψ2
z + w′ψzz,

px = p′ψx, py = p′ψy, pz = p′ψz, Tx = T ′ψx, Ty = T ′ψy, Tz = T ′ψz,

Txx = T ′′ψ2
x + T ′ψxx, Tyy = T ′′ψ2

y + T ′ψyy, Tzz = T ′′ψ2
z + T ′ψzz.

(2.3)

Здесь и далее по тексту этого раздела штрих обозначает производную по ψ, нижние индек-
сы у функции ψ = ψ(x, y, z, t) — производные по соответствующим независимым переменным.
Подставив выражения (2.3) в систему (2.2), получим равенства

ρ{u′[f0 + uf1 + vf2 + wf3 − νf11]− νu′′} = −p′f1,
ρ{v′[f0 + uf1 + vf2 + wf3 − νf11]− νv′′} = −p′f2,
ρ{w′[f0 + uf1 + vf2 + wf3 − νf11]− νw′′} = −p′f3 − ρβqT (f21 + f22 + f23 ),

T ′[f0 + uf1 + vf2 + wf3 − κf11]− κT ′′ = 0, u′f1 + v′f2 + w′f3 = 0,

(2.4)

где

f0 =
ψt

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

, f1 =
ψx

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

, f2 =
ψy

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

,

f3 =
ψz

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

, f11 =
ψxx + ψyy + ψzz
ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

, ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z 6= 0.

(2.5)

Полагаем, что fi = fi(ψ), i = 0, 1, 2, 3, f11 = f11(ψ). Тогда (2.5) можно рассматривать как недо-
определенную [13] систему из пяти уравнений с шестью неизвестными функциями: ψ, fi(ψ),
i = 0, 1, 2, 3, f11(ψ). Чтобы равенства (2.4), (2.5) свелись к системе ОДУ, достаточно найти
такие функции fi(ψ), i = 0, 1, 2, 3, f11(ψ), при которых система (2.5) совместна. Система (2.5)
совместна, если все соотношения в ней являются дифференциальными следствиями базового
уравнения в частных производных первого порядка (см. разд. 1).

Утверждение 1. Если fi(ψ) = αif0(ψ), αi = const, i = 1, 2, 3, f11 = −f ′0/f0, то систе-

ма (2.5) совместна и равенства (2.4) сводятся к системе ОДУ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем первое уравнение системы (2.5) f0(ψ
2
x+ψ

2
y+ψ

2
z)−ψt = 0

в качестве базового. Выпишем для этого уравнения систему уравнений характеристик [23]

dx

ds
= 2f0ψx,

dy

ds
= 2f0ψy,

dz

ds
= 2f0ψz,

dt

ds
= −1,

dψ

ds
= ψt,

dψt
ds

= −f ′0ψt(ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z),

dψx
ds

= −f ′0ψx(ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z),

dψy
ds

= −f ′0ψy(ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z),

dψz
ds

= −f ′0ψz(ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z).
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Считая, что ψt 6= 0, выберем ψ в качестве независимой переменной, изменяющейся на харак-
теристике. Получаем

dx

dψ
= 2f0

ψx
ψt

= 2
ψx

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

,
dy

dψ
= 2f0

ψy
ψt

= 2
ψy

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

,

dz

dψ
= 2f0

ψz
ψt

= 2
ψz

ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z

,
dt

dψ
= − 1

ψt
= − 1

f0(ψ2
x + ψ2

y + ψ2
z)
,

dψt
dψ

= −f
′

0

f0
ψt,

dψx
dψ

= −f
′

0

f0
ψx,

dψy
dψ

= −f
′

0

f0
ψy,

dψz
dψ

= −f
′

0

f0
ψz.

(2.6)

Отсюда ψx = c1/f0, ψy = c2/f0, ψz = c3/f0, ψt = (c21 + c22 + c23)/f0, ci = const, i = 1, 2, 3.
Подставив полученные производные ψx, ψy, ψz, ψt в (2.6), имеем

dx

dψ
= 2f0

c1
c21 + c22 + c23

= 2f1,
dy

dψ
= 2f0

c2
c21 + c22 + c23

= 2f2,
dz

dψ
= 2f0

c3
c21 + c22 + c23

= 2f3.

Тогда для совместности системы должны выполняться зависимости

fi(ψ) = αif0(ψ), αi =
ci

c21 + c22 + c23
, ψ2

x + ψ2
y + ψ2

z =
1

f20 (α
2
1 + α2

2 + α2
3)
,

ψx =
α1

f0(α
2
1 + α2

2 + α2
3)
, ψxx = − f ′0α

2
1

f30 (α
2
1 + α2

2 + α2
3)

2
.

Аналогично, вычислив ψyy, ψzz, получаем f11 = −f ′0(ψ)/f0(ψ).
Итак, все равенства в переопределенной системе (2.5) будут дифференциальными след-

ствиями базового уравнения, если fi(ψ) = αif0(ψ), αi = ci/(c
2
1 + c22 + c23), f11 = −f ′0(ψ)/f0(ψ).

Система (2.5) с учетом полученных зависимостей, достаточных для совместности систе-
мы (2.5), сводится к системе ОДУ (независимой переменной в системе является функция ψ,
ψ(x, y, z, t) = const задает поверхность уровня функций u, v, w, p, T ) с произвольной функ-
цией f0(ψ) 6= 0 (нестационарное движение):

ρ{u′[f20 (1 + uα1 + vα2 + wα3) + νf ′0]− νu′′f0} = −p′α1f
2
0 ,

ρ{v′[f20 (1 + uα1 + vα2 + wα3) + νf ′0]− νv′′f0} = −p′α2f
2
0 ,

ρ{w′[f20 (1 + uα1 + vα2 + wα3) + νf ′0]− νw′′f0} = −p′α3f
2
0 − ρβqT (α2

1 + α2
2 + α2

3)f
3
0 ,

T ′[f20 (1 + uα1 + vα2 + wα3) + κf ′0]− κT ′′f0 = 0,

u′α1 + v′α2 + w′α3 = 0.

(2.7)

Утверждение доказано.

Рассмотрим полученную систему (2.7). Преобразуем ее, используя соотношения

uα1 + vα2 + wα3 = A1, A1 = const, (2.8)

u′′α1 + v′′α2 + w′′α3 = 0, (2.9)

которые очевидны из ее последнего уравнения.

Подставим (2.8) в систему (2.7). Сложив первые три уравнения, умноженные соответствен-
но на α1, α2 и α3, и воспользовавшись (2.9), получим уравнение для p′. Подставив полученное p′

в первые два уравнения системы и проинтегрировав затем эти уравнения, а также четвертое
уравнение системы (уравнения содержат вторые производные u, v и T ) один раз, получаем
систему ОДУ

p′ = −ρβqα3f0T, T (1 +A1)− κ
1

f0
T ′ = A2,
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u(1 +A1)− νu′
1

f0
+ p

α1

ρ
= A3, v(1 +A1)− νv′

1

f0
+ p

α2

ρ
= A4,

где Ai = const, i = 1, 2, 3, 4.
Выпишем решение этой системы

T = A5 exp
(1 +A1

κ

∫

f0dψ
)

+
A2

1 +A1
,

p = − ρβqα3

1 +A1

[

A5k exp
(1 +A1

κ

∫

f0dψ
)

+A2

∫

f0dψ
]

+A6,

u =
{

A7 +

∫

[(

A3 −
α1

ρ
p
)

exp
(

− 1 +A1

ν

∫

f0dψ
)]

dψ
}

exp
(1 +A1

ν

∫

f0dψ
)

,

v =
{

A8 +

∫

[(

A4 −
α2

ρ
p
)

exp
(

− 1 +A1

ν

∫

f0dψ
)]

dψ
}

exp
(1 +A1

ν

∫

f0dψ
)

,

Aj = const, j = 1, . . . , 8.

(2.10)

Формулы (2.10) вместе с полученным из (2.8) выражением для w:

w = −A1 − uα1 − vα2

α3
, α3 6= 0, (2.11)

представляют собой решение, зависящее от произвольной функции f0(ψ). Находим эту функ-
цию. Из системы (2.6) имеем

t = −(α2
1 + α2

2 + α2
3)h+ t0, x = 2α1h+ x0, y = 2α2h+ y0, z = 2α3h+ z0, h =

∫

f0dψ.

Отсюда, полагая t0 = const, x0 = const, y0 = const, z0 = const, получаем
∫

f0dψ =
t+ α1x+ α2y + α3z + α4

∑3
i=1 α

2
i

, α4 = −(t0 + α1x0 + α2y0 + α3z0). (2.12)

После подстановки в (2.10) найденного выражения (2.12) для интеграла от f0 получаем реше-
ние (2.10), (2.11), имеющее константный произвол. Итак, доказано следующее утверждение.

Утверждение 2. Система (2.7) имеет решение (2.10), (2.11), обладающее константным

произволом.

2.2. О pедукции к системе ОДУ при ψ(x, y, z, t) = T (x, y, z, t)

В подразд. 2.1 мы полагали, что течение вязкой жидкости и температура зависят от функ-
ции ψ = ψ(x, y, z, t), причем уравнение ψ(x, y, z, t) = const задает поверхность уровня всех
этих функций. В результате получили систему ОДУ (2.5), (2.7), в которой функция f0(ψ) 6= 0
произвольна. Этот произвол в данном подразделе будет использован для того, чтобы полу-
чить соотношения для величин, определяющих движение вязкой несжимаемой жидкости как
функций от температуры.

Полагаем, что p = p(ψ), u = u(ψ), v = v(ψ), w = w(ψ) и ψ(x, y, z, t) = T (x, y, z, t). Тогда
ψ(x, y, z, t) = T (x, y, z, t) должна обращать в тождество уравнение (см. (2.2))

Tt + uTx + vTy + wTz − κ(Txx + Tyy + Tzz) = 0,

что приводит к дополнительному условию, которому должна удовлетворять функция ψ(x, y, z, t)
из системы (2.5):

ψt + uψx + vψy + wψz − κ(ψxx + ψyy + ψzz) = 0. (2.13)

Условие (2.13) с учетом (2.5) и утверждения 1 сводится к условию на функцию f0(ψ): f
2
0 (ψ)(1+

α1u+ α2v + α3w) + κf ′0(ψ) = 0, а учитывая (2.8), имеем f20 (1 +A1) + κf ′0 = 0.
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Отсюда, если (1 +A1) 6= 0, то

f0 =
κ

(1 +A1)T + κA0
, f11 =

(1 +A1)

(1 +A1)T + κA0
, fi =

καi
(1 +A1)T + κA0

, (2.14)

где i = 1, 2, 3, A0 = const.
Если (1 +A1) = 0, то

f0 = const, fi = αif0 = const, i = 1, 2, 3, f11 = 0. (2.15)

При (1 +A1) 6= 0 с учетом (2.14) система (2.7) сводится к системе ОДУ

ρ
[

u′(κ− ν)
(1 +A1)

(1 +A1)T + κA0
− νu′′

]

= −p′ κα1

(1 +A1)T + κA0
,

ρ
[

v′(κ− ν)
(1 +A1)

(1 +A1)T + κA0
− νv′′

]

= −p′ κα2

(1 +A1)T + κA0
,

ρ
[

w′(κ− ν)
(1 +A1)

(1 +A1)T + κA0
− νw′′

]

= −p′ κα3

(1 +A1)T + κA0

− ρβq(α2
1 + α2

2 + α2
3)

κ2T

[(1 +A1)T + κA0]2
, u′α1 + v′α2 + w′α3 = 0.

(2.16)

Если (1 +A1) = 0 и f0 6= 0, то с учетом (2.15) система (2.7) сводится к системе ОДУ

ρνu′′ = p′f1,

ρνv′′ = p′f2,

ρνw′′ = p′f3 + ρβqT (f21 + f22 + f23 ),

u′f1 + v′f2 + w′f3 = 0.

(2.17)

В системах (2.16), (2.17) и далее в этом подразделе штрих обозначает дифференцирование
по T .

2.2.1. О решении системы (2.16). Если (1 + A1) 6= 0, то, учитывая (2.8), из (2.16)
получаем систему ОДУ

p′ = −ρβqα3
κT

[(1 +A1)T + κA0]
,

u′′ − u′
(1 +A1)(κ− ν)

ν[(1 +A1)T + κA0]
= −βq α1α3κ

2T

ν[(1 +A1)T + κA0]2
,

v′′ − v′
(1 +A1)(κ − ν)

ν[(1 +A1)T + κA0]
= −βq α2α3κ

2T

ν[(1 +A1)T + κA0]2
,

w′′ − w′
(1 +A1)(κ− ν)

ν[(1 +A1)T + κA0]
= βq(α2

1 + α2
2)

κ2T

ν[(1 +A1)T + κA0]2
.

(2.18)

Отсюда

p = − ρβqα3κ

(1 +A1)

{

T − κA0

(1 +A1)
ln [(1 +A1)T + κA0]

}

+A10, A10 = const. (2.19)

Следствие 1. Пусть выполняются соотношения (2.18).
Если ν 6= κ, то при α3 6= 0

u′ = A12η(T )− α1ζ(T ), v′ = A13η(T )− α2ζ(T ),

w′ = −η(T )α1A12 + α2A13

α3
+ ζ(T )

α2
1 + α2

2

α3
, η(T ) = [(1 +A1)T + κA0]

[(κ−ν)/ν],

ζ(T ) =
βqα3κ

2

(ν − κ)(1 +A1)2
+

βqα3κ
2A0

(1 +A1)2[(1 +A1)T + κA0]
, Aj = const, j = 12, 13.

(2.20)
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Если ν = κ, то при α3 6= 0

u′ = − βqκα1α3

(1 +A1)2

{ κA0

[(1 +A1)T + κA0]
+ ln [(1 +A1)T + κA0]

}

+A14, A14 = const,

v′ = − βqκα2α3

(1 +A1)2

{ κA0

[(1 +A1)T + κA0]
+ ln [(1 +A1)T + κA0]

}

+A15, A15 = const,

w′ =
βqκ(α2

1 + α2
2)

(1 +A1)2

{ κA0

[(1 +A1)T + κA0]
+ ln [(1 +A1)T + κA0]

}

− α1A14 + α2A15

α3
.

(2.21)

Из систем (2.20), (2.21) можно легко получить компоненты вектора скорости u = u(T ),
v = v(T ), w = w(T ), удовлетворяющие системе (2.16).

Следствие 2. Температура в системе (2.16) определяется выражением

T (ξ) =
1

(1 +A1)

{

exp
[ (1 +A1)ξ

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)

]

− κA0

}

, ξ = t+ xα1 + yα2 + zα3. (2.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Tt = ψt, то из (2.5) получаем Tt = f0/(f
2
1 + f22 + f23 ).

Но при T = ψ выполняются условия (2.14). Тогда, подставив в Tt = f0/(f
2
1 + f

2
2 + f

2
3 ) значения

f0 и fi из (2.14), получаем

Tt =
(1 +A1)T + κA0

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)
, α2

1 + α2
2 + α2

3 6= 0,

ln [(1 +A1)T + κA0] = t
(1 +A1)

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)

+A22(x, y, z).

Вид функции A22(x, y, z) определяется после вычисления Tx = α1f0/(f
2
1 + f22 + f23 ), Ty =

α2f0/(f
2
1 + f22 + f23 ), Tz = α3f0/(f

2
1 + f22 + f23 ). В результате имеем

T (ξ) =
1

(1 +A1)

{

exp
[ (1 +A1)ξ

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)

]

− κA0

}

, ξ = t+ xα1 + yα2 + zα3,

что и требовалось доказать. �

Таким образом, формулы (2.19), (2.20), (2.22) и формулы (2.19), (2.21), (2.22) позволяют
получить решения системы (2.16) вида

u = u(x, y, z, t), v = v(x, y, z, t), w = w(x, y, z, t), p = p(x, y, z, t). �

2.2.2. О решении системы (2.17). Если (1 + A1) = 0, то, продифференцировав урав-
нение u′f1 + u′f1 + u′f1 = 0 из системы (2.17) и подставив в него u′′, v′′, w′′, выраженные из
соответствующих уравнений этой системы, получаем с учетом (2.15)

p′ = −ρβqf3T, νu′′ = −βqTf1f3, νv′′ = −βqTf2f3, νw′′ = −βqTf23 + βqT (f21 + f22 + f23 ).

Добавляем к ним из (2.5)

Tt =
f0

f21 + f22 + f23
, Tx =

f1
f21 + f22 + f23

, Ty =
f2

f21 + f22 + f23
, Tz =

f3
f21 + f22 + f23

.

Отсюда следует

p = −0.5ρβqf3T
2 + T0, u = −βqf1f3

6ν
T 3 +M1T + u0, v = −βqf2f3

6ν
T 3 +M2T + v0,

w =
βq(f21 + f22 )

6ν
T 3 +M3T + w0, T =

f0t+ f1x+ f2y + f3z

f21 + f22 + f23
,

(2.23)

где Mi = const, T0 = const, u0 = const, v0 = const, w0 = const, f21 + f22 + f23 6= 0.
Итак, выписано точное решение (2.23) для системы (2.17). �
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3. О движениях вязкой жидкости при свободной конвекции

Рассмотрим, возможно ли безвихревое движение вязкой жидкости при свободной конвек-
ции. Ограничимся случаем односвязной области движения. Напомним, что движение жидко-
сти относится к безвихревым (см., например, [24]), если в каждой точке области выполняется
условие

rotU(x, y, z, t) = 0, где U = U(x, y, z, t) — вектор скорости жидкости. (3.1)

Оно называется потенциальным, если существует функция Q(x, y, z, t) такая , что

u = Qx, v = Qy, w = Qz, где u, v, w — компоненты вектора скорости U. (3.2)

В случае односвязной области движение является потенциальным тогда и только тогда, когда
движение безвихревое.

3.1. О движении при u = u(T ), v = v(T ), w = w(T )

Выберем в качестве ψ функцию T . Выпишем систему, которой удовлетворяет функция T
(см. (2.5)):

Tt
T 2
x + T 2

y + T 2
z

= f0,
Tx

T 2
x + T 2

y + T 2
z

= f1,
Ty

T 2
x + T 2

y + T 2
z

= f2,

Tz
T 2
x + T 2

y + T 2
z

= f3,
Txx + Tyy + Tzz
T 2
x + T 2

y + T 2
z

= f11, T 2
x + T 2

y + T 2
z 6= 0,

(3.3)

fi(T ) = αif0(T ), αi = const, i = 1, 2, 3, f11 = −f ′0/f0 при выполнении либо (2.14), либо (2.15).

3.1.1. Случай T = T (x, y, z, t). Исследуем, может ли система (2.20), (2.22) описывать
безвихревое движение.

Утверждение 3. Пусть движение удовлетворяет системе (2.20), (2.22). Тогда

(1) Если

α1 6= 0, α2 6= 0, α3 6= 0, (3.4)

то система (2.20), (2.22) описывает вихревое движение.

(2) Если α1 = 0, α2 = 0, α3 6= 0, T = T (z, t), то существует решение системы (2.20),
(2.22), описывающее безвихревое движение с потенциалом Q = a1x + a2y + a3z + a4(t), где

ai = const, i = 1, 2, 3; a4(t) — произвольная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Предположим противоположное: пусть система (2.20), (2.22)
в условиях (3.4) описывает безвихревое движение. Тогда выполняются соотношения (3.1), (3.2)
иQx = u(T (x, y, z, t)), Qy = v(T (x, y, z, t)), Qz = w(T (x, y, z, t)). Вычислим производные, напом-
нив (см. (2.22)), что ξ = t+ xα1 + yα2 + zα3:

Qxy = u′Tξα2 = (A12η − α1ζ)Tξα2, Qxz = u′Tξα3 = (A12η − α1ζ)Tξα3,

Qyx = v′Tξα1 = (A13η − α2ζ)Tξα1, Qyz = v′Tξα3 = (A13η − α2ζ)Tξα3,

Qzx = w′Tξα1 =
(

− η
α1A12 + α2A13

α3
+ ζ

α2
1 + α2

2

α3

)

Tξα1,

Qzy = w′Tξα2 =
(

− η
α1A12 + α2A13

α3
+ ζ

α2
1 + α2

2

α3

)

Tξα2,

Tξ =
1

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)

exp
[ (1 +A1)ξ

κ(α2
1 + α2

2 + α2
3)

]

,
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где
η(T ) = [(1 +A1)T + κA0]

[(κ−ν)/ν],

ζ(T ) =
βqα3κ

2

(ν − κ)(1 +A1)2
+

βqα3κ
2A0

(1 +A1)2[(1 +A1)T + κA0]
, Aj = const.

В силу (3.1) имеем Qxy = Qyx. Откуда получаем A12α2 = A13α1.
Аналогично из равенства Qxz = Qzx имеем

(A12η − α1ζ)Tξα3 =
(

− η
α1A12 + α2A13

α3
+ ζ

α2
1 + α2

2

α3

)

Tξα1,

A12Tξα3 = −α1A12 + α2A13

α3
Tξα1, −α1Tξα3 =

α2
1 + α2

2

α3
Tξα1.

Отсюда α1 = 0, A12 = 0.
Также из предположения о потенциальности движения имеем Qyz = Qzy. Тогда

(A13η − α2ζ)Tξα3 =
(

− η
α2A13

α3
+ ζ

α2
2

α3

)

Tξα2, A13Tξα3 = −α2A13

α3
Tξα2, −α2Tξα3 =

α2
2

α3
Tξα2.

Отсюда α2 = 0, A13 = 0.
Получили α1 = 0, α2 = 0, что противоречит рассматриваемому случаю (3.4). Пункт (1)

утверждения доказан.

(2) Если T = T (z, t) (α1 = 0, A12 = 0, α2 = 0, A13 = 0, α3 6= 0), то легко проверить
(см. (2.2)), что функция Q(x, y, z, t) = a1x + a2y + a3z + a4(t) (где ai = const, i = 1, 2, 3; a4 =
a4(t) — произвольная функция) является потенциалом вектора постоянной в рассматриваемой
области скорости, удовлетворяющей системе (2.20) и (2.2) в условиях конвективного движения
(T 6= 0). Температура и давление при этом удовлетворяют системе (2.2), если A0 = 0 (см. (2.22),
(2.19)), и имеют вид

T (ξ) =
1

(1 +A1)
exp

[(1 +A1)ξ

κ(α2
3)

]

, ξ = t+ zα3, p = − ρβqα3κ

(1 +A1)
T +A10.

Пункт (2) утверждения доказан.
Утверждение доказано. �

З а м е ч а н и е 1. Аналогичное утверждение справедливо и для системы (2.21), (2.22).
Кроме этого, легко получить, что если ψ = T (z, t), то система (2.17) описывает безвихревое
движение. Это можно показать проверкой выполнения условия (3.1), использовав найденное
решение (2.23) при f1 = 0, f2 = 0, Mi = 0, i = 1, 2, 3. В этом случае вектор скорости постоянен,
p = −0.5ρβqf3T

2 + T0, T = (f0t+ f3z)/f
2
3 , где T0 = const, f3 6= 0.

3.1.2. Случай T = T (x, y, t). Рассмотрим течения (см. (3.3)), в которых f3 = 0, f1 6= 0,
f2 6= 0 (α1 6= 0, α2 6= 0, Tx 6= 0, Ty 6= 0, Tz = 0).

Утверждение 4. Если ψ = T (x, y, t), то система (2.16) описывает вихревое движение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противоположное: пусть выполняется соотноше-
ние (3.2). Естественно, в этом случае u = u(T (x, y, t)), v = v(T (x, y, t)), w = w(T (x, y, t)).
Значит, поскольку u(T (x, y, t)) = Qx, v(T (x, y, t)) = Qy, w(T (x, y, t)) = Qz, то производ-
ные по z Qxz = u′Tz = 0 с учетом Tz = 0. Но в силу (3.2) и (3.1) имеем Qxz = Qzx, т. е.
Qzx = w′Tx = 0. Поскольку Tx 6= 0, то w′ = 0. Тогда из последнего уравнения системы (2.16)
следует u′α1+v

′α2 = 0. Применяя эти соотношения к первым двум уравнениям системы (2.16),
получаем соотношение

p′
κ(α2

1 + α2
2)

(1 +A1)T + κA0
= 0.
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Учитывая, что w′ = 0, из третьего уравнения системы (2.16) имеем

−p′ κα3

(1 +A1)T + κA0
− ρβq(α2

1 + α2
2)

κ2T

[(1 +A1)T + κA0]2
= 0.

Из полученных соотношений следует, что либо p′ = 0 и α2
1 + α2

2 = 0, либо p′ = 0 и T = 0.
Пришли к противоречию.

Утверждение доказано.

З а м е ч а н и е 2. Аналогично доказывается, что в случае T = T (x, y, t) для систе-
мы (2.17) и в случаях ψ = T (x, t) и ψ = T (y, t) для систем (2.16), (2.17) при соответствующих
условиях на производные от T возможны только вихревые движения.

3.2. О движении при T = Fz

В подразд. 3.1 исследовалось движение вязкой несжимаемой жидкости для систем, по-
лученных из системы (2.2) в случаях, когда в качестве независимой переменной выбиралась
температура. В этом подразделе мы возвращаемся к исследованию течений вязкой жидкости,
описываемых системой (2.2), но теперь используем комбинированный подход (см. разд. 1).
Рассмотрим, возможно ли безвихревое свободноконвективное движение вязкой жидкости для
течений, получаемых в рамках этого подхода.

Пусть T = Fz; движение жидкости — безвихревое с потенциалом Q; u = Qx, v = Qy,
w = Qz; F = F (x, y, z, t) и Q = Q(x, y, z, t) — некоторые достаточно гладкие функции. Тогда
система (2.2) сводится к системе

Qxx +Qyy +Qzz = 0, (3.5)

(L+ p)x = 0, (3.6)

(L+ p)y = 0, (3.7)

(L+ p)z + qρβFz = 0, (3.8)

Fzt +QxFzx +QyFzy +QzFzz − κ(Fzxx + Fzyy + Fzzz) = 0. (3.9)

Здесь L = ρ[Qt+(1/2)(Q2
x+Q2

y+Q2
z)], нижние индексы обозначают независимые переменные,

по которым вычисляются производные. Из (3.6), (3.7) имеем L+p = H(z, t), а интегрируя (3.8)
получаем L+ p+ qρβF =M(x, y, t), M(x, y, t) — произвольная функция. Откуда

F =
M(x, y, t)−H(z, t)

qρβ
, qρβ 6= 0, (3.10)

функция Fz зависит только от z и t,

p = −L+H(z, t) = −L− qρβF +M(x, y, t). (3.11)

Очевидно, что выражение (3.11) обеспечивает выполнение уравнений (3.6)–(3.8) при условии
Fx =Mx/(qρβ), Fy =My/(qρβ). Уравнения (3.5), (3.9) сводятся к системе

Qxx +Qyy +Qzz = 0, (3.12)

Fzt +QzFzz − κFzzz = 0 (3.13)

для определения функций Q и F . Уравнение (3.13) с учетом (3.10) приводит к уравнению

−Hzt −QzHzz + κHzzz = 0. (3.14)
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Из (3.14) следует:

либо (a) Qz = S(z, t), либо (b) Hzz = 0 и Hzt = 0. (3.15)

Рассмотрим случай (a) из (3.15).

Если Qz = S(z, t), тогда Qzx = Qxz = 0, Qx = Qx(x, y, t), Qzy = Qyz = 0, Qy = Qy(x, y, t)
и Qxx +Qyy = G(x, y, t). Но, с другой стороны, Qxx +Qyy = −Qzz = −Sz(z, t), следовательно,
Sz(z, t) = C(t), S = C(t)z+C1(t) и Qz = C(t)z+C1(t), где C(t), C1(t) — произвольные функции.
Qxx +Qyy = −C(t), Hzt + (C(t)z + C1(t))Hzz − κHzzz = 0.

Таким образом, с учетом (3.10) приходим к системе уравнений

Qxx +Qyy = −C(t), (3.16)

Fzt + (C(t)z + C1(t))Fzz − κFzzz = 0, (3.17)

которой должны удовлетворять потенциал Q и функция F .

Покажем, что можно найти Q = Q(x, y, z, t) и F = F (x, y, z, t), удовлетворяющие систе-
ме (3.16), (3.17).

3.2.1. Получение Q(x, y, z, t). Обратимся к уравнению (3.16). Возьмем в качестве Q функ-
цию C(t)(R(x, y) + 0.5z2) + C1(t)z, C(t) 6= 0.

Подставив эту функцию в уравнение (3.16), приходим к уравнению

Rxx +Ryy = −1. (3.18)

Для его решения используем метод редукции (см. разд. 1). Положим R = R(φ), где уравнение
φ(x, y) = const задает поверхность уровня функции R(x, y). Подставив в уравнение (3.18)
производные сложной функции R = R(φ(x, y)): Rx = R′φx, Ry = R′φy, Rxx = R′′φ2x + R′φxx,
Ryy = R′′φ2y +R′φyy, сведем его к уравнениям

R′′m(φ) +R′n(φ) = −1, (3.19)

m(φ) = φ2x + φ2y, (3.20)

n(φ) = φxx + φyy. (3.21)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по φ, нижние индексы у функции φ = φ(x, y) —
дифференцирование по соответствующим независимым переменным. Уравнение (3.19) све-
дется к ОДУ, если найдется такая функция φ = φ(x, y), при которой система (3.20), (3.21)
совместна. Система будет совместна (см. разд. 1), если уравнение (3.21) будет дифференци-
альным следствием некоторого базового уравнения в частных производных первого порядка.
Для сведения уравнения (3.19) к ОДУ возьмем в качестве базового уравнение (3.20).

Утверждение 5. Если

1

2
m′′ +m

(n−m′

m

)

′

+m
(n−m′

m

)2
+

3

2
m′

(n−m′

m

)

= 0, (3.22)

то система (3.20), (3.21) совместна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпишем при φx 6= 0, φy 6= 0 дифференциальные следствия
уравнения (3.20) и присоединим к ним уравнение (3.21). Получим систему алгебраических
уравнений для определения вторых производных функции φ = φ(x, y):

2φxφxx + 2φyφyx = m′φx, 2φxφxy + 2φyφyy = m′φy, φxx + φyy = n(φ).
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Отсюда

φxx =
m′(φ2x − φ2y) + 2nφ2y

2(φ2x + φ2y)
, φyy =

m′(φ2y − φ2x) + 2nφ2x
2(φ2x + φ2x)

, φxy =
2φxφy(m

′ − n)

2(φ2x + φ2x)
. (3.23)

Вычислив производные φxxy, φxyx, подставив в полученные соотношения значения вторых
производных (3.23) и приравняв полученные выражения, имеем

φy

[1

2
m′′ +m

(n−m′

m

)

′

+m
(n−m′

m

)2
+

3

2
m′

(n−m′

m

)]

= 0. (3.24)

Аналогично вычисляем третьи смешанные производные φxyy, φyyx и приравниваем их. По-
лучаем соотношение, отличающееся от (3.24) лишь множителем φx вместо φy перед выраже-
нием в квадратных скобках. Следовательно, если выполнено (3.22), то имеем, что φxyy = φyyx.
Итак, если выполняется (3.22), то φxxy = φxyx и φxyy = φyyx, что и требовалось доказать.

Утверждение доказано.

Выпишем для базового уравнения (3.20) систему уравнений характеристик [23]:

dx

ds
= 2φx,

dy

ds
= 2φy,

dφ

ds
= 2m,

dφx
ds

= m′φx
dφy
ds

= m′φy.

Так как m 6= 0, выбираем φ в качестве независимого переменного вдоль характеристики.
Имеем

dx

dφ
=
φx
m
,

dy

dφ
=
φy
m
,

dφx
dφ

=
m′

2m
φx,

dφy
dφ

=
m′

2m
φy.

Отсюда
φx = α1

√
m, φy =

√

(1− α2
1)m, x = α1r + α2,

y =
√

(1− α2
1)r + α3, r =

∫

dφ/
√
m, αi = const, i = 1, 2, 3.

(3.25)

Если мы зададим функции m = m(φ), n = n(φ), удовлетворяющие (3.22), то получим
ОДУ (3.19), решив которое будем иметь R = R(φ). Функцию φ = φ(x, y) определим из (3.25).
Задав C(t) и C1(t), найдем Q(x, y, z, t) = C(t)(R(x, y)+0.5z2)+C1(t)z, удовлетворяющее урав-
нениям (3.16), (3.12), (3.5).

3.2.2. Получение F (x, y, z, t). Обратимся к уравнению (3.17). Найдем его частное решение
вида

F = l(t)z3 + f(t)z2 + g(t)z +
M(x, y, t)

qρβ
, (3.26)

подставив в (3.10) выражение H(z, t)/(qρβ) = −[l(t)z3 + f(t)z2 + g(t)z].

Вычислив входящие в (3.17) производные Fzt = 3ltz
2 + 2ftz + gt, Fzz = 6l(t)z + 2f(t),

Fzzz = 6l(t) и подставив их в (3.17), получим

3ltz
2 + 2ftz + gt + (C(t)z + C1(t))(6l(t)z + 2f(t))− 6l(t)κ = 0.

Откуда приходим к системе ОДУ

lt + 2l(t)C(t) = 0, ft + f(t)C(t) + 3l(t)C1(t) = 0, gt = 6l(t)κ − 2f(t)C1(t).

Ее решение имеет вид

l(t) = k exp

(

−2

∫

C(t)dt

)

, k = const,

f(t) = exp
(

∫

C(t)dt
)[

C2 − 3

∫

(

C1(t) exp
(

− 3

∫

C(t)dt
))

dt
]

, C2 = const,
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g(t) = 6κ

∫

l(t)dt− 2

∫

f(t)C(t)dt.

Необходимое нам некоторое частное решение уравнения (3.17) получено.

3.2.3. Пример безвихревого движения. Присоединив функцию p из (3.11) к функ-
ции F (x, y, z, t), полученной в п. 3.2.2, и к функции Q(x, y, z, t), удовлетворяющей уравне-
нию (3.16), получим решение системы (3.5)–(3.9). Для завершения рассмотрения случая оста-
лось привести пример соответствующей функции Q.

П р и м е р 1. Соотношение (3.22) выполняется, в частности, если n = m′, m′′ = 0. Тогда
последовательно получаем m = kφ+ k1, k = const, k1 = const, R′′(kφ+ k1) +R′k = −1,

R′ =
1

kφ+ k1
(k2 − φ), k2 = const, R =

k2k + k1
k2

ln (kφ+ k1)−
1

k
φ+ k3, k3 = const.

И, наконец,

Q(x, y, z, t) = C(t)
{k2k + k1

k2
ln [kφ(x, y) + k1]−

1

k
φ(x, y) + k3 + 0.5z2

}

+ C1(t)z. (3.27)

При α2 = α3 = 0 имеем r = 2
√
kφ+ k1/k, x = 2α1

√
kφ+ k1/k, y = 2

√

(1− α2
1)
√
kφ+ k1/k,

φ(x, y) = 0.25k(x2 + y2)− k1/k.

Получили, что в этом частном случае при T = 3l(t)z2 + 2f(t)z + g(t) (см. (3.26)) реали-
зуется безвихревое движение несжимаемой вязкой жидкости, в котором давление (см. (3.11))
задается выражением p = −ρ{Qt+0.5[Q2

x+Q
2
y+(C(t)z+C1(t))

2]}− qρβ[l(t)z3+ f(t)z2+ g(t)z],
потенциал Q — формулой (3.27).

Итак, показано, что система (2.2) имеет решение u, v, w, p, T , задающее безвихревое дви-
жение вязкой несжимаемой жидкости, для которого функция (3.27) является потенциалом
скорости.

З а м е ч а н и е 3. Более того, в подразд. 3.2 изложен алгоритм получения решения для
системы (3.5)–(3.9) и, следовательно, для системы (2.2), который позволяет получить при
выборе других произвольных функций и констант, а также при нахождении других частных
решений вспомогательных уравнений, другие движения рассматриваемого типа.

Обратимся к случаю (b) из (3.15).

Если Hzz = 0 и Hzt = 0, то Hz = T = const и система (2.2) сводится к системе уравнений
Навье — Стокса (с точки зрения подходов, предложенных авторами, рассматривалась в [19]).

Заключение

Предложенными авторами методами при различных предположениях о движении жид-
кости получены редукции уравнений Обербека — Буссинеска к системам ОДУ, построены
точные решения исходных уравнений. Логичным направлением дальнейшего развития этих
исследований является получение и анализ редукций и точных решений в случае, если для
рассмотренной системы УЧП в качестве базовых уравнений перебираются все УЧП первого
порядка, допускаемые алгоритмом.

Для найденных классов течений проведено исследование возможности осуществления без-
вихревого или вихревого движения. Показано, когда в рамках рассматриваемой модели кон-
векция может приводить к безвихревому движению.

Результаты, приведенные в подразд. 2.2, демонстрируют возможность использования функ-
ционального произвола, который возникает при редукции системы УЧП к системам ОДУ в
рамках подходов, изложенных авторами (пример использования произвола при редукции си-
стемы УЧП, отличной от рассмотренной в статье, см. в [20]).
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Основным посылом при редукции систем УЧП к системам ОДУ является предположение,
что все функции в решении системы УЧП или некоторые другие функции, через которые выра-
жаются решения систем УЧП, имеют одинаковые поверхности уровня. Это позволяет сводить
системы УЧП к системам ОДУ (см., например, утверждение 1, а также [19;20]). В подразд. 3.2
при рассмотрении уравнений Обербека — Буссинеска с применением комбинированного под-
хода получены новые результаты и точные решения (см. пример 1) без вышеупомянутого
предположения и построения систем ОДУ.
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