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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К РЕШЕНИЮ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

ДЛЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ НЕМАГНИТНЫХ СРЕД

Л.И.Рубина

Рассматривается волновое уравнение для диэлектрических немагнитных сред, полученное из систе-
мы уравнений Максвелла в рамках нелинейной оптики при классическом подходе. Уравнение описывает
динамику поля излучения в стеклах, жидкостях, газах, многих кристаллах. Анализ динамики электри-
ческого поля излучения можно провести, только зная вид поляризационного отклика среды на силовое
воздействие этого поля. Поэтому волновое уравнение можно считать недоопределенным. Оно содержит
члены, зависящие от E = E(x, y, z, t) — напряженности электрического поля излучения, и член, завися-
щий от поляризационного отклика среды P = P (x, y, z, t). В работе предлагается метод решения такого
недоопределенного уравнения. Поскольку поляризационный отклик среды происходит на силовое воздей-
ствие электрического поля излучения, в работе предполагается, что P = P (E), E(x, y, z, t) = const задает
поверхность уровня функции P . При таком предположении волновое уравнение сводится к ОДУ. Неза-
висимой переменной в ОДУ является функция E. Функция E = E(x, y, z, t) определяется после решения
уравнения в частных производных первого порядка (базового уравнения) Et = f0(E). Решение ОДУ и
вид E = E(x, y, z, t) (следовательно, динамика поля излучения) зависят от выбора произвольной функ-
ции f0(E). В работе выписан вид E = E(x, y, z, t) и P = P (E) для четырех функций f0(E). Эти решения
имеют константный произвол.
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L. I. Rubina. One approach to the solution of the wave equation for dielectric nonmagnetic

media.

For dielectric nonmagnetic media, we consider a wave equation obtained from the system of Maxwell’s
equations in the framework of nonlinear optics with the classical approach. The equation describes the dynamics
of the radiation field in glasses, liquids, gases, and many crystals. The dynamics of the electric field of radiation
can be analyzed only with the knowledge of the polarization response of the medium to the force action of
this field. Therefore, the wave equation can be considered underdetermined. It contains terms depending on
the intensity E = E(x, y, z, t) of the electric field of the radiation and a term depending on the polarization
response of the medium P = P (x, y, z, t). We propose a method for solving this underdetermined equation.
Since the polarization response of the medium is caused by the force action of the electric field of radiation, we
assume that the equation P = P (E), E(x, y, z, t) = const, defines a level surface of the function P . Under this
assumption, the wave equation reduces to an ODE. The independent variable in the ODE is the function E. The
function E = E(x, y, z, t) is found by solving the first-order partial differential equation (the basic equation)
Et = f0(E). The solution of the ODE and the form of E = E(x, y, z, t) (hence, the dynamics of the radiation
field) depend on the choice of an arbitrary function f0(E). The form of E = E(x, y, z, t) and P = P (E) is
written for four functions f0(E). These solutions are found up to an arbitrary constant.

Keywords: wave equation, polarization, ODE system, functional arbitrariness.

MSC: 35Cxx

DOI: 10.21538/0134-4889-2023-29-2-145-156

Памяти академика Анатолия Федоровича Сидорова

1. Введение

В работе рассматривается одна из математических моделей для диэлектрических немаг-
нитных сред, описывающая взаимодействие интенсивного излучения с веществом в стеклах,
жидкостях, газах, многих кристаллах [1–3]. Особенно интенсивно эта область моделирования
начала развиваться с появлением лазерной техники, вызвавшей большой интерес к изучению
нелинейных эффектов, связанных с моделированием взаимодействия интенсивного излучения
с веществом ( см., например, [4–8]). Появление и развитие такой техники требовало новых
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постановок и решения новых задач. К этому времени уже широко использовались для реше-
ния нелинейных уравнений в частных производных такие подходы, как методы группового
анализа и поиска симметрий [9], метод характеристик для сведения уравнений в частных про-
изводных первого порядка к системе обыкновенных дифференциальных уравнений (системе
ОДУ) [10], прямые методы построения редукций [11]. Немало работ Анатолия Федоровича
Сидорова также посвящены решению нелинейных уравнений в частных производных (см.,
например, [12–15]).

Опишем общие подходы, используемые сотрудниками отдела прикладных задач Инсти-
тута математики и механики имени Н.Н. Красовсокго УрО РАН для редукции линейных и
нелинейных уравнений в частных производных к системам обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Пусть рассматриваемое нелинейное уравнение в частных производных имеет вид

L(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , u

(2)
11 , u

(2)
12 , . . . , u

(2)
nn , . . . , u

(m)
i1...im

) = f(x1, x2, . . . , xn), (1.1)

где {x1, x2, . . . , xn} — первоначальные независимые переменные уравнения, u ∈ C
m — неиз-

вестная функция (решение уравнения); u
(l)
i1i2...il

— частные производные функции u (верхний
индекс указывает порядок производной, нижние индексы — номера независимых переменных,
по которым берется производная); m — порядок уравнения.

Первый подход к сведению уравнения (1.1) к системе ОДУ основан на предположении, что
решение уравнения или выбранное соотношение, через которое решение выражается, зави-
сит от одной переменной (например, u = u(ψ)); ψ = ψ(x1, x2, . . . , xn) — поверхность уровня
решения уравнения (1.1), которую предстоит определить.

Если u = u(ψ), то, вычислив производные сложной функции u = u(ψ(x1, x2, . . . , xn)) и
подставив полученные выражения в (1.1), получим

K
∑

k=1

Ak(u, u
′, u′′, . . . , u

(m)
ψ )Bk(xi, ψi, ψij , . . . , ψi1i2...im) = f(x1, x2, . . . , xn). (1.2)

Здесь штрихом обозначена производная по ψ, нижние индексы указывают на номер независи-
мой переменной, по которой вычисляется производная от функции ψ; K 6= ∞; i = 1, 2, . . . , n;

j = 1, 2, . . . , n; u
(m)
ψ = ∂mu/∂ψm, Bk1 6≡ Bk2 , если k1 6= k2.

Соотношения (1.2) можно переписать в виде системы равенств

K
∑

k=1

Ak(u, u
′, u′′, . . . , u

(m)
ψ )gk(ψ) = f(x1, x2, . . . , xn), Bk(xi, ψi, ψij , . . . , ψi1i2...im) = gk(ψ), (1.3)

где gk(ψ) — пока произвольные функции. Первый способ применим тогда, когда в системе (1.3)
хотя бы одно соотношение Bk зависит только от первых производных функции ψ = ψ(x1,
x2, . . . , xn). Не уменьшая общности, можно считать, что B1 = B1(x1, x2, . . . , xn, ψ1, ψ2, . . . , ψn).

Обратим внимание на часть системы соотношений (1.3)

Bk(xi, ψi, ψij , . . . , ψi1i2...im) = gk(ψ), k = 1, 2, . . . ,K.

Здесь число неизвестных функций ψ, g1(ψ), g2(ψ), . . . , gK(ψ) на единицу больше, чем число
уравнений. Следовательно, одну функцию gk(ψ) можно задать произвольно. В частности, мож-
но положить, что g1(ψ) = C, C = const, C 6= 0.

Выпишем расширенную систему уравнений характеристик [16] для уравнения

B1(x1, x2, . . . , xn, ψ1, ψ2, . . . , ψn) = C (базовое уравнение)

и потребуем, чтобы соотношения

Bk(xi, ψi, ψij , . . . , ψi1i2...im) = gk(ψ), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, k = 2, 3, . . . ,K,
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были первыми интегралами такой системы. Таким образом, получим систему ОДУ для опре-
деления функций: xi, ψ, ψi, ψij ,. . . , ψi1i2...im , gk, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, k = 2, 3, . . . ,K.

Отметим, что сведение уравнения (1.1) к системе ОДУ первым способом неоднозначно.

1. Одна из функций gk(ψ) выбирается произвольно (выше мы положили g1(ψ) = C,
C = const). В частности, можно рассматривать случаи, когда одна из функций gk, на-
пример, g2 = 0, если B2 = g2 — не единственное уравнение в частных производных
первого порядка в системе (1.3).

2. В системе (1.3) может оказаться несколько выражений вида Bk = Bk(x1, x2, . . . , xn,
ψ1, ψ2, . . . , ψn), и любое из этих выражений можем считать базовым уравнением, что
приведет к разным расширенным системам уравнений характеристик и как итог к раз-
ным системам ОДУ.

3. Если выбрано базовое уравнение и задана одна произвольная функция gk (выше g1 =
C, B1 = C), то, выписав для этого уравнения систему уравнений характеристик [10],
получим

dxi
ds

=
dB1

dψi
,

dψ

ds
=

n
∑

i=1

(

ψi
dB1

dψi

)

,
dψi
ds

= −
dB1

dxi
.

В этой системе возможны два случая: (a)
n
∑

i=1

(

ψi
dB1

dψi

)

= 0, (b)
n
∑

i=1

(

ψid
dB1

dψi

)

6= 0.

Если выполняется условие (b), то, выбрав в полученной системе ОДУ за независимое
переменное ψ и присоединив к системе ОДУ уравнение

K
∑

k=1

Ak(u, u
′, u′′, . . . , u

(m)
ψ )gk(ψ) = f(x1, x2, . . . , xn), (1.4)

получим систему ОДУ для решения уравнения (1.1).

Если Bk1(x1, x2, . . . , xn, ψ1, ψ2, . . . , ψn) = C — базовое уравнение и выполняется усло-
вие (b), то система уравнений характеристик для данного уравнения, записанная в виде

dxi
dψ

=
dBk1
dψi

/

n
∑

i=1

(

ψi
dBk1
dψi

)

,
dψi
dψ

= −
dBk1
dxi

/

n
∑

i=1

(

ψi
dBk1
dψi

)

,

n
∑

i=1

(

ψi
dBk1
dψi

)

6= 0, (1.5)

задает преобразование координат xi = xi(ψ,α2, α3, . . . , αn), когда тождественно выпол-
няется зависимость [16]

ψ = ψ
(

x1(ψ,α2, α3, . . . , αn), x2(ψ,α2, α3, . . . , αn), . . . xn(ψ,α2, α3, . . . , αn)
)

; (1.6)

это имеет место, если

1 =

n
∑

i=1

(

ψi
∂xi
∂ψ

)

, 0 =

n
∑

i=1

(

ψi
∂xi
∂αj

)

, j = 2, 3, . . . , n. (1.7)

Здесь первое соотношение (1.7) выполняется тождественно в силу (1.5), а остальные
соотношения (1.7) могут выполняться при разных зависимостях переменных xi от αj .
Их выбор может обеспечивать выполнение начальных, краевых или других условий,
заданных для исходного уравнения. В итоге, исключив переменные α2, α3, . . . , αn из та-
ких соотношений xi = xi(ψ,α2, α3, . . . , αn), для которых выполняется тождество (1.6),
имеем ψ = ψ(x1, x2, . . . , xn).

Если для базового уравнения выполняется условие (a), то на характеристике ψ = const,
gk(ψ) = const (k = 1, 2, . . . ,K). В этом случае имеем xi = xi(s, α2, α3, . . . , αn), ψ =
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ψ(α2, α3, . . . , αn), и при переходе к новым независимым переменным должно тождествен-
но выполняться условие

ψ(α2, α3, . . . , αn) = ψ
(

x1(s, α2, α3, . . . , αn), x2(s, α2, α3, . . . , αn), . . . , xn(s, α2, α3, . . . , αn)
)

.

Второй подход применим, если уравнение (1.1) имеет слагаемые, зависящие только от пер-
вых производных функции u, например,

L(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , u

(2)
11 , u

(2)
12 , . . . , u

(2)
nn , . . . , u

(m)
i1...im

)

= L1(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n )

+ L2(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . , u

(m)
i1...im

) = f(x1, x2, . . . , xn). (1.8)

В этом случае можно не искать вид поверхности уровня, а считать, что ψ = u, и рассматривать
вместо (1.8) систему уравнений

L1(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n ) = g(u),

L2(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n , . . . , u

(m)
i1...im

) + g(u) = f(x1, x2, . . . , xn).

(1.9)

Тогда, выписав для уравнения L1(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u

(1)
n ) = g(u) (базовое уравне-

ние) расширенную систему уравнений характеристик, выбрав в качестве независимой перемен-
ной вдоль характеристики функцию u и потребовав, чтобы второе уравнение системы (1.9) бы-
ло первым интегралом этой системы, получим систему ОДУ для определения функций xi(u),

g(u), u
(1)
i (u), u

(2)
ij (u),. . ., u

(m)
i1...im

(u) (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n). При этом решение уравне-

ния (1.8) сведется к решению базового уравнения L1(x1, x2, . . . , xn, u, u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u

(1)
n ) = g(u)

с известным g(u).
Изложим третий подход сведения решения уравнения (1.1) к системе ОДУ.

Зададим функцию F = F (u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u

(1)
n ). Выпишем уравнение первого порядка вида

F (u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u(1)n ) = g(u) (базовое уравнение),

где g = g(u) — пока произвольная функция. Выпишем для этого уравнения расширенную
систему уравнений характеристик и потребуем, чтобы уравнение (1.1) было первым интегра-
лом этой системы. Таким образом, получим нужную нам систему ОДУ, которая позволит
выбрать подходящую функцию g(u) и свести решение уравнения (1.1) к решению уравнения

F (u
(1)
1 , u

(1)
2 , . . . , u

(1)
n ) = g(u). Для этого способа редукции не требуется, чтобы в уравнении (1.1)

были члены, зависящие только от первых производных функции u (см. (1.8)), или чтобы сре-
ди соотношений (1.3) были Bk, которые содержат производные функции ψ только первого
порядка.

Описанные выше подходы к сведению нелинейных и линейных уравнений в частных произ-
водных к симтемам ОДУ не связаны с типом рассматриваемого уравнения (гиперболическое,
эллиптическое, параболическое или смешанного типа), но применимы к уравнениям, содержа-
щим одну неизвестную функцию — решение исходного уравнения.

Как отмечено выше, развитие лазерной техники требует решать и другие задачи. В свое
время именно А.Ф.Сидоров обратил внимание автора на круг задач для нелинейной оптики.
Рассмотрение таких задач ранее и в настоящее время (см. [1–3]) приводит, в частности, к
необходимости решать недоопределенную [17] систему уравнений

−∆E+
1

c2
∂2E

∂t2
= −

4π

c2
∂2P

∂t2
, (1.10)
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которая описывает воздействие интенсивного светового излучения на диэлектрические среды.
Как следует из (1.10), анализ динамики электрического поля излучения E можно провести,
только зная вид поляризационного отклика среды P на силовое воздействие этого поля.

Во многих случаях (см. [1–3]) для решения этих уравнений применяются разные подходы,
при которых заранее (см., например, [18–21]) выбирается вид поляризационного отклика сре-
ды P(E). После подстановки разных приближений этого вектора в (1.10) решается волновое
уравнение для каждой компоненты вектора E известными способами (см., например, [1; 8]).
Но имеются примеры, когда приближенное описание процесса искажает его реальную карти-
ну (см., например, [22]), поэтому желательно точное, а не приближенное решение такого типа
уравнений, как (1.10).

Еще раз отметим, что система уравнений (1.10) недоопределенная. Она включает в себя
три недоопределенных уравнения, каждое из которых содержит две неизвестные функции.
В работе предлагается подход к решению таких систем уравнений. Подход, как и прежние
работы, в которых рассматривались нелинейные уравнения в частных производных (см., на-
пример, [16;22–24]), использует описанные выше редукции (см. три способа редукции) каждого
уравнения системы (1.10) к системе ОДУ, основанные на выборе базового уравнения в част-
ных производных первого порядка, но имеет особенности, вызванные тем, что каждое исходное
уравнение в системе (1.10) недоопределенное. Отметим эти особенности.

2. Подход к решению одного класса недоопределенных уравнений

Остановимся на особенностях использования редукций, основанных на выборе базового
уравнения в частных производных первого порядка, для сведения недоопределенных уравне-
ний к системе ОДУ.

Пусть задано уравнение в частных производных, содержащее две неизвестные функции

L (x1, . . . , xn, U, U
(1)
1 , . . . , U (1)

n , U
(2)
11 , U

(2)
12 , . . . , U

(2)
nn , . . . , U

(m)
i1... im

,

V, V
(1)
1 , V

(1)
2 , . . . , V (1)

n , V
(2)
11 , V

(2)
12 , . . . , V

(2)
nn , . . . , V

(k)
i1... ik

) = 0,
(2.1)

где {x1, . . . , xn} — первоначальные независимые переменные; U, V — неизвестные функции

в уравнении (2.1); U
(l)
i1... il

— частные производные функции U ; V
(j)
i1... ij

— частные производ-

ные функции V (верхний индекс указывает порядок производной, нижние индексы — номера
независимых переменных, по которым берется производная, l = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k ).

Первая особенность. Считаем, что одна из неизвестных функций задает поверхность уров-
ня для другой функции. В уравнении (2.1) полагаем, что U = U(V (x1, . . . ,
xn)), где V (x1, . . . , xn) = const — поверхность уровня функции U .

Вторая особенность. Вычислим производные сложной функции U = U(V (x1, . . . , xn)) и
подставим их в уравнение (2.1), производные функции V (x1, . . . , xn) остаются неизменными.
В результате получаем равенство вида

S
∑

s=1

As(U,U
′, U ′′, . . . , U

(m)
V ) Bs(xi, V

(1)
i , V

(2)
i1 , . . . , V

(2)
im , . . . , V

(k)
i1... ik

)

= F (V, V
(1)
1 , . . . , V (1)

n , V
(2)
11 , . . . , V

(2)
nn , . . . , V

(k)
i1...ik

),

U
(m)
V =

∂mU

∂V m
; Bs1 6≡ Bs2 , если s1 6= s2; S 6 m; i = 1, . . . , n.

(2.2)

Здесь штрихом обозначена производная по V , нижние индексы указывают на номера незави-
симых переменных, по которым вычисляется производная от функции V .
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Как и ранее (см. [16; 22–24], (1.3)), равенство (2.2) перепишем в виде системы

S
∑

s=1

As(U,U
′, U ′′, . . . , U

(m)
V )gs(V )

= F (V, V
(1)
1 , . . . , V (1)

n , V
(2)
11 , . . . , V

(2)
nn , . . . , V

(k)
i1... ik

),

(2.3)

Bs(xi, V
(1)
i , V

(2)
i1 , . . . , V

(2)
im , . . . , V

(k)
i1... ik

) = gs(V ), s = 1, . . . , S, (2.4)

где gs(V ) — пока произвольные функции.
Как и ранее (см. три подхода), тем или иным способом выделяем базовое уравнение в

частных производных первого порядка. Оно выделяется из уравнений системы (2.4), либо та-

кое уравнение задаем: B0(xi, V
(1)
i ) = g0(V ). Если такое уравнение есть в системе (2.4), то, не

умаляя общности рассуждений. можно считать, что это уравнение B1(xi, V, V
(1)
i ) = g1(V ). Вы-

делив базовое уравнение, находим тем или иным способом такие функции gs(V ), при которых
система (2.4) совместна (см., например, [16; 22–24]). Один из таких способов описан в разд. 3.

Третья особенность. Вместо недоопределенного уравнения (2.1) приходим к системе ОДУ
для определения функций U(V ) и V (x1, x2, . . . , xn)

B1(xi, V, V
(1)
i ) = g1(V ), (i = 1, 2, . . . , n),

S
∑

s=1

As(U,U
′, U ′′, . . . , U

(m)
ψ )G( g1, g

′

1, g
′′

1 , . . . , g
′′...′
1 ) = F (V, g1, g

′

1, g
′′

1 , . . . , g
′′...′
1 ).

(2.5)

Для некоторых исходных уравнений (2.1) итоговая система может иметь вид

B0(xi, V
(1)
i ) = g0(V ), (i = 1, 2, . . . , n),

S
∑

s=1

As(U,U
′, U ′′, . . . , U

(m)
ψ )G( g0, g

′

0, g
′′

0 , . . . , g
′′...′
0 ) = F (V, g0, g

′

0, g
′′

0 , . . . , g
′′...′
0 ).

(2.6)

В любом случае итоговая система содержит одну произвольную функцию. Это g0(V ), если
приходим к системе (2.6), или g1(V ), если приходим к системе (2.5).

Модификация описанных выше общих подходов для редукции нелинейных уравнений в
частных производных к системам ОДУ, изложенная в этом разделе, позволяет сводить к си-
стемам ОДУ недоопределенные линейные и нелинейные уравнения в частных производных.
В разд. 3 используем эту модификацию для решения системы уравнений (1.10).

3. Решение волнового уравнения для диэлектрических немагнитных сред

Запишем систему (1.10) в виде (см., например, [2; 3])

−∆E +
1

c2
∂2E

∂t2
= −

4π

c2
∂2P

∂t2
, E = Ei, P = Pi, i = 1, 2, 3. (3.1)

В (3.1) полагаем, что P (x, y, z, t) = P (E(x, y, z, t)), E(x, y, z, t) = const задает поверх-
ность уровня функции P = P (x, y, z, t). Вычислим производную сложной функции: Ptt =
P ′′E2

t + P ′Ett. Здесь штрих обозначает дифференцирование по E, а нижние индексы у функ-
ции E(x, y, z, t) — дифференцирование по соответствующим независимым переменным.

Подставив производную Ptt в уравнение (3.1), получаем

P ′′f0(E)2 + P ′f1(E) +
c2

4π

( 1

c2
f1(E)− f2(E)

)

= 0, (3.2)

f0(E) = Et, f1(E) = Ett, f2(E) = Exx + Eyy + Ezz. (3.3)
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Уравнение (3.2) можно считать ОДУ, если найдутся такие функции E, f0(E), f1(E), f2(E),
при которых система (3.3) совместна. Уравнение Et = f0(E) считаем базовым уравнением. Для
совместности системы (3.3) все равенства в этой системе должны быть дифференциальными
следствиями базового уравнения.

Утверждение 1. Если Et = f0(E), f1 = f ′0f0, f2 = f0(η + αf ′0) (α = const, η = const), то

система (3.3) совместна и ее решение сводится к решению базового уравнения Et = f0(E),
содержащего произвольную функцию f0(E).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если Et = f0(E), то Ett = f ′0f0,

Etx = f ′0Ex, Ety = f ′0Ey, Etz = f ′0Ez, Etxx = f ′′0E
2
x + f ′0Exx, Etyy = f ′′0E

2
y + f ′0Eyy,

Etzz = f ′′0E
2
z + f ′0Ezz, Etxx + Etyy +Etzz = f ′′0 (E

2
x + E2

y + E2
z ) + f ′0(Exx + Eyy + Ezz).

С другой стороны, Ett = f1, поэтому для совместности должно выполняться условие
f1 = f ′0f0. Далее, Exxt + Eyyt + Ezzt = f ′2f0, и поэтому система совместна, если смешанные
производные в следующих двух выражениях равны:

Etxx + Etyy + Etzz = f ′′0 (E
2
x + Ey2 +E2

z ) + f ′0(Exx + Eyy + Ezz ),

Exxt + Eyyt +Ezzt = f ′2f0.

Следовательно, должно выполняться условие f ′′0 (E
2
x + E2

y + E2
z ) + f ′0f2 = f ′2f0.

Обозначим (E2
x +E2

y +E2
z ) = f3(E), тогда для совместности системы должно выполняться

условие 2ExExt + 2EyEyt + 2EzEzt = f ′3f0 = 2f ′0f3, отсюда получаем f3 = αf20 , если f0 6= 0,
f3 6= 0, α = const > 0.

Ясно также, что Etxx+Etyy+Etzz = f ′′0αf
2
0+f

′

0f2. Тогда Etxx+Etyy+Etzz = Exxt+Eyyt+Ezzt,
если f ′′0αf

2
0 + f ′0f2 = f ′2f0.

Итак, для совместности системы (3.2) достаточно выполнения двух равенств

f1 = f ′0f0 , αf ′′0 f
2
0 + f ′0f2 = f ′2f0.

Из второго равенства (линейное уравнение относительно функции f2(E)) находим, что f2 =
f0(η+αf

′

0), (α = const), (η = const). Так как получены условия совместности системы (3.2), ее
решение сводится к решению базового уравнения. Из базового уравнения Et = f0(E) получаем

∫

dE

f0(E)
= t+A(x, y, z).

Как показано выше, E2
x + E2

y + E2
z = αf20 , но

1

f0(E)
Ex = Ax,

1

f0(E)
Ey = Ay,

1

f0(E)
Ez = Az, отсюда, A2

x +A2
y +A2

z = α.

Чтобы определить вид функции A(x, y, z), решаем уравнение в частных производных первого
порядка: A2

x +A2
y +A2

z = α. Выписываем систему уравнений характеристик [10]

dx

ds
= 2Ax,

dy

ds
= 2Ay,

dz

ds
= 2Az,

dA

ds
= 2α,

dAx
ds

= 0,
dAy
ds

= 0,
dAz
ds

= 0.

Выбираем A в качестве переменной, изменяющейся вдоль характеристики. Получаем

dx

dA
=
Ax
α
,

dy

dA
=
Ay
α
,

dz

dA
=
Az
α
, Ax = const, Ay = const, Az = ±

√

α−A2
x −A2

y .
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Отсюда, проводя характеристики через некоторое начальное многообразие с переменными
ν1, ν2, имеем [10]

x =
Ax(ν1, ν2)

α
A+ b1(ν1, ν2), y =

Ay(ν1, ν2)

α
A+ b2(ν1, ν2),

z = ±

√

α−Ax(ν1, ν2)2 −Ay(ν1, ν2)2

α
A+ b3(ν1, ν2).

(3.4)

Равенства (3.4) задают преобразование координат, если

A = A

(

Ax(ν1, ν2)

α
A+ b1(ν1, ν2),

Ay(ν1, ν2)

α
A+ b2(ν1, ν2),±

√

α−A2
x −A2

y

α
A+ b3(ν1, ν2)

)

— тождество. А именно,

1 = Ax
Ax
α

+Ay
Ay
α

+
√

α−A2
x −A2

y

√

α−A2
x −A2

y

α
,

0 = Ax

[A

α

dAx
dνj

+
db1
dνj

]

+Ay

[A

α

dAy
dνj

+
db2
dνj

]

+Bj, j = 1, 2,

Bj = ±
√

α−A2
x −A2

y

[

db3
dνj

∓
A

α
√

α−A2
x −A2

y

(

Ax
dAx
dνj

+Ay
dAy
dνj

)

]

.

(3.5)

Первое равенство в (3.5) выполняется тождественно, второе равенство в (3.5) выполняется,
если, например, bi = const, (i = 1, 2, 3). В этом случае из (3.4) получаем, что

A = ±
√

α [ (x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2 ],

∫

dE

f0(E)
= t±

√

α [ (x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2 ].

(3.6)

Как следует из (3.6), окончательный вид функции E = E(x, y, z, t) зависит от произвольной
функции f0(E). Что и требовалось доказать. �

Подставив в (3.2) выражения f1(E), f2(E), при которых система (3.3) совместна, приходим
к ОДУ для функции P (E), решение которого зависит от произвольной функции f0(E) 6= 0:

(P ′f0)
′ = −

c2

4π

(1− c2α

c2
f ′0 − η

)

, P ′f0 = −
c2

4π

(1− c2α

c2
f0 − ηE

)

+ β, β = const. (3.7)

Продемонстрируем на примерах, как получать вид поля излучения и отклик среды на
такое поле.

Общее правило. Задаем f0(E). Вычисляем интеграл

∫

dE/f0(E). Из формулы (3.6)

находим E(x, y, z, t). Далее подставляем в (3.7) или (3.2) заданное f0(E). Получаем уравнение
для определения P (E), не содержащее произвольных функций. Решаем это уравнение.

П р и м е р 1. Пусть f0(E) = E, bi = 0. Подставляем такое f0 в (3.7), (3.6), получаем

E = C exp
{

t±
√

α(x2 + y2 + z2)
}

, P = −
c2

4π

(1− c2α

c2
− η
)

E + β lnE + γ,

lim
t→∞

E = ∞, lim
E→∞

P = ∞, γ = const, C = const.
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П р и м е р 2. Пусть f0 = const, bi = 0, тогда f2 = const, f1 = 0 (см. утверждение). Подстав-
ляем f0 = const, f2 = const, f1 = 0 в (3.6), (3.2), получаем

E = f0

(

t±
√

α(x2 + y2 + z2)
)

+ C1, P =
c2f2
8πf20

E2 + C2E + C3,

lim
t→∞

E = ∞, lim
E→∞

P = ∞, f2 = const, Ck = const, k = 1, 2, 3.

П р и м е р 3. Пусть f0 = 1/E, bi = 0. Подставляем такое f0 в (3.7), (3.6), получаем

E =

√

2
[

t±
√

α(x2 + y2 + z2)
]

, P = −
c2

4π

(

1− c2α

c2
E −

η

3
E3

)

+ 0.5βE2 + β1,

lim
t→∞

E = ∞, lim
E→∞

P = ∞, β1 = const.

П р и м е р 4. Пусть f0 = −E2. Подставляем такое f0 в (3.7), (3.6), получаем

E =
1

t±
√

α[(x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2]
, P = −

c2

4π

(1− c2α

c2
E + η lnE

)

−
β

E
+ γ,

lim
t→∞

E = 0, lim
E→0

P = ∞, если β 6= 0, η = 0, γ = const.

Заключение

Предложен алгоритм редукции недоопределенных уравнений в частных производных к
системе ОДУ. Для недоопределенного уравнения в частных производных (3.1) получена си-
стема ОДУ, содержащая одну произвольную функцию и произвольные постоянные (см. Et =
f0(E), (3.7)). Предложенный выше подход к изучению взаимодействия интенсивного излуче-
ния с веществом в диэлектрических немагнитных средах, когда P = P (E), привел к получению
результатов, имеющих широкий произвол (см. (3.7), (3.6), примеры). Как следует из полу-
ченных результатов, время действия излучения зависит от вида произвольной функции (см.
примеры). Фиксируется направление ответа на воздействие, когда интенсивность излучения
меняется линейно (Ax = const, Ay = const, Az = const, A 6= const ). При этом такой ответ мо-
жет исходить из разных множеств (см. возможность выбора начального многообразия). Даже
при затухании излучения может сохраняться ответная реакция (см. пример 4).

Полученные результаты могут служить тестами при исследовании опытным путем дина-
мики поля интенсивного излучения в стеклах, жидкостях, газах, кристаллах или тестами при
численных расчетах. Произвольные постоянные в полученных результатах могут использо-
ваться для описания нелинейных восприимчивостей (см. [2; 3]).

Возможен еще иной путь применения предлагаемого подхода. Задается какой-то вид P (E),
который, как ожидается из опыта, подходит при исследовании. Такое P (E) подставляется
в (3.7), и получается уравнение для определения произвольной функции f0(E). При любой по-
ляризации после определения f0(E) динамика электрического поля излучения легко просмат-
ривается из уравнения Et = f0(E), но, применяя еще какие-то опытные данные и используя
константный произвол, можно выписать и вид E = E(x, y, z, t).

Автор благодарит А.И.Короткого и А.Р.Данилина за большую помощь при подготовке
статьи к печати.
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