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Пусть Cr,R — кольцо с концентрическими граничными окружностями γr и γR с центром в нуле, внут-
ренним и внешним радиусами 0 < r < R <∞. На классе аналитических в кольце Cr,R функций, имеющих
конечные L2-нормы угловых пределов на окружности γr и производные порядка n (самих функций при
n = 0) на окружности γR, исследуются взаимосвязанные экстремальные задачи для оператора ψm

ρ , со-
поставляющего граничным значениям функции на γr ее сужение (при m = 0) или сужение производной
порядка m (при m > 0) на промежуточную окружность γρ, r < ρ < R. Решена задача наилучшего прибли-
жения оператора ψm

ρ линейными ограниченными операторами из L2(γr) в C(γρ). Найдена величина и ме-

тод оптимального восстановления производной порядка m на промежуточной окружности γρ по L2-приб-
лиженно заданным значениям функции на граничной окружности γr . Получено точное неравенство
Адамара — Колмогорова, оценивающее равномерную норму производной порядка m на промежуточной
окружности γρ через L2-нормы предельных граничных значений функции и производной порядка n на
окружностях γr и γR.
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оптимальное восстановление.

O. V.Akopyan, R.R.Akopyan. Optimal recovery on classes of functions analytic in a annulus.

Let Cr,R be a annulus with boundary circles γr and γR centered at zero; its inner and outer radii are r and R,
respectively. On the class of functions analytic in the annulus Cr,R with finite L2-norms of the angular limits
on the circle γr and of the nth derivatives (of the functions themselves for n = 0) on the circle γR, we study
interconnected extremal problems for the operator ψm

ρ that takes the boundary values of a function on γr to its
restriction (for m = 0) or the restriction of itsmth derivative (for m > 0) to an intermediate circle γρ, r < ρ < R.
The problem of the best approximation of ψm

ρ by linear bounded operators from L2(γr) to C(γρ) is solved. A

method for the optimal recovery of the mth derivative on a intermediate circle γρ from L2-approximately given
values of the function on the boundary circle γr is proposed and its error is found. The Hadamard–Kolmogorov
exact inequality, which estimates the uniform norm of the mth derivative on an intermediate circle γρ in terms
of the L2-norms of the limit boundary values of the function and the nth derivative on the circles γr and γR,
is derived.
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1. Введение

1.1. Постановка и обсуждение задач

Работа посвящена обсуждению нескольких взаимосвязанных экстремальных задач на клас-
сах функций, аналитических в кольце Cr,R := {z ∈ C : r < |z| < R} с граничными окружно-
стями γr и γR с центром в нуле, внутренним и внешним радиусами 0 < r < R <∞.

Обозначим через A(Cr,R) пространство аналитических в кольце Cr,R функций. Произволь-
ная функция f ∈ A(Cr,R) представима в кольце Cr,R суммой ее ряда Лорана:

f(z) =
+∞
∑

k=−∞

ckz
k, z ∈ Cr,R.
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Для среднего квадратичного функции f ∈ A(Cr,R) на окружности γρ := {z ∈ C : |z| = ρ},
r < ρ < R, справедливо равенство

‖f‖L2(γρ) =

(

1

2π

2π
∫

0

|f(ρeit)|2 dt

)1/2

=
(

+∞
∑

k=−∞

|ck|
2ρ2k

)1/2
.

Пусть n — целое неотрицательное число, т. е. n ∈ Z+. В пространстве A(Cr,R) выделим

подпространство H2,2
n (Cr,R) функций, которые имеют угловые пределы почти всюду на окруж-

ности γr, у которых производная порядка n (сама функция при n = 0) имеет угловые пределы
почти всюду на окружности γR и которые являются суммируемыми с квадратом функциями
на граничных окружностях:

H2,2
n (Cr,R) :=

{

f ∈ A(Cr,R) : ‖f‖L2(γR) <∞, ‖f (n)‖L2(γR) <∞
}

.

Для более общего случая при 0 < p, q ≤ +∞ через Hp,q
n (Cr,R) обозначаем пространство

Hp,q
n (Cr,R) :=

{

f ∈ A(Cr,R) : ‖f‖Lp(γR) <∞, ‖f (n)‖Lq(γR) <∞
}

.

В H2,2
n (Cr,R) определим класс Q2

n(Cr,R) следующим образом:

Q2
n = Q2

n(Cr,R) :=
{

f ∈ H2,2
n (Cr,R) : ‖f

(n)‖L2(γR) ≤ 1
}

.

Обозначим через ψmρ , m ∈ Z+, оператор, сопоставляющий граничным значениям на γr

функции из H2,2
n (Cr,R) ее сужение (при m = 0) или сужение производной порядка m (при

m > 0) на окружность γρ, r < ρ < R.
Первая из рассматриваемых в статье задач — вычисление модуля непрерывности опера-

тора ψmρ на классе H2,2
n (Cr,R). Модулем непрерывности оператора ψmρ на классе H2,2

n (Cr,R)
называют каждую из двух функций, определяемых соотношениями

Ω(δ1,δ2) = Ω(δ1, δ2;ψ
m
ρ ,H

2,2
n (Cr,R)) :=

=
{

‖f (m)‖C(γρ) : f ∈ H2,2
n (Cr,R), ‖f‖L2(γr) ≤ δ1, ‖f

(m)‖L2(γR) ≤ δ2

}

, δ1, δ2 ≥ 0;
(1.1)

ω(δ) = ω(δ;ψmρ , Q
2
n) := sup

{

‖f (m)‖C(γρ) : f ∈ Q2
n, ‖f‖L2(γR) ≤ δ

}

, δ ≥ 0. (1.2)

Величины (1.1) и (1.2), очевидно, связаны равенствами

Ω(δ1, δ2) = δ2 ω (δ1/δ2) , ω(δ1) = Ω(δ1, 1), δ1, δ2 > 0.

Из определения (1.1) следует точное неравенство Адамара — Колмогорова

‖f (m)‖C(γρ) ≤ ‖f (n)‖L2(γR) ω
(

‖f‖L2(γr)/‖f
(n)‖L2(γR)

)

, f ∈ H2,2
n (Cr,R). (1.3)

Второй из изучаемых в статье является задача оптимального восстановления оператора ψmρ
на классе функций Q2

n, заданных с известной погрешностью на γr. Пусть R = R(L2(γr), C(γρ))
есть множество всех однозначных отображений из L2(γr) в C(γρ). Для φ ∈ R величина

U(δ, φ) = U(δ, φ;ψmρ , Q
2
n) := sup

{

‖f (m) − φ(fδ)‖C(γρ) : f ∈ Q2
n, fδ ∈ L2(γr), ‖f − fδ‖L2(γr) ≤ δ

}

является погрешностью восстановления методом φ на классе Q2
n производной порядка m(m ≥

0) на окружности γρ, или, что то же самое, оператора ψmρ по заданным с δ-погрешностью
граничным значениям функции на окружности γr. Равенством

E(δ) = E(δ;ψmρ , Q
2
n) := inf {U(δ, φ) : φ ∈ R} (1.4)
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определяется оптимальное восстановление на классе Q2
n оператора ψmρ по заданным с δ-

погрешностью граничным значениям функции на окружности γr. Задача состоит в вычис-
лении величины (1.4) и нахождении оптимального метода восстановления — оператора, на
котором в (1.4) достигается нижняя грань.

Задача оптимального восстановления (1.4) исследуется одновременно и с помощью следу-
ющей задачи (задачи Стечкина) наилучшего приближения оператора ψmρ на классе Q2

n множе-
ством B(N) = B(N ;L2(γr), C(γρ)), N > 0, линейных операторов из L2(γr) в C(γρ) c нормой,
не превосходящей числа N. Для оператора φ ∈ B(N) величина

U(φ) = U(φ;ψmρ , Q
2
n) := sup

{

‖f (m) − φ(f)‖C(γρ) : f ∈ Q2
n

}

является уклонением φ от ψmρ на классе Q2
n. Наилучшее приближение оператора ψmρ на клас-

се Q2
n множеством B(N) определяется равенством

E(N) = E(N ;ψmρ , Q
2
n) := inf {U(φ) : φ ∈ B(N)} . (1.5)

Каждая из рассматриваемых задач — точное неравенство (1.3), оптимальное восстанов-
ление (1.4) и наилучшее приближение оператора (1.5) — является конкретным вариантом из-
вестной, более общей, экстремальной задачи, имеющей богатую историю. Общие результаты по
этой тематике и дальнейшие ссылки можно найти в [1–8] и в приведенной там библиографии.

Изучаемые в настоящей статье задачи эквивалентны таким же задачам для функционала,
сопоставляющего граничным значениям на γr производную порядка m, m ≥ 0 в фиксирован-
ной точке ζ, |ζ| = ρ. Известно(см. [3; 4; 7] и в приведенной там библиографии), что в задаче
оптимального восстановления линейного функционала на выпуклом уравновешенном клас-
се существует линейный функционал, являющийся оптимальным методом восстановления, и
величина оптимального восстановления равна модулю непрерывности функционала. Как след-
ствие этого факта справедливо соотношение

E(δ;ψmρ , Q
2
n) = ω(δ;ψmρ , Q

2
n), δ ≥ 0. (1.6)

Кроме того, связь задач (1.2), (1.4) и (1.5) дополнительно к равенству (1.6) выражается сле-
дующими равенствами:

E(N ;ψmρ , Q
2
n) = sup{ω(δ;ψmρ , Q

2
n)−Nδ : δ > 0};

ω(δ;ψmρ , Q
2
n) = inf{E(N ;ψmρ , Q

2
n) +Nδ : N > 0}.

Приведем некоторые конкретные результаты, относящиеся к задачам, близким к рассмат-
риваемым в данной статье. Как теорема Адамара о трех кругах, для функций, аналитических
в кольце, хорошо известно (см., например, [9, отд. 3, гл. 6, § 3]) неравенство

‖f‖Lp(γρ) ≤ ‖f‖αLp(γr)
‖f‖βLp(γR), f ∈ Hp,p

0 (Cr,R), 0 ≤ p ≤ +∞, (1.7)

в котором показатели задаются равенствами

α =
lnR− ln ρ

lnR− ln r
, β =

ln ρ− ln r

lnR− ln r
.

Неравенство (1.7) дает оценку соответствующего модуля непрерывности: ω(δ) ≤ δα, в кото-
рой равенство имеет место только в точках δk = (r/R)k, k ∈ Z. Заметим, что функция ω не
имеет производную в точках δk. Решения связанных задач оптимального восстановления и
наилучшего приближения оператора аналитического продолжения для значений параметра
δk = (r/R)k, k ∈ Z, при 1 ≤ p ≤ +∞ получены в [10]. Результат Р.М.Робинсона (1943) [11] (см.
также [12, гл. 11, § 4]) уточняет неравенство (1.7) при p = ∞ и дает точное значение модуля
непрерывности при всех значениях параметра δ ≥ 0.
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В статье Р.Р.Акопяна (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2020. Т. 26, № 4)
получен аналог теоремы Адамара. А именно, получено точное неравенство

‖f‖C(γρ) ≤ C ‖f‖αLp(γr)
‖f‖βLq(γR), f ∈ Hp,q

0 (Cr,R), 0 < p, q ≤ +∞. (1.8)

Как и в классическом случае, неравенство (1.8) приводит к оценке соответствующего модуля
непрерывности: ω(δ) ≤ Cδα, в которой равенство имеет место только для последовательности
точек δk = δ0(r/R)

k, k ∈ Z. В этой статье получено и решение связанных экстремальных задач
для значений параметра δ, равных δk при 1 ≤ p, q ≤ +∞.

В работе [13] для класса Hp,p
0 (Cr,R), 1 ≤ p ≤ +∞, найдено решение задач, аналогичных

(1.4) и (1.5), оптимального восстановления и наилучшего приближения оператора дифферен-
цирования при m = 1 и n = 0, для значений параметра δk = (r/R)k уже не для произвольных
k ∈ Z, а при ограничении |k| ≥ π ln−1(R/r) sin−1(απ). В этом случае имеет место равенство
ω(δk) = |k|(ρ/R)k и в точках δk функция ω недифференцируемая [13, теорема 3].

Оценки модуля значений аналитической в многосвязной области функции и ее производ-
ных в точке через ее предельные граничные значения исследовали многие математики, в том
числе М. Хейнс и Р.М.Робинсон (круговое кольцо), Г. Грунский, Л. Альфорс, С.Я.Хавинсон,
З. Нехари, П.Р. Гарабедян, X. Уидом, Т.С.Кузина (многосвязная область) и др. (см. [14–17] и
приведенную там библиографию). Различные задачи оптимального восстановления на клас-
сах аналитических функций изучали К.Ю.Осипенко, Ш. Мичелли, Т. Ривлин, С.Д.Фишер,
К. Уайлдероттер, Б. Боянов, М.И.Стесин, О. Г.Парфенов, М.П.Овчинцев и др. (см. моногра-
фию [7], статьи [18–24] и приведенную там библиографию).

В рассматриваемых в настоящей работе задачах (1.2), (1.4) и (1.5) для тройки пространств
(C(γρ), L

2(γr), L
2(γR)) можно выписать полное решение, используя известные идеи построе-

ния экстремальных функций и операторов. Первый результат для тройки (C(R), L2(R), L2(R))
на оси — неравенство Колмогорова и решение задачи Стечкина — был получен в статье
Л.В.Тайкова (1968) [25]. Результаты работы Л.В.Тайкова [25] развивались и обобщались в
различных направлениях (см. статьи [26–29] и приведенные там ссылки).

Дальнейшая схема изложения материала в статье следующая. В следующем подразделе
сформулированы основные результаты статьи — решения задач (1.2), (1.4) и (1.5). В разд. 2
обсуждаются в достаточно общем случае решения задач оптимального восстановления и наи-
лучшего приближения операторов на классах Соболева в пространстве L2(0, 2π), которые ис-
пользованы в разд. 3 для доказательства основных утверждений. В подразд. 3.3 обсуждаются
некоторые свойства экстремальных функций и операторов.

1.2. Основные результаты

Для произвольной точки ζ ∈ Cr,R определим функцию g[h,m, n, r,R], h > 0, переменной z
рядом Лорана

g(ζ, z) = g[h,m, n, r,R](ζ, z) :=
+∞
∑

k=−∞

αk,m

r2k + hα2
k,nR

2(k−n)
ζ
k−m

zk, (1.9)

в котором для k ∈ Z

αk,s :=

s−1
∏

j=0

(k − j), s ∈ N, и αk,0 := 1.

Функция g является аналитической в кольце Cr′,R′ с внутренним и внешним радиусами r′ =
r2|ζ|−1 и R′ = R2|ζ|−1. Кольцо Cr,R содержится в Cr′,R′ . Для норм функции g и ее производной
(по переменной z) порядка n на граничных окружностях кольца Cr,R справедливы равенства

‖g‖L2(γr)
=
(

+∞
∑

k=−∞

α2
k,m

(r2k + hα2
k,nR

2(k−n))2
|ζ|2(k−m)r2k

)1/2
,
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‖g(n)‖L2(γR) =
(

+∞
∑

k=−∞

α2
k,mα

2
k,n

(r2k + hα2
k,nR

2(k−n))2
|ζ|2(k−m)R2(k−n)

)1/2
.

Таким образом, функция g принадлежит H2,2
n (Cr,R).

В дальнейшем будем считать, что параметры ζ и ρ связаны условием |ζ| = ρ. Для C(γρ)-
нормы g(m) на промежуточной окружности γρ имеет место представление

‖g(m)‖C(γρ) = g(m)(ζ, ζ) =
+∞
∑

k=−∞

α2
k,m

r2k + hα2
k,nR

2(k−n)
|ζ|2(k−m).

Введем обозначения:

w(h) =
‖g(m)‖C(γρ)

‖g(n)‖L2(γR)

, d(h) =
‖g‖L2(γr)

‖g(n)‖L2(γR)

, n(h) = ‖g‖L2(γr)
, u(h) := h‖g(n)‖L2(γR).

Определим оператор Φ[h,m, n, r,R] из R(L2(γr), C(γρ)) соотношением

(Φhf)(ζ) = (Φ[h,m, n, r,R]f)(ζ) :=

+∞
∑

k=−∞

αk,mr
2k

r2k + hα2
k,nR

2(k−n)
ckζ

k−m, (1.10)

в котором коэффициенты ck задаются равенствами

rkck =
1

2π

2π
∫

0

f(reit)e−ikt dt, k ∈ Z,

или, что то же самое, функция f на окружности γr представима как сумма (в смысле про-
странства L2(γr)) ряда

f(z) =

+∞
∑

k=−∞

ckz
k, |z| = r.

Оператор (1.10) можно представить в интегральной форме

(Φhf)(ζ) =
1

2π

2π
∫

0

g(ζ, reit)f(reit) dt. (1.11)

Решения задач (1.2), (1.4) и (1.5) даны в следующей теореме.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения.

(I) Для произвольного δ > 0 существует единственное h > 0 такое, что d(h) = δ и

справедливо равенство

E(δ) = ω(δ) = w(h). (1.12)

Оптимальным методом восстановления оператора ψmγρ на классе Q2
n является опера-

тор Φh, определенный равенством (1.10). Неравенство (1.3) обращается в равенство на

функциях вида cg[h,m, n, r,R](ζ, ·), c ∈ C, h > 0, |ζ| = ρ.

(II) Для произвольного N > 0 существует единственное h > 0 такое, что n(h) = N и

справедливо равенство

E(N) = u(h). (1.13)

Оператором наилучшего приближения оператора ψmγρ множеством B(N) является

оператор Φh, определенный равенством (1.10).
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Функции ω и соответственно Ω не являются элементарными, поэтому выписать явный вид
неравенства (1.3) невозможно. Однако можно записать точное аддитивное неравенство.

Утверждение 1. Для произвольного h > 0 справедливо точное неравенство

‖f (m)‖C(γρ) ≤ n(h)‖f‖L2(γr) + u(h)‖f (n)‖L2(γR), f ∈ H2,2
n (Cr,R). (1.14)

Неравенство (1.14) обращается в равенство на функциях вида cg[h,m, n, r,R](ζ, ·), c ∈ C,
h > 0, |ζ| = ρ.

2. Предварительные утверждения. Случай периодических функций

вещественной переменной

Рассмотрим пару (λ, µ) последовательностей комплексных чисел λ = {λk}
+∞
k=−∞ и µ =

{µk}
+∞
k=−∞, удовлетворяющих следующим условиям:

1) сумма квадратов модулей элементов последовательности λ равна бесконечности, т. е.

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2 = +∞; (2.1)

2) конечна сумма ряда
+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

1 + |µk|2
< +∞. (2.2)

Для s ∈ N обозначим через σs функцию переменной h, h > 0, определяемую равенством

σs(h, λ, µ) =

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
. (2.3)

Лемма 1. Для любого h0 > 0 ряд в правой части (2.3) равномерно сходится на [h0,+∞).
При этом имеют место предельные соотношения

lim
h→+∞

σs(h, λ, µ) = 0, lim
h→+0

σs(h, λ, µ) = +∞. (2.4)

Функция σs дифференцируема на (0,+∞), и справедливо равенство

σ′s(h, λ, µ) = −s σs+1(h, λµ, µ). (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (2.2) следует конечность σ1(h, λ, µ) для всех h > 0.
Действительно, верны соотношения

min{1, h} ≤
1 + h|µk|

2

1 + |µk|2
≤ max{1, h}.

Поэтому ряды
+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

1 + h|µk|2
и

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

1 + |µk|2

сходятся и расходятся одновременно. Рассмотрим произвольные фиксированные числа h0 > 0
и s ∈ N. Для любого h ≥ h0 выполняется неравенство

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
≤

|λk|
2

1 + h0|µk|2
.
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Отсюда по мажорантному признаку Вейерштрасса получаем равномерную сходимость ря-
да (2.3) на полуоси [h0,∞) для произвольных s ∈ N.

Покажем справедливость равенства (2.5). Дифференцируя общий член ряда в (2.3), полу-
чим

d

dh

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
= −s

|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)s+1
.

При этом верно неравенство

s
|λk|

2|µk|
2

(1 + h|µk|2)s+1
≤
s

h

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
,

из которого следует равномерная сходимость на [h0,∞) ряда из производных

−sσs+1(h, λµ, µ) = −s
+∞
∑

k=−∞

|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)s+1
.

Покажем, что имеют место предельные равенства (2.4). Обозначим через SK(h) и RK(h)
частичную сумму и остаток ряда (2.3), т. е.

SK(h) :=
∑

|k|≤K

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
, RK(h) :=

∑

|k|>K

|λk|
2

(1 + h|µk|2)s
, σs(h, λ, µ) = SK(h) +RK(h).

Из равномерной сходимости ряда (2.3) на [h0,+∞), h0 > 0, имеем, что для произвольного
ε > 0 найдется номер K = K(ε) такой, что справедливо неравенство RK(h) < ε/2, h > h0.
Из равенства lim

h→+∞
SK(h) = 0 для частичной суммы следует существование H(ε) > h0 такого,

что для h > H(ε) справедливо неравенство SK(h) < ε/2. Таким образом при h > H(ε) верно
соотношение σs(h, λ, µ) < ε. Это и означает выполнение первого равенства в (2.4).

Перейдем к доказательству второго равенства в (2.4). Из условия (2.1) вытекает, что
для произвольного ε > 0 существует номер K = K(ε) такой, что справедливо неравенство
∑

|k|≤K

|λk|
2 > 2ε. С другой стороны, lim

h→+0
SK(h) =

∑

|k|≤K

|λk|
2. Поэтому найдется H(ε) такое, что

при h < H(ε) верна оценка
∣

∣

∣
SK(h)−

∑

|k|≤K

|λk|
2
∣

∣

∣
< ε. Отсюда заключаем:

σs(h, λ, µ) ≥ SK(h) ≥
∣

∣

∣

∑

|k|≤K

|λk|
2
∣

∣

∣
−
∣

∣

∣
SK(h)−

∑

|k|≤K

|λk|
2
∣

∣

∣
> 2ε− ε = ε.

Значит, справедливо второе равенство в (2.4).
Лемма доказана.

Из определения (2.3) и равенства (2.5) вытекают такие свойства функции σs.

Следствие 1. Функция σs(h, λ, µ) является неотрицательной, убывающей и выпуклой

на (0,+∞).

Введем обозначения:

v(h) =
σ1(h, λ, µ)

σ
1/2
2 (h, λµ, µ)

; d(h) =
σ
1/2
2 (h, λ, µ)

σ
1/2
2 (h, λµ, µ)

;

ν(h) = σ
1/2
2 (h, λ, µ); u(h) = hσ

1/2
2 (h, λµ, µ).

(2.6)

В следующих утверждениях устанавливаются свойства функций v, d, ν и u.
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Лемма 2. Для функций (2.6) на полуоси h ∈ (0,+∞) справедливы равенства

u(h) + ν(h)d(h) = v(h), (2.7)

ν ′(h) = −σ3(h, λµ, µ)σ
−1/2
2 (h, λ, µ), (2.8)

u′(h) = σ3(h, λµ, µ)σ
−1/2
2 (h, λµ, µ), (2.9)

u′(h) + ν ′(h)d(h) = 0. (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из определений (2.3) и (2.6). В самом деле, имеем

u(h) + ν(h)d(h) = σ
−1/2
2 (h, λµ, µ) [hσ2(h, λµ, µ) + σ2(h, λ, µ)].

Для обоснования (2.7) достаточно показать, что выражение в квадратных скобках равно
σ1(h, λ, µ), что видно из следующей цепочки соотношений:

hσ2(h, λµ, µ) + σ2(h, λ, µ) =
+∞
∑

k=−∞

h|λk|
2|µk|

2 + |λk|
2

(1 + h|µk|2)2
=

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

1 + h|µk|2
= σ1(h, λ, µ).

Равенство (2.7) доказано.

Непосредственно вычислив производную функции ν, получаем равенство (2.8). Для про-
изводной функции u имеем

u′(h) = [σ2(h, λµ, µ)− hσ3(h, λµ
2, µ)]σ

−1/2
2 (h, λµ, µ) = σ3(h, λµ, µ)σ

−1/2
2 (h, λµ, µ).

Отсюда верны равенство (2.9) и соотношение

u′(h)

ν ′(h)
= −

σ
1/2
2 (h, λ, µ)

σ
1/2
2 (h, λµ, µ)

= −d(h).

Равенство (2.10) и лемма 2 доказаны.

Из представлений (2.8) и (2.9) производных функций ν и u и следствия 1 вытекает моно-
тонность этих функций на промежутке (0,+∞).

Следствие 2. Функция ν убывает на (0,+∞). Функция u возрастает на (0,+∞).

Исследуем на монотонность функцию d.

Лемма 3. Функция d возрастает на (0,+∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции d2 вычислим производную

(d2)′(h) =

(

σ2(h, λ, µ)

σ2(h, λµ, µ)

)′

=
2(σ2(h, λ, µ)σ3(h, λµ

2, µ)− σ3(h, λµ, µ)σ2(h, λµ, µ))

σ22(h, λµ, µ)
.

Преобразуем числитель последней дроби, обозначив его через A, имеем

A = 2

+∞
∑

k,j=−∞

(

|λk|
2|λj |

2|µj|
4

(1 + h|µk|2)2(1 + h|µj |2)3
−

|λk|
2|λj |

2|µk|
2|µj |

2

(1 + h|µk|2)3(1 + h|µj |2)2

)

= 2

+∞
∑

k,j=−∞

|λk|
2|λj |

2|µj |
2(|µj |

2 − |µk|
2)

(1 + h|µk|2)3(1 + h|µj |2)3
.

Разбиваем последнее выражение на две одинаковых суммы и во второй индексы k, j поменяем
ролями, в результате получим

A =

+∞
∑

k,j=−∞

|λk|
2|λj|

2(|µk|
2 − |µj |

2)2

(1 + h|µk|2)3(1 + h|µj|2)3
> 0.

Следовательно, функция d2 возрастает. Тогда возрастает и функция d.
Лемма доказана.



Оптимальное восстановление на классах аналитических в кольце функций 15

Следствие 3. Если расходится ряд

+∞
∑

k=−∞, µk 6=0

|λk|
2

|µk|2
= +∞, (2.11)

то для произвольного числа δ > 0 существует единственное число hδ > 0 такое, что спра-

ведливо равенство d(hδ) = δ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем вспомогательную функцию pδ(h) = u(h) + δν(h). Функ-
ция pδ дифференцируема на полупрямой (0,+∞), и для ее производной имеет место формула
p′δ(h) = u′(h)+δν ′(h). Если существует точка h = hδ такая, что p′δ(hδ) = 0, то из (2.10) получим
d(hδ) = δ. Покажем, что функция pδ имеет стационарную точку. Используя равенства (2.4) и
(2.6), для произвольного δ > 0 выводим предельное соотношение

lim
h→+0

pδ(h) ≥ δ lim
h→+0

ν(h) = +∞.

С другой стороны, для произвольного K ∈ N верны оценки

pδ(h) ≥ u(h) =

(

+∞
∑

k=−∞

h2|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)2

)1/2

≥
(

K
∑

k=−K

h2|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)2

)1/2
,

lim
h→+∞

pδ(h) ≥ lim
h→+∞

u(h) ≥
(

K
∑

k=−K,µk 6=0

|λk|
2

|µk|2

)1/2
.

Условие расходимости ряда (2.11) влечет равенство lim
h→+∞

pδ(h) = +∞. Тогда существует точ-

ка минимума функции pδ на полупрямой (0,+∞). Возьмем ее в качестве искомой точки hδ.
Единственность точки hδ вытекает из леммы 3.

Следствие доказано.

Рассмотрим функцию φh, задаваемую на периоде T = [0, 2π) суммой тригонометрического
ряда:

φh(t) =
+∞
∑

k=−∞

λk
1 + h|µk|2

eikt. (2.12)

Умножая коэффициенты на элементы последовательностей λ и µ, определим функции

λφh(t) =

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

1 + h|µk|2
eikt, (2.13)

µφh(t) =

+∞
∑

k=−∞

λkµk
1 + h|µk|2

eikt. (2.14)

Вычислим нормы функций (2.12)–(2.14).

Лемма 4. В предположениях (2.1) и (2.2) ряды в правых частях (2.12) и (2.14) сходятся

в пространстве L2(T), при этом

‖φh‖L2(T) = σ
1/2
2 (h, λ, µ), ‖µφh‖L2(T) = σ

1/2
2 (h, λµ, µ);

ряд в правой части (2.13) сходится равномерно на T, при этом

‖λφh‖C(T) = λφh(0) = σ1(h, λ, µ).



16 О.В.Акопян, Р.Р.Акопян

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы вытекает из равенства Парсеваля
и сходимостей рядов, следующих из леммы 1.

Ряд в правой части (2.13) абсолютно равномерно по t на T сходится. Действительно,

∣

∣

∣

|λk|
2

1 + h|µk|2
eikt
∣

∣

∣
=

|λk|
2

1 + h|µk|2
, t ∈ T, k ∈ Z,

и ряд σ1(h, λ, µ) сходится. Неотрицательность коэффициентов ряда (2.13) влечет равенство
max

{

|λφh(t)| : t ∈ T
}

= λφh(0).

Лемма доказана.

С помощью последовательностей λ и µ на функциях ϕ ∈ L2(T) вида

ϕ(t) =
+∞
∑

k=−∞

ϕke
ikt

определим линейные операторы, которые также обозначим как λ и µ равенствами

(λϕ)(t) =
+∞
∑

k=−∞

λkϕke
ikt; (µϕ)(t) =

+∞
∑

k=−∞

µkϕke
ikt.

Лемма 5. Для произвольной функции ϕ ∈ L2(T) такой, что µϕ ∈ L2(T), функция λϕ
принадлежит пространству C(T). При этом для произвольного h > 0 справедливо точное

неравенство

‖λϕ‖C(T) ≤ ν(h)‖ϕ‖L2(T) + u(h)‖µϕ‖L2(T). (2.15)

Неравенство (2.15) обращается в равенство на функциях вида cφh(·− t0), c ∈ C, h > 0, t0 ∈ R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы следует из оценок

∣

∣

∣

+∞
∑

k=−∞

λkϕke
ikt
∣

∣

∣
≤

+∞
∑

k=−∞

|λk||ϕk| =

+∞
∑

k=−∞

|λk||ϕk|

1 + h|µk|2
+ h

+∞
∑

k=−∞

|λk||µk|
2|ϕk|

1 + h|µk|2

≤
(

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2

(1 + h|µk|2)2

)1/2(
+∞
∑

k=−∞

|ϕk|
2
)1/2

+ h
(

+∞
∑

k=−∞

|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)2

)1/2(
+∞
∑

k=−∞

|µk|
2|ϕk|

2
)1/2

= ν(h)‖ϕ‖L2(π) + u(h)‖µϕ‖L2(T). �

В пространстве L2(T) выделим класс Q функций ϕ таких, что функция µϕ также принад-
лежит пространству L2(T) и справедливо неравенство ‖µϕ‖L2(T) ≤ 1. На классе функций Q
рассмотрим три взаимосвязанные задачи для оператора λ.

• Первая задача — это вычисление модуля непрерывности оператора λ на классе Q, опре-
деляемого соотношением

ω̃(δ) = ω̃(δ;λ,Q) := sup
{

‖λϕ‖C(T) : ϕ ∈ Q, ‖ϕ‖L2(T) ≤ δ
}

, δ > 0. (2.16)

Непосредственно из определения (2.16) следует точное неравенство

‖λϕ‖C(T) = ‖µϕ‖L2(T)ω̃
( ‖ϕ‖L2(T)

‖µϕ‖L2(T)

)

. (2.17)
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• Вторая — задача оптимального восстановления значений оператора λ по заданным с
известной L2(T)-погрешностью элементам класса Q. Пусть R(L2(T), C(T)) — множество
всех операторов из L2(T) в C(T). Для отображения τ ∈ R(L2(T), C(T)) и δ > 0 величина

Ũ(δ, τ) = Ũ(δ, τ ;λ,Q) := sup
{

‖λϕ− τϕδ‖C(T) : ϕ ∈ Q, ϕδ ∈ L2(T), ‖ϕ− ϕδ‖L2(T) < δ
}

является погрешностью восстановления оператора λ методом τ на классе Q. Тогда ве-
личина

Ẽ(δ) = inf
{

Ũ(δ, τ) : τ ∈ R(L2(T), C(T))
}

. (2.18)

является величиной оптимального восстановления. Задача состоит в вычислении величи-
ны (2.18) и нахождении метода, на котором достигается нижняя грань, — оптимального
метода восстановления.

• Наконец, третьей задачей является конкретный вариант задачи Стечкина — наилуч-
шее приближение оператора λ линейными ограниченными операторами на классе Q.
Обозначим через B(N ;L2(T), C(T)), N > 0, множество линейных ограниченных опе-
раторов из L2(T) в C(T), норма которых не превосходит числа N. Для оператора
τ ∈ B(N ;L2(T), C(T)) рассмотрим величину

Ũ(τ) = sup
{

‖λϕ− τϕ‖C(T) : ϕ ∈ Q
}

уклонения τ от λ на классе Q. Наилучшим приближением оператора λ множеством
линейных ограниченных операторов B(N ;L2(T), C(T)) называется величина

Ẽ(N) = inf
{

Ũ(τ) : τ ∈ B(N ;L2(T), C(T))
}

. (2.19)

Задача состоит в вычислении величины (2.19) и нахождении оператора, на котором
в (2.19) достигается нижняя грань, т. е. оператора наилучшего приближения.

Как обсуждалось выше, из общих результатов следует, что величины (2.17), (2.18) и (2.19)
связаны равенствами

Ẽ(δ) = ω̃(δ) = inf
{

Ẽ(N) +Nδ : N > 0
}

, δ > 0; (2.20)

Ẽ(N) = sup {ω̃(δ)−Nδ : δ > 0} , N > 0. (2.21)

Определим оператор свертки из L2(T) в C(T) формулой

(τhϕ)(t) =

π
∫

−π

φh(t− θ)ϕ(θ) dθ =
+∞
∑

k=−∞

λkϕk
1 + h|µk|2

eikt, h > 0, (2.22)

в которой функция ϕ ∈ L2(T) — с рядом Фурье (2.12). Оператор τh является линейным огра-
ниченным. Для его нормы верно равенство

‖τh‖L2(T)→C(T) = ‖φh‖L2(T) = σ
1/2
2 (h, λ, µ) = ν(h).

Норма достигается на функциях вида cφh(· − t0), где |c| = σ
−1/2
2 (h, λ, µ), t0 ∈ R. Вычислим

уклонение Ũ(τh) оператора τh от оператора λ на классе Q.

Лемма 6. Для произвольного h > 0 справедливо равенство Ũ(τh) = u(h).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение (2.22) и неравенство Коши — Буняков-
ского, получаем соотношения

‖λϕ− τϕ‖C(T) =
∥

∥

∥

+∞
∑

k=−∞

(

λk −
λk

1 + h|µk|2

)

ϕk e
ikt
∥

∥

∥

C(T)
≤

+∞
∑

k=−∞

h|µk|
2|λk|

1 + h|µk|2
|ϕk|

≤
(

+∞
∑

k=−∞

h2|λk|
2|µk|

2

(1 + h|µk|2)2

)1/2(
+∞
∑

k=−∞

|µk|
2|ϕk|

2
)1/2

= u(h)‖µϕ‖L2(T).

На функциях cφh(· − t0), c ∈ C, t0 ∈ R, неравенства обращаются в равенство.

Лемма доказана.

Теперь из леммы 6, определения (2.19), равенства (2.20) и леммы 2 получаем утверждение.

Следствие 4. Для произвольного h > 0 справедливы неравенства

Ẽ(ν(h)) ≤ u(h), (2.23)

ω̃(d(h)) ≤ u(h) + ν(h)d(h) = v(h). (2.24)

Неравенства (2.23) и (2.24) являются на самом деле равенствами. Более точно, справедливо
следующее утверждение.

Теорема 2. (1) Для произвольного h > 0 справедливо равенство

Ẽ(d(h)) = ω̃(d(h)) = v(h). (2.25)

Оптимальным методом восстановления оператора λ на классе Q является опера-

тор τh, определенный равенством (2.22). Неравенство (2.17) обращается в равенство

на функциях вида cφh(·− t0), c ∈ C, h > 0, t0 ∈ R. При этом если справедливо (2.11), то

для произвольного δ > 0 существует единственное h > 0 такое, что d(h) = δ.

(2) Для произвольного N > 0 существует единственное h > 0 такое, что ν(h) = N и

имеет место равенство

Ẽ(N) = u(h). (2.26)

Оператором наилучшего приближения оператора λ множеством B(N) является опе-

ратор τh, определенный равенством (2.22).

3. Доказательство основных утверждений

3.1. Доказательство теоремы 2

Существование и единственность решения уравнения d(h) = δ для всех δ > 0 при усло-
вии (2.11) доказаны в следствии 3.

Из предельных соотношений (2.4) леммы 1 и следствия 2 имеем, что функция ν убывает
на полупрямой (0,+∞) от +∞ до нуля. Отсюда следуют существование и единственность
решения уравнения ν(h) = N для любого N > 0.

Покажем справедливость равенства (2.25). Функция cφh(· − t0), c = ‖µφh‖
−1
L2(T)

, при любом

h > 0 и t0 ∈ R принадлежит классу Q. Из леммы 4 следуют равенства ‖cλφh‖C(T) = v(h)
и ‖cφh‖L2(T) = d(h). Из чего по определению (2.16) получаем неравенство ω̃(d(h)) ≥ v(h).
Последнее неравенство, равенство (2.20) и оценка (2.24) дают цепочку соотношений v(h) ≤
Ẽ(d(h)) = ω̃(d(h)) ≤ v(h), которая доказывает (2.25).

Убедимся в справедливости (2.26). Объединяя равенство (2.7) леммы 2, равенство (2.25),
соотношение (2.21) и неравенство (2.23) следствия 4, получим

u(h) = v(h)− ν(h)d(h) = ω̃(d(h)) − ν(h)d(h) ≤ E(ν(h)) ≤ u(h).

Равенство (2.26) и теорема 2 доказаны.
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3.2. Доказательство теоремы 1 и утверждения 1

Рассмотрим конкретную пару последовательностей (λ, µ), определяемых равенствами

λk = αm,kρ
k−mr−k, µk = αn,kR

k−nr−k, k ∈ Z.

Таким образом, выбранные последовательности λ и µ удовлетворяют условиям (2.2) и (2.11)
(следовательно, и (2.1)). Для функции f ∈ H2,2

n (Cr,R) и ее предельных значений ϕ на окруж-
ности γr, связанных равенством

f(reit) =

+∞
∑

k=−∞

ckr
keikt =

+∞
∑

k=−∞

ϕke
ikt = ϕ(t), ckr

k = ϕk, k ∈ Z,

получаем соотношения

λϕ(t) =
+∞
∑

k=−∞

αm,kρ
k−mr−kϕke

ikt = eimt
+∞
∑

k=−∞

αm,kckρ
k−mei(k−m)t = eimtf (m)(ρeit),

µϕ(t) =
+∞
∑

k=−∞

αn,kR
k−nr−kϕke

ikt = eint
+∞
∑

k=−∞

αm,kckR
k−nei(k−n)t = eintf (n)(Reit).

Значит, функция f принадлежит классу Q2
n тогда и только тогда, когда функция ϕ принад-

лежит классу Q. При этом справедливо равенство

(λϕ)(t) = eimt(ψmρ f)(ρe
it).

Соответственно, функции (1.9) и (2.12), операторы (1.10)–(1.11) и (2.22) связаны соотношени-
ями

φh(t− t0) = e−imt0g[h,m, n, r,R](ρeit0 , reit),

(τhϕ)(t) = eimt(Φ[h,m, n, r,R]f)(ρeit).

Отсюда и из теоремы 2 получим утверждение теоремы 1, а из леммы 5 — утверждение 1.

3.3. Дополнительные утверждения

Утверждение, аналогичное теореме 1, верно и в предельном случае ρ = R, но уже не для
всех значений параметров m и n.

Утверждение 2. В случае r ≤ ρ = R при m < n для величин (1.2), (1.4) и (1.5) для

произвольного h > 0 справедливы равенства

E(d(h)) = ω(d(h)) = w(h), E(n(h)) = u(h).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится аналогично доказательству теоремы 1. �

Отметим, что в этом случае условие (2.2) справедливо только при m < n, а условие (2.11) не
выполняется.

Утверждение 3. Для произвольных m,n ∈ Z+ и h > 0 для функции g = g[h,m, n, r,R],
определенной равенством (1.9), справедливо соотношение

g[h,m, n, r,R](ζ, z) =
∂m

∂ζ
m g[h, 0, n, r,R](ζ, z), ζ, z ∈ Cr,R.

Как следствие, для оператора Φh = Φ[h,m, n, r,R], определенного равенствами (1.10), (1.11),
имеет место соотношение

(Φ[h,m, n, r,R]f)(ζ) =
∂m

∂ζm
(Φ[h, 0, n, r,R]f)(ζ), f ∈ H2,2

n (Cr,R), ζ ∈ Cr,R.



20 О.В.Акопян, Р.Р.Акопян

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 3 несложно получить из определения (1.9) функ-
ции g путем почленного дифференцирования степенного ряда. �

В следующем утверждении приведена формула, выражающая производную порядка m
(m ≥ 0) аналитической функции класса H2,2

n (Cr,R) через предельные значения функции и
производной порядка n на граничных окружностях.

Утверждение 4. Для произвольных m,n ∈ Z+ и h > 0 для произвольной функции f ∈
H2,2
n (Cr,R) справедливо равенство

f (m)(ζ) =
1

2π

2π
∫

0

g(ζ, reit) f(reit) dt+
h

2π

2π
∫

0

g(n)(ζ,Reit) f (n)(Reit) dt, ζ ∈ Cr,R, (3.1)

в котором функция g = g[h,m, n, r,R] определена соотношением (1.9), а g(n) — ее производная

(по переменной z) порядка n.

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 4 получим, вычислив интегралы в (3.1):

1

2π

2π
∫

0

g(ζ, reit) f(reit) dt+
h

2π

2π
∫

0

g(n)(ζ,Reit) f (n)(Reit) dt

=
+∞
∑

k=−∞

αk,m

r2k + hα2
k,nR

2(k−n)
ζk−mckr

2k + h
+∞
∑

k=−∞

αk,m

r2k + hα2
k,nR

2(k−n)
ζk−mα2

k,nckR
2(k−n)

=
+∞
∑

k=−∞

αk,mckζ
k−m = f (m)(ζ). �

З а м е ч а н и е. Для произвольных m,n ∈ Z+ модуль непрерывности (1.2) (и совпа-
дающая с ним величина оптимального восстановления (1.4)) являются дифференцируемыми
функциями переменной δ на полупрямой (0,+∞).

Авторы выражает благодарность профессору В.В.Арестову за внимание к работе и полез-
ные обсуждения результатов.
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