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Рассматривается задача оптимального управления для линейной системы с постоянными коэффици-
ентами с интегральным выпуклым критерием качества, содержащим два малых параметра (один — при
интегральном слагаемом, другой — в начальных условиях), в классе кусочно–непрерывных управлений с
гладкими геометрическими ограничениями. Такие задачи называются задачами с “дешевым” управлени-
ем. Показано, что предельной задачей будет задача с терминальным критерием качества. Утверждается,
что если предельная задача фактически одномерна, а исходная — нет, то асимптотика решения может
носить сложный характер. В частности, может не раскладываться в асимптотический ряд в смысле Пу-
анкаре ни по какой асимптотической последовательности рациональных функций от малого параметра и
логарифмов от него.
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Введение

Рассматривается задача оптимального управления [1–3] для линейной системы с посто-
янными коэффициентами в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометриче-
скими ограничениями. Критерий качества содержит терминальное слагаемое и интегральное
слагаемое с малым множителем перед управлением. Начальные данные также имеют малое
возмущение.

В работах, посвященных сингулярно возмущенным задачам управления, такие задачи на-
зываются задачами с “дешевым” управлением (см., например, обзоры [4–6]), поскольку харак-
теризуются близостью к вырожденной задаче в смысле принципа максимума Понтрягина. Но,
(см., например, статьи [7–9]) в опубликованных работах при анализе линейно-квадратичных
задач с дешевым управлением строится асимптотика решения только при условии отсутствия
ограничений на оптимальное управление.

При стремлении малого параметра к нулю исходная задача с “дешевым” управлением сво-
дится к задаче оптимального управления с терминальным критерием качества. Отметим, что
в предельной задаче оптимальное управление может иметь разрывы, в то время как у исход-
ной задачи оптимальное управление непрерывно во всех точках. Асимптотика оптимального
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управления находится через построение асимптотики определяющего вектора. Для задач быст-
родействия в такой ситуации возможно появление сложных асимптотических разложений (см.,
например, [10; 11]). В статье [12] решение задачи оптимального управления с интегральным
выпуклым критерием качества и “дешевым” управлением, вообще говоря, более регулярно за-
висит от малого параметра в случае разрывного управления предельной задачи, чем задача
быстродействия в такой же ситуации.

В отличие от [12] в данной статье кроме дешевого управления рассматривается и возмуще-
ние начальных данных, что приводит к сложному виду асимптотики определяющего вектора
(аналогичному виду асимптотики в [10;11]).

1. Постановка задачи и определяющие соотношения

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления в классе кусочно-непрерывных
управлений:

ẋε,µ = Axε,µ +Buε,µ, t ∈ [0, T ], ‖uε,µ‖ 6 1, xε,µ(0) = x0 + µf, x0 6= 0 6= f, (1.1)

где xε,µ ∈ R
n, uε,µ ∈ R

m, A, B — постоянные матрицы соответствующей размерности с инте-
гральным выпуклым критерием качества

Jε,µ(u) :=
1

2
‖xε,µ(T ;u)‖2 +

ε

2

T∫

0

‖u(t)‖2 dt → min; (1.2)

здесь ‖ · ‖ — евклидова норма в соответствующем конечномерном векторном пространстве,
x0 и f — известные векторы, xε,µ(·;u) — решение системы (1.1) при заданном управлении u(·),
а ε > 0 и µ > 0 малые параметры.

Предположение 1. Пара матриц (A,B) вполне управляема.

Как и в [12, разд. 1], оптимальное управление uε,µ(t) в задаче (1.1), (1.2) имеет вид

uε,µ(T − t) =
C∗(t)lε,µ

Sε (‖C∗(t)lε,µ‖)
, Sε(ξ) :=

{
ε, 0 6 ξ 6 ε,

ξ, ξ > ε,

где C(t) := eAtB, а вектор lε,µ есть единственное решение уравнения

0 = −∇ϕ∗(−l) + eAT (x0 + µf) +

T∫

0

C(t)C∗(t)l

Sε (‖C∗(t)l‖)dt. (1.3)

Здесь ϕ(x) = ‖x‖2/2, ϕ∗ = ϕ — функция, сопряженная к ϕ в смысле выпуклого анализа
(см., например, [13, § 12]). Поэтому ∇ϕ∗(−l) = −l.

Таким образом, уравнение (1.3) запишем как

−lε,µ = eAT (x0 + µf) +

T∫

0

C(t)C∗(t)lε,µ
Sε (‖C∗(t)lε,µ‖)

dt. (1.4)

Отметим, что при всех lε,µ и t ∈ [0, T ]

∥∥∥∥
C∗(t)lε,µ

Sε (‖C∗(t)lε,µ‖)

∥∥∥∥ 6 1.
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О п р е д е л е н и е 1. Вектор lε,µ — решение уравнения (1.4) — назовем определяющим

вектором в задаче (1.1), (1.2).

Наряду с задачей (1.1), (1.2) рассмотрим следующую задачу оптимального терминального
управления:

ẋ0 = Ax0 +Bu0, t ∈ [0, T ], ‖u0‖ 6 1, x0(0) = x0, J0(u) :=ϕ(x0(T ;u)) → min . (1.5)

Здесь ϕ и x0 те же, что и в задаче (1.1), (1.2).
Отметим, что

xε,µ(T ;u) = x0(T ;u) + µeAT f =: x0(T ;u) + µf̃. (1.6)

В силу принципа максимума (см., например, [14, п. 6.1.3, теорема]) l0 — значение сопря-
женной переменной — в момент времени T удовлетворяет равенству

−l0 = ∇ϕ(x0(T ;uopt0 )) = x0(T ;u
opt
0 ), (1.7)

где uopt0 — оптимальное управление в задаче (1.5). При этом если l0 6= 0, то единственное
оптимальное управление uopt0 задается соотношением

uopt0 (T − t) =
C∗(t)l0

‖C∗(t)l0‖
,

а вектор l0 согласно (1.7) есть единственное решение уравнения

−l0 = eATx0 +

T∫

0

C(t)C∗(t)l0
‖C∗(t)l0‖

dt.

Отметим, что l0 = 0 тогда и только тогда, когда в задаче (1.5) ограничения на управление
не по существу. В этом случае оптимальное управление, вообще говоря, не единственно.

О п р е д е л е н и е 2. В случае l0 6= 0 вектор l0 естественно назвать определяющим век-

тором в задаче (1.5).

Теорема 1. Пусть lε,µ — определяющий вектор в задаче (1.1), (1.2), 0 6= l0 — определяю-

щий вектор в задаче (1.5), Jε,µ := Jε,µ(u
opt
ε,µ ), а J0 := J0(u

opt
0 ).

Тогда Jε,µ → J0 и lε,µ → l0 при ε+ µ→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения uoptε,µ и uopt0 справедливо неравенство

J0 = ϕ(x0(T ;u
opt
0 )) 6 ϕ(x0(T ;u

opt
ε,µ ))

(1.2)

6 Jε,µ +
(
ϕ(x0(T ;u

opt
ε,µ ))− ϕ(xε,µ(T ;u

opt
ε,µ ))

)

6 Jε,µ(u
opt
0 ) +

(
ϕ(x0(T ;u

opt
ε,µ))− ϕ(xε,µ(T ;u

opt
ε,µ))

)

(1.2),(1.6)

6 J0(u
opt
0 ) +

(
ϕ(x0(T ;u

opt
ε,µ ))− ϕ(xε,µ(T ;u

opt
ε,µ ))

)
+

(
ϕ(xε,µ(T ;u

opt
0 ))− ϕ(x0(T ;u

opt
0 ))

)
+
εT

2
.

Таким образом, верно неравенство

J0 6 Jε,µ + γε,µ 6 J0 + γε,µ + δε,µ +
εT

2
, (1.8)

где

γε,µ :=
(
ϕ(x0(T ;u

opt
ε,µ ))− ϕ(xε,µ(T ;u

opt
ε,µ ))

)
, δε,µ :=

(
ϕ(xε,µ(T ;u

opt
0 ))− ϕ(x0(T ;u

opt
0 ))

)
.

Пусть Ξµ — множество достижимости системы (1.1) из x0 + µf в момент времени T . По-

скольку эти множества — компакты и Ξµ ⊂ Ξ0+B[0, µ‖f̃‖], то при условии µ ∈ [0, 1] все точки
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x0(T ;u
opt
ε,µ ), xε,µ(T ;µ, u

opt
ε,µ ), xε,µ(T ;µ, u

opt
0 ) и x0(T ;u

opt
0 ) лежат в компакте Ξ0 + B[0, ‖f̃‖]. Здесь

B[0, r] — замкнутый шар радиуса r с центром в точке 0.

Но на этом компакте функция ϕ липшицева, т. е. существует такая константа L > 0, что
при всех x1, x2 ∈ Ξ0 +B[0, ‖f̃‖] справедливо неравенство |ϕ(x1)−ϕ(x2)| 6 L‖x1 − x2‖. Отсюда
в силу (1.6) следует |γε,µ| 6 Lµ‖f̃‖ и |δε,µ| 6 Lµ‖f̃‖. Поэтому, переходя в (1.8) к пределу при
ε+ µ→ 0, получим

Jε,µ → J0 при ε+ µ→ 0. (1.9)

Пусть теперь x̃ — произвольная предельная точка xε,µ(T ;u
opt
ε,µ) при ε+ µ→ 0, т. е.

xk :=xεk,µk
(T ;uoptεk,µk

) → x̃

для некоторых последовательностей {εk} и {µk} таких, что εk → 0 и µk → 0.

Тогда xk = x̃k + µkf̃ , где x̃k ∈ Ξ0. Поэтому x̃k = xk − µkf̃ → x̃ и x̃ ∈ Ξ0 в силу компактно-
сти Ξ0.

С учетом (1.2) и непрерывности ϕ имеем Jεk,µk
→ ϕ(x̃), а согласно (1.9) справедливо ра-

венство ϕ(x̃) = J0 = ϕ(x0(T ;u
opt
0 )); т. е. x̃ — точка минимума функции ϕ на компакте Ξ0.

Поскольку ϕ строго выпуклая, а компакт Ξ0 выпуклый, то такая точка единственная. Поэто-
му x̃ = x0(T ;u

opt
0 ) и, тем самым,

xε,µ(T ;u
opt
ε,µ ) → x0(T ;u

opt
0 ) при ε+ µ → 0.

Теперь в силу непрерывности ∇ϕ получим итоговое соотношение

lε,µ = −∇ϕ(xε,µ(T ;uoptε,µ )) → −∇ϕ(x0(T ;uopt0 )) = l0 при ε+ µ→ 0.

Теорема доказана.

Отметим, что доказанная теорема справедлива для любой строго выпуклой и дифферен-
цируемой на R

n функции ϕ.

Если ‖C∗(t0)l0‖ = 0 при t0 ∈ (0, T ), то оптимальное управление в предельной задаче (1.5)
терпит разрыв в точке t0, в то время как оптимальное управление в задаче (1.1), (1.2) непре-
рывно при всех t ∈ [0, T ]. Такая ситуация для задачи быстродействия при возмущении началь-
ных данных приводит к сложной асимптотике определяющего вектора (см. [10; 11]).

Покажем, что и для рассматриваемой задачи (1.1), (1.2) ситуация аналогична, т. е. опре-
деляющий вектор lε,µ даже при µ = ε не раскладывается в асимптотический ряд в смысле
Пуанкаре ни по какой асимптотической последовательности рациональных функций от мало-
го параметра ε и логарифмов от него.

Следующая часть работы посвящена доказательству этого факта.

2. Пример задачи (1.1), (1.2) со сложной асимптотикой
определяющего вектора

Рассмотрим задачу (1.1), (1.2) при следующих условиях:

n = 3, T = 3, µ = ε,

A =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 , B =




0 0
1 0
0 1


 , x0 =




−9/2
0
0


 , f =




0
0
1


 .

(2.1)
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В этом случае

eAt =




1 t 0
0 1 0
0 0 1


 , C(t) := eAtB =




t 0
1 0
0 1


 ,

C∗(t)l = C∗(t)




l1
l2
l3


 =

(
tl1 + l2
l3

)
, C(t)C∗(t)l =




t(tl1 + l2)
tl1 + l2
l3


 .

(2.2)

Определяющим вектором в предельной задаче в рассматриваемом случае является вектор
l0: l1,0 = 1, l2,0 = −1, l3,0 = 0, ‖C∗(t)l0‖ = |t− 1| и ‖C∗(1)l0‖ = 0.

Уравнение для определяющего вектора lε в силу (2.2) принимает вид




−l1,ε = x01 +

3∫

0

t(tl1,ε + l2,ε)

Sε

(√
(tl1,ε + l2,ε)2 + l23,ε

)dt,

−l2,ε =
3∫

0

tl1,ε + l2,ε

Sε

(√
(tl1,ε + l2,ε)2 + l23,ε

)dt,

−l3,ε = ε+

3∫

0

l3,ε

Sε

(√
(tl1,ε + l2,ε)2 + l23,ε

)dt.

(2.3)

По теореме 1 l1,ε → 1, l2,ε → −1, а l3,ε → 0 при ε→ 0.
Введем обозначения:

l1,ε := 1 + λε, λε → 0, βε :=(l2,ε/l1,ε) → −1, βε :=−1 + γε, γε → 0,

ρε :=(l3,ε/l1,ε) → 0 при ε→ 0.
(2.4)

В дальнейшем для сокращения записи индекс ε будем часто опускать. Тогда (tl1+l2)
2+l23 =

l21((t+ β)2 + ρ2).
Поэтому, сделав замену переменной τ := t+ β в интегралах из (2.3), получим

−l1




1
β
ρ


 =




x01
0
ε


+ l1

3+β∫

β




(τ − β)τ
τ
ρ


 d τ

Sε

(
l1
√
τ2 + ρ2

) (2.5)

(отметим, что l1,ε > 0 при малых ε > 0).

Найдем точки смены вида управления в (2.5) из уравнения l1
√
τ2 + ρ2 = ε:

τ1,2 = ∓ δ

l1
, где δ :=

√
ε2 − l21ρ

2, ε2 = δ2 + l21ρ
2. (2.6)

Отсюда
0 6 l1|ρ| 6 ε, δ = O(ε), ρ = O(ε) при ε→ 0.

С учетом вида управления при различных τ система (2.5) примет вид




−l1 = x01 +

τ1∫

β

(τ2 − βτ)dτ√
τ2 + ρ2

+ l1

τ2∫

τ1

(τ2 − βτ)dτ

ε
+

3+β∫

τ2

(τ2 − βτ)dτ√
τ2 + ρ2

,

−βl1 =
τ1∫

β

τdτ√
τ2 + ρ2

+ l1

τ2∫

τ1

τdτ

ε
+

3+β∫

τ2

τdτ√
τ2 + ρ2

,

−ρl1 = ε+ ρ

τ1∫

β

dτ√
τ2 + ρ2

+ l1ρ

τ2∫

τ1

dτ

ε
+ ρ

3+β∫

τ2

dτ√
τ2 + ρ2

.

(2.7)
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Все интегралы в (2.7) — табличные, поэтому эту систему можно записать как





−l1 = x01 + (I2(β, τ1) + I2(τ2, β + 3))− β(I1(β, τ1) + I1(τ2, β + 3))

+
l1
3ε

(τ32 − τ31 )−
βl1
2ε

(τ22 − τ21 ),

−βl1 = (I1(β, τ1) + I1(τ2, β + 3)) +
l1
2ε

(τ22 − τ21 ),

− ρl1 = ε+ ρ(I0(β, τ1) + I0(τ2, β + 3)) +
ρl1
ε
(τ2 − τ1).

(2.8)

Здесь

Ik(a, b) :=

b∫

a

τkdτ√
τ2 + ρ2

, и поэтому I0(a, b) = ln |τ +
√
τ2 + ρ2|

∣∣∣
b

a
,

I1(a, b) =
√
τ2 + ρ2

∣∣∣
b

a
, I2(a, b) =

1

2
τ
√
τ2 + ρ2

∣∣∣
b

a
− 1

2
ρ2I0(a, b).

Отметим, что в силу (2.6)

√
τ21,2 + ρ2 =

ε

l1
, τ1,2 +

√
τ21,2 + ρ2 =

ε∓ δ

l1
, τ2 − τ1 =

2δ

l1
, τ22 − τ21 = 0, τ32 − τ31 =

2δ3

l31
. (2.9)

При этом если τ∗,ε = d+ gε, d 6= 0 и gε = o(1) при ε→ 0, то

√
τ2
∗
+ ρ2 = |τ∗|+

ρ2

2|τ∗|
+ F4,1(ρ, g), τ∗

√
τ2
∗
+ ρ2 = τ∗|τ∗|+

ρ2τ∗
2|τ∗|

+ F4,2(ρ, g),

если, дополнительно, d > 0, то

ln(τ∗ +
√
τ2
∗
+ ρ2) = ln(2τ∗) +

ρ2

4τ3
∗

+ F4,3(ρ, g).

Здесь через Fk,i обозначены непрерывные функции малых аргументов, имеющие степенное
асимптотическое разложение по этим аргументам, которое начинается со слагаемых порядка k.

Таким образом, из (2.9) с учетом (2.4) выводим:

I0(β, τ1) + I0(τ2, β + 3) = ln

∣∣∣∣

(
β + 3 +

√
(β + 3)2 + ρ2

)
(ε− δ)

(β +
√
β2 + ρ2)(ε + δ)

∣∣∣∣

= ln

∣∣∣∣

(
β + 3 +

√
(β + 3)2 + ρ2

)
(
√
β2 + ρ2 − β)l1

(ε+ δ)2

∣∣∣∣ = −2 ln(ε+ δ) + ln(8) + ln(l21) + F2,1(λ, γ, ρ);

I1(β, τ1) + I1(τ2, β + 3) =
ε

l1
−

√
β2 + ρ2 − ε

l1
+

√
(β + 3)2 + ρ2 = 3 + β − |β|+ F2,2(λ, γ, ρ);

I2(β, τ1) + I2(τ2, β + 3) = −δε
l21

+
(3 + β)2 − β|β|

2
+ ρ2 ln(ε+ δ) + F2,3(λ, γ, ρ).

Переходя к неизвестным λ, γ, ρ в (2.8), получим систему уравнений





−λ =
2δ3

3ε(1 + λ)2
− δε

(1 + λ)2
+ 2γ + ρ2 ln(ε+ δ) + F2,4(λ, γ, ρ),

λ− γ = 2γ + F2,5(λ, γ, ρ),

−ρ = ε+ ρ ln(8)− 2ρ ln(ε+ δ) +
2ρδ

ε
+ F2,6(λ, γ, ρ).

(2.10)
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Будем искать асимптотическое разложение λε, γε и ρε в виде

λε =

∞∑

k=1

εkλk(ε), γε =

∞∑

k=1

εkγk(ε), ρε =

∞∑

k=1

εkρk(ε), (2.11)

где λk(ε) = O∗(1), γk(ε) = O∗(1), ρk(ε) = O∗(1) при ε→ 0. Здесь запись ψ(ε) = O∗(1) означает,
что для любого α > 0 : εαψ(ε) → 0 при ε→ 0 (см., например, [15, разд. 3]).

Системой первого приближения для (2.10) (λ1, γ1 и ρ1) будет система




ελ1 + 2εγ1 = 0,

ελ1 − 3εγ1 = 0,

ερ1

(
ln(8e) − 2 ln(ε+ δ) +

2δ

ε

)
= −ε.

(2.12)

Из первых двух уравнений системы (2.12) находим λ1 = 0 = γ1.
Последнее уравнение в (2.12) представим как

ρ1

(
ln(8e) − 2 ln(ε+ δ) +

2δ

ε

)
+ 1 = 0.

Будем искать ρ1 в виде −W (ε). Тогда из последнего уравнения в силу (2.6) получим

G(W, ε) =W
(
ln(8e)− 2 ln(ε)− 2 ln(1 +

√
1−W 2) + 2

√
1−W 2

)
−1 = 0, W ∈ [−1; 1]. (2.13)

Покажем, что при всех малых ε > 0 уравнение (2.13) разрешимо единственным образом
на отрезке [0; 1].

Действительно, функция G(·, ε) непрерывна на [0; 1],

G(0, ε) = −1 < 0, G(1, ε) = ln(8e) − 2 ln(ε)− 1 > 0

при всех достаточно малых ε > 0, поэтому есть такое W (ε), что G(W (ε), ε) ≡ 0. Поскольку

∂G

∂W
= ln(8e)− 2 ln(ε)− 2 ln(1 +

√
1−W 2) + 2

√
1−W 2

+
2W 2

√
1−W 2(1 +

√
1−W 2)

− 2
W 2

√
1−W 2

> 0

при всех достаточно малых ε > 0, то это решение единственно. Таким образом, ρ1 = −W (ε) и
W (ε) — не константа. Отметим, что в силу (2.13) величина W (ε) ln(ε) ограничена при ε → 0,
тем самым W (ε) = o(1) и ερ1 = o(ε) при ε→ 0.

Найдем систему второго приближения. Поскольку

δ =
√
ε2 − (−εW (ε) + ε2ρ2)2 = εV (ε) + ε2ρ2

W

V
+ . . . , V :=

√
1−W 2,

ln(ε+ δ) = ln ε+ ln(1 + V ) + ερ2
W

V (1 + V )
+ . . . ,

то система второго приближения (после сокращения на ε2) имеет вид (отметим, что она, как
и системы следующих приближений, линейна относительно своих неизвестных с одной и той
же матрицей системы)





λ2 + 2γ2 = P1(W,V ),

λ2 − 3γ2 = P2(W,V ),

ρ2 (ln(8e)− 2 ln(ε) − 2 ln(1 + V ) + 2V ) = P3(W,V ),

где Pi(W,V ) (i− 1, 2, 3) — известные рациональные функции своих аргументов.
Итак, уже для вторых приближений λ2(ε), γ2(ε) и ρ2(ε) не являются константами.
Нахождение полного асимптотического разложения λε, γε и ρε и его обоснования делается

стандартно (см., например, [15, разд. 5]).
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Теорема 2. Определяющий вектор lε в задаче (1.1), (1.2) при условии (2.1) не расклады-

вается в асимптотический ряд в смысле Пуанкаре по степеням ε при ε → 0. Его асимп-

тотическое разложение есть разложение в смысле Эрдейи относительно асимптотической

последовательности {εk}, порождаемое рядами (2.11). �

Заключение

В задаче из [12] и возмущенная, и предельные задачи были фактически одной размерности,
что привело к регулярному виду асимптотического разложения определяющего вектора.

В настоящей же работе размерности исходной и предельной задач, по существу, разные,
что и отразилось на сложном виде асимптотического разложения определяющего вектора.

Отметим, что если обозначить ln−1(1/ε) через ν → +0, то уравнение (2.13) имеет вид

0 = 2W − ν + νW

∞∑

k=0

wkW
k.

Исходя из этого, применим асимптотический аналог теоремы о функции, заданной неявно
(см., например, [16, теорема 1]); соответственно, W как функция от ν раскладывается при
ν → 0 (ε→ 0) в степенной ряд

W
as
=
ν

2
+

∞∑

k=0

dkν
k =

ln−1(1/ε)

2
+

∞∑

k=0

dk ln
−k(1/ε)

и не представляет собой рациональную функцию от ln(1/ε).

Таким образом, определяющий вектор lε,µ (µ = ε) при ε→ +0 не раскладывается в асимп-
тотический ряд в смысле Пуанкаре ни по какой асимптотической последовательности рацио-
нальных функций от малого параметра ε и логарифмов от него.
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