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В работе исследуется двумерная краевая задача для скалярного эллиптического уравнения второго

порядка общего вида с частой сменой краевых условий. Смена задаётся на малых близко расположенных

частях границы, на которых поочередно выставляются краевое условие Дирихле и нелинейное третье

краевое условие. Распределение и размеры данных отрезков произвольны. Рассматривается случай, когда

при усреднении краевое условие Дирихле полностью пропадает и остаётся только исходное нелинейное

третье краевое условие. Основной результат — оценки на W 1
2 - и L2-нормы разности решений возмущённой

и усреднённой задач, равномерные по L2-норме правой части, характеризующие скорость сходимость.

Показано, что данные оценки точны по порядку малости.
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Введение

Задачи с частой сменой краевых условий – один из классических примеров современной
граничной теории усреднения. Суть возмущения в таких задачах состоит в разбиении границы
области или части границы на мелкие куски, на которых поочередно задаются краевые усло-
вия разного типа, обычно условие Дирихле и второе или третье краевое условие. Вопросам
сходимости таких задач посвящено достаточно много работ, см., например, [1–8]. Классические
результаты описывают вид усредненных краевых задач в зависимости от геометрии чередова-
ния и утверждают сильную или слабую сходимость в W 1

2 или L2 для заданной правой части
уравнения.

В последние 15 лет интерес к задачам с частой сменой краевых условий возник в свя-
зи с интенсивным развитием нового направления, посвященного доказательству операторных

1Работа частично поддержана Чешским грантовым агенством (грант No. 22-18739S) и Министер-
ством просвещения Российской Федерации в рамках государственного задания (соглашение №073-03-
2023-010 от 26.01.2023).
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оценок для задач из теории усреднении. Речь идет о доказательстве сходимости решений воз-
мущенных задач к усредненным равномерно по L2-норме правой части в рассматриваемых
уравнениях. Если в линейном случае такого рода задачи интерпретировались на языке спек-
тральной теории операторов, а решения задач — как действия резольвент, то операторные
оценки фактически устанавливали сходимость резольвент в операторных нормах и давали
оценки скорости сходимости. Для задач с частой сменой краевых условий такие оценки в раз-
личных случаях были установлены в работах [9–13]. В статьях [9–11] исследовались задачи в
плоских бесконечных полосах, на одной из границ которых устраивалась частая смена усло-
вия Дирихле и третьего краевого условия. Смена была либо строго периодической [9;10], либо
близкой к периодической [11]. В качестве дифференциального выражения в уравнении выбира-
лись уравнение Пуассона или магнитный оператор Шрёдингера. В [12;13] уже рассматривались
задачи в произвольных многомерных областях, а смена была существенно непериодической.
В указанных работах были установлены операторные оценки для W 1

2 -нормы разности решений
возмущенных и усредненных задач. В двумерном случае был также получен ряд оценок для
L2-нормы разности решений возмущенных и усредненных задач. При этом факт периодич-
ной или близкой к периодичной структуры чередования в [9–11] использовался по существу.
Вопросы оптимальности полученных оценок в [9–13] не обсуждались.

Совсем недавняя статья [14] вновь посвящена двумерной краевой задаче для уравнения
второго порядка общего вида с частым чередованием условия Дирихле и нелинейного тре-
тьего краевого условия. Чередование задавалось в общем виде без каких-либо предположе-
ний о периодичности и включало в себя широкий класс различных непериодических случаев.
Изучался случай, когда усреднение приводит к краевому условию Дирихле. Были получены
операторные оценки для W 1

2 - и L2-нормы разности решений возмущенных и усредненных за-
дач. В случае L2-нормы скорость сходимости оказывалась выше. Было отдельно показано, что
полученные оценки оптимальны, а именно точны по порядку малости.

В настоящей работе мы продолжаем исследование модели работы [14], но теперь рассмат-
риваем случай, когда при усреднении краевое условие Дирихле пропадает и остается лишь
третье нелинейное краевое условие. Смена краевых условий вновь задается в общем виде и
включает в себя даже более широкий по сравнению с [14] класс различных непериодических
случаев. Основной результат работы — операторные оценки для W 1

2 - и L2-нормы разности
решений возмущенных и усредненных задач, которые оказываются точными по порядку ма-
лости.

1. Задача и результаты

Пусть Ω — плоская область с непустой границей, а Γ — одна из связных компонент ее
границы, имеющая гладкость C2. Компонента Γ может быть конечной или бесконечной; в
первом случае она обязательно замкнута. Символом s обозначим натуральный параметр на Γ,
который меняется по отрезку [s−, s+], причем либо s− и s+ — одновременно конечные числа
либо s± = ±∞. Предполагаем, что кривизна Γ равномерно ограничена.

Через ν = ν(s) обозначим вектор единичной нормали к Γ, направленный внутрь области Ω,
а через τ — расстояние до точки, измеренное вдоль ν(s). Равномерная ограниченность кривиз-
ны гарантирует, что локальные переменные (τ, s) корректно определены в замыкании области
Πτ0 := {x ∈ Ω: dist(x,Γ) < τ0} с некоторым фиксированным τ0 > 0, причем соответствую-
щие якобианы перехода от переменных x к (τ, s) и все производные переменных x по (τ, s) и
переменных (τ, s) по x равномерно ограничены в Πτ0 .

Символом ε обозначим малый положительный параметр и затем на Γ произвольно выберем
семейство точек M ε

k , k ∈ M
ε, которым соответствуют значения sεk натурального параметра s,

где M
ε ⊂ Z — некоторое множество, которое может зависеть от выбора ε. Через aεk, k ∈ M

ε

обозначим семейство положительных чисел и положим Γε :=
⋃

k∈Mε

Γk,ε, γ := ∂Ω \ Γ, где Γk,ε —
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некоторые части кривой Γ, имеющие положительную одномерную меру и удовлетворяющие
вложениям

Γk,ε ⊂
{

x ∈ Γ: s ∈ (sεk − εaεk, s
ε
k + εaεk)

}

. (1.1)

Будем считать, что точки M ε
k и числа aεk выбраны так, что части Γk,ε кривой Γε попарно не

пересекаются.

Пусть Aij = Aij(x), Aj = Aj(x), A0 = A0(x) — заданные на области Ω функции, удовлетво-
ряющие условиям

Aij ∈ W 1
∞(Ω) ∩C1(Πτ0 ∩ Ω), Aj, A0 ∈ L∞(Ω), i, j = 1, . . . , 2,

2
∑

i,j=1

Aij(x)zizj > c0|z|2, x ∈ Ω, z = (z1, z2) ∈ C
2, Aij = Aji,

(1.2)

где c0 > 0 — некоторая константа, не зависящая от x и zi. Функции Aij считаем вещественными,
функции Aj , A0 — комплекснозначными. Через b = b(x, u) обозначим комплекснозначную
функцию в C

n, заданную на Πτ0 × C, принадлежащую пространству W 1
∞(Πτ0 × C) и такую,

что

b(x, 0) = 0,
∣

∣

∣

∂b

∂xi
(x, u)

∣

∣

∣
6 c1|u|, (1.3)

где c1 — некоторая константа, не зависящая от x и u.

Основной объект исследования настоящей работы — это следующая краевая задача:

(Ĥ − λ)uε = f в Ω, uε = 0 на Γε ∪ γ,
∂uε
∂ν

= b( · , uε) на Γ \ Γε; (1.4)

здесь дифференциальное выражение в уравнении имеет вид

Ĥ := −
2

∑

i,j=1

∂

∂xi
Aij(x)

∂

∂xj
+

2
∑

j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+A0(x),

а производная по конормали определяется равенством

∂u

∂ν
:=

2
∑

i,j=1

νiAij
∂

∂xj
, ν = (ν1, ν2).

Целью работы является изучение сходимости решения задачи (1.4) при ε → 0 и получение
оценок скорости сходимости, равномерных по L2(Ω)-норме функции f . В работе рассматрива-
ется случай, когда усреднение в пределе приводит к исчезновению кусков границы с краевым
условием Дирихле. А именно мы предполагаем, что

µ(ε) := − 1

ε ln aε
→ +0, ε → +0, aε := sup

k∈Mε

aεk, (1.5)

и существует число R1 > aε, не зависящее от ε такое, что для любой пары соседних точек sεk,
sεj, k, j ∈ M

ε, выполнено

|sεj − sεk| 6 2R1ε. (1.6)

В данном случае оказывается, что усредненная задача описывается формулой

(Ĥ − λ)u0 = f в Ω, u0 = 0 на γ,
∂u0
∂ν

= b( · , u0) на Γ. (1.7)

Наш первый основной результат можно представить следующим образом.
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Теорема 1. Существует фиксированное вещественное число λ0, не зависящее от ε та-

кое, что при λ, удовлетворяющих неравенству Reλ < λ0, задачи (1.4), (1.7) однозначно раз-

решимы для всех f ∈ L2(Ω) и верна оценка

‖uε − u0‖W 1
2
(Ω) 6 C(ε+ µ)‖f‖L2(Ω); (1.8)

здесь C = C(λ) — некоторая константа, не зависящая от ε и f . Если дополнительно

Aj ∈ W 1
∞(Ω), b(x, u) = b0(x)u, A1ν1 +A2ν2 = 0 на Γ, (1.9)

где b0 ∈ W 1
∞(Πτ0 ∩ Ω) — заданная комплекснозначная функция, то верна оценка

‖uε − u0‖L2(Ω) 6 C(ε3/2 + µ)‖f‖L2(Ω) (1.10)

(C = C(λ) — некоторая константа, не зависящая от ε и f). Оценка (1.8) точна по порядку.

Множитель µ в оценке (1.10) точен по порядку.

Через W̊ 1
2 (Ω,Γε ∪ γ) обозначим подпространство в пространстве Соболева W 1

2 (Ω), состоя-
щее из функций с нулевым следом на Γε ∪ γ. В случае, когда функция b зависит линейно от
u, а именно b(x, u) = b0(x)u, где b0 ∈ W 1

∞(Πτ0 ∩Ω) — заданная функция, решение задачи (1.4)
выражается через резольвенту (Hε − λ)−1f линейного оператора Hε, соответствующего этой
задаче. Этот оператор задается дифференциальным выражением Ĥ и краевыми условиями
из (1.4) с указанной линейной по u функцией b. Он определяется как m-секториальный опе-
ратор в L2(Ω), соответствующий полуторалинейной форме

hε(u, v) :=

2
∑

i,j=1

(

Aij
∂u

∂xj
,
∂v

∂xi

)

L2(Ω)
+

2
∑

j=1

(

Aj
∂u

∂xj
, v
)

L2(Ω)
+ (A0u, v)L2(Ω) + (b0u, v)L2(Γ\Γε)

на области определения D(hε) := W̊ 1
2 (Ω,Γε ∪ γ) в пространстве L2(Ω) в силу первой теоремы

о представлении [15, гл. VI, §2.1]. Аналогично в терминах формы

h0(u, v) :=
2

∑

i,j=1

(

Aij
∂u

∂xj
,
∂v

∂xi

)

L2(Ω)
+

2
∑

j=1

(

Aj
∂u

∂xj
, v
)

L2(Ω)
+ (A0u, v)L2(Ω) + (b0u, v)L2(Γ\Γε)

на области определения D(h0) := W̊ 1
2 (Ω, γ) в пространстве L2(Ω) определяется m-секториаль-

ный оператор, соответствующий задаче (1.7) в случае линейной функции b. Тогда теорема 1
фактически утверждает, что оператор Hε сходится к H0 в смысле равномерной резольвентной
сходимости. Отсюда уже следует сходимость спектров, а в случае самосопряженных опера-
торов — и сходимость спектральных проекторов. Такой результат доказывается практически
дословным воспроизведением доказательств теорем 1.3, 1.4 из работ [16;17], и потому мы при-
водим соответствующие утверждения без доказательств.

Для произвольного компакта K в комплексной полуплоскости Reλ > λ0 обозначим

Λ(K) := sup
λ∈K

|λ− λ0|.

Теорема 2. Спектр оператора Hε сходится к спектру оператора H0. А именно для лю-

бого компакта K при достаточно малых ε верны вложения

σ(Hε) ∩K ⊆
{

λ ∈ K : ‖(H0 − λ)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) >
1

(C(λ0) + 1)Λ2(K)(ε+ µ)

}

;

здесь C( · ) — константа из оценки (1.8), а в случае выполнения условия (1.9) верно вложение

σ(Hε) ∩K ⊆
{

λ ∈ K : ‖(H0 − λ)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) >
1

(C(λ0) + 1)Λ2(K)(ε3/2 + µ)

}

,

где C( · ) — константа из оценки (1.10).
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Через P[α,β](H) обозначим спектральный проектор произвольного самосопряженного опе-
ратора H, соответствующий отрезку [α, β] вещественной прямой.

Теорема 3. Пусть операторы Hε, H0 самосопряжены. Тогда для любого компакта K,

лежащего в комплексной полуплоскости Reλ > λ0, при достаточно малых ε выполнено вло-

жение

σ(Hε) ∩K ⊆
{

λ ∈ K ∩ R : dist(λ, σ(H0) ∩K) 6 (C(λ0) + 1)Λ2(K)(ε + µ)
}

с C(λ0) из (1.8), а в случае выполнения условия (1.9) верно вложение

σ(Hε) ∩K ⊆
{

λ ∈ K ∩ R : dist(λ, σ(H0) ∩K) 6 (C(λ0) + 1)Λ2(K)(ε3/2 + µ)
}

,

с константой C(λ0) из (1.10). Для произвольных вещественных α < β таких, что α, β /∈
σ(H0

D), верна сходимость соответствующих спектральных проекторов

∥

∥P[α,β](Hε)− P[α,β](H0)
∥

∥

L2(Ω)→L2(Ω)
→ 0, ε → +0.

Кратко обсудим основные результаты работы. Возмущенная задача (1.4) формулируется
для скалярного уравнения второго порядка общего вида. Смена краевых условий задается на
части границы Γ и описывается множествами Γk,ε, на которых ставится краевое условие Дири-
хле, в то время как на оставшейся части границы Γ выставляется нелинейное третье краевое
условие с нелинейностью b(x, u). Единственное условие для множеств Γk,ε — вложения (1.1),
при этом сами множества Γk,ε не обязательно связны и могут иметь достаточно причудливую
структуру. Это позволяет включить в рассмотрение широкий класс непериодический чередо-
ваний. Условие (1.5) выделяет случай, когда при усреднении участки границы Γk,ε с краевым
условием Дирихле пропадают и в пределе остается только третье краевое условие. Основной
результат — оценки скорости сходимости (1.8), (1.10), равномерные по L2(Ω)-норме правой
части уравнения в (1.4). Первая из этих оценок — для W 1

2 (Ω)-нормы разности решений возму-
щенной и усредненной задач со скоростью сходимости (ε+µ). Отдельно показывается, что она
точна по порядку малости, т. е. является неулучшаемой. Оценка (1.10) дает схожий резуль-
тат, но уже для L2(Ω)-нормы разности решений возмущенной и усредненной задач. Поскольку
оцениваемая норма слабее по сравнению с (1.8), скорость сходимости здесь ожидаемо выше,
а именно вместо ε присутствует ε3/2. Слагаемое µ остается без изменений и показано, что оно
точное по порядку. Вопрос о точности слагаемого ε3/2 остался открытым.

В частном случае, когда третье краевое условие в (1.4) линейно, решения и возмущенной, и
усредненной задач можно понимать как действие резольвент соответствующих линейных опе-
раторов Hε и H0, которые вводятся после теоремы 1. Тогда оценки (1.8), (1.10) оказываются
операторными оценками, описывающими сходимость этих резольвент в соответствующих опе-
раторных нормах. А именно в случае (1.8) разность резольвент рассматривается как оператор,
действующий из L2(Ω) в W 1

2 (Ω), в то время как в случае оценки (1.10) эта разность рассмат-
ривается как оператор в L2(Ω). Эти оценки позволяют установить стандартную сходимость
спектров, а в самосопряженном случае также удается показать и сходимость спектральных
проекторов (см. теоремы 2, 3).

2. Разрешимость задач

В настоящем разделе мы доказываем разрешимость задач (1.4), (1.7), утверждаемую в
теореме 1. Определим вспомогательную полуторалинейную форму

h(u, v) :=
2

∑

i,j=1

(

Aij
∂u

∂xj
,
∂v

∂xi

)

L2(Ω)
+

2
∑

j=1

(

Aj
∂u

∂xj
, v
)

L2(Ω)
+ (A0u, v)L2(Ω)
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на области определения W̊ 1
2 (Ω, γ) в пространстве L2(Ω). Обобщенным решением задачи (1.4)

называется функция uε ∈ D(hελ) := W̊ 1
2 (Ω,Γε ∪ γ), удовлетворяющая тождеству

hελ(uε, v) = (f, v)L2(Ω), hελ(u, v) := h(u, v) + (b( · , u), v)L2(Γ\Γε) − λ(u, v)L2(Ω), (2.1)

для всех v ∈ W̊ 1
2 (Ω,Γε ∪ γ). Обобщенное решение задачи (1.7) — это функция u0 ∈ D(h0λ) :=

W̊ 1
2 (Ω, γ), удовлетворяющая тождеству

h0λ(u, v) = (f, v)L2(Ω), h0λ(u, v) := h(u, v) + (b( · , u), v)L2(Γ\Γε) − λ(u, v)L2(Ω) (2.2)

для всех v ∈ W̊ 1
2 (Ω, γ).

Согласно общим результатам о монотонных операторах из [18, гл. VI, § 18.4; 19, гл. 1, § 1.20]
для проверки однозначной разрешимости обеих задач достаточно убедиться в справедливости
следующих трех условий.

1. Для любых u, v, w ∈ D(hδλ) функция t 7→ hδλ(u+ tv, w) непрерывна.

2. Для любых u, v ∈ D(hδλ), u 6= v выполнено Re
(

hδλ(u, u− v)− hδλ(v, u− v)
)

> 0.

3. Справедливо соотношение
Re hδλ(u, u)

‖u‖W 1
2
(Ω)

→ +∞, ‖u‖W 1
2
(Ω) → +∞.

где для задачи (1.4) следует выбирать δ = ε, а для задачи (1.7) полагаем δ = 0.

Для проверки этих условий приведем стандартную оценку

‖u‖2L2(Γ)
6 ǫ‖∇u‖2L2(Ω) + C(ǫ)‖u‖2L2(Ω) (2.3)

для произвольного фиксированного ǫ > 0 с некоторой константой C(ǫ), не зависящей от u ∈
W 1

2 (Ω). Также отметим, что из принадлежности b ∈ W 1
∞(Πτ0 × C) сразу следует, что

|b(x, u1)− b(x, u2)| 6 c2|u1 − u2|

для почти всех x, u1, u2 с константой c1, не зависящей от x, u1, u2. Тогда из условия (1.3)
вытекает, что

|b(x, u)| 6 c2|u|. (2.4)

Используя последнюю оценку и (2.3), на основе неравенства Коши — Буняковского элемен-
тарно можно доказать, что

Re h(u, u) >
2c0
3

2
∑

i=1

∥

∥

∥

∂u

∂xi

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+ C‖u‖2L2(Ω),

∣

∣(b( · , u), u)L2(Γ\Γε)

∣

∣ 6
c0
6

2
∑

i=1

∥

∥

∥

∂u

∂xi

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+C‖u‖2L2(Ω),

∣

∣(b( · , u), u)L2(Γ)

∣

∣ 6
c0
6

2
∑

i=1

∥

∥

∥

∂u

∂xi

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+ C‖u‖2L2(Ω),

∣

∣(b( · , u) − b( · , v), u − v)L2(Γ\Γε)

∣

∣ 6
c0
6

2
∑

i=1

∥

∥

∥

∂

∂xi
(u− v)

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+ C‖u− v‖2L2(Ω),

∣

∣(b( · , u) − b( · , v), u − v)L2(Γ)

∣

∣ 6
c0
6

2
∑

i=1

∥

∥

∥

∂

∂xi
(u− v)

∥

∥

∥

2

L2(Ω)
+ C‖u− v‖2L2(Ω),
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где C — некоторая константа, возможно отрицательная, не зависящая от u ∈ W 1
2 (Ω) и ε.

Используя эти оценки, несложно показать, что существует вещественное λ0, такое что для
λ ∈ C, удовлетворяющих условию Reλ < λ0, выполнены оценки

Re
(

h(u, u) − λ‖u‖L2(Ω)

)

> C‖u‖2
W 1

2
(Ω)

Re
(

hελ(u, u− v)− hελ(v, u − v)
)

> C‖u− v‖2
W 1

2
(Ω)

, Re hελ(u, u) > C‖u‖2
W 1

2
(Ω)

,

Re
(

h0λ(u, u− v)− h0λ(v, u − v)
)

> C‖u− v‖2
W 1

2
(Ω)

, Re h0λ(u, u) > C‖u‖2
W 1

2
(Ω)

(2.5)

для всех u, v ∈ W 1
2 (Ω) с положительной константой C, не зависящей от ε, u и v. Условия 2, 3

немедленно следуют из приведенных оценок.
Отметим еще, что из оценок (2.5) для формы h0λ вытекает, что для решения задачи (1.7)

справедливо неравенство
‖u0‖W 1

2
(Ω) 6 C‖f‖L2(Ω), (2.6)

где константа C не зависит от функции f . Отсюда и из оценок в (1.3), (2.4) имеем, что функция
b(x, u0(x)) есть элемент пространства W 1

2 (Πτ0) и верна оценка

‖b( · , u0)‖W 1
2
(Πτ0

) 6 C‖u0‖W 1
2
(Πτ0

) (2.7)

с константой C, не зависящей от u0. Следовательно, правая часть в краевом условии на Γ
в (1.7) является следом функции из W 1

2 (Πτ0), и в силу стандартных теорем о повышении
гладкости решений эллиптических краевых задач и (2.6), (2.7) получаем еще одну оценку с
константой C, не зависящей от u0:

‖u0‖W 2
2
(Ω) 6 C‖f‖L2(Ω). (2.8)

3. Операторные оценки в W
1
2

В настоящем разделе мы доказываем оценку (1.8). Доказательство состоит из несколько
основных этапов, которые далее нам удобно представить в виде отдельных подразделов.

3.1. Граничный корректор и интегральное тождество

В окрестности границы Γ перейдем к локальным переменным (τ, s), введенным в начале
второго раздела. Так как кривая Γ имеет гладкость C2, то ее касательный вектор непре-
рывно дифференцируемый. Ясно, что данный касательный вектор равен (ν2,−ν1), а потому
нормаль ν(s) также непрерывно дифференцируема. Обозначим κ(s) := ν ′1(s)ν2(s)− ν1(s)ν

′
2(s).

Модуль этой функции совпадает с кривизной кривой Γ, а знак зависит от направления ее
выпуклости. Прямыми вычислениями несложно проверить, что

∂

∂x1
= ν1(s)

∂

∂τ
+

ν2(s)

1 + τκ(s)

∂

∂s
,

∂

∂x2
= ν2(s)

∂

∂τ
− ν1(s)

1 + τκ(s)

∂

∂s
.

Положим

L(s) :=

(

ν1(s) ν2(s)
ν2(s) −ν1(s)

)

A(x(s))

(

ν1(s) ν2(s)
ν2(s) −ν1(s)

)

, A(x) :=

(

A11(x) A12(x)
A21(x) A22(x)

)

, (3.1)

где x = x(s) — параметрическое уравнение кривой Γ. В силу условий (1.2) матрица L эрмитова
и положительно определена; для нее тоже выполнено условие эллиптичности из (1.2). Это
означает, что корректно определена и матрица L−1(s), которая также является эрмитовой и
положительной определенной равномерно по s. В силу условий (1.5), (1.6) поэтому существуют
константы R2, R3, R4, не зависящие от ε, aεk и k ∈ M

ε, такие, что выполнены вложения

Γk,ε ⊂ Eε
k,a, Eε

k,a ⊂ Eε
k ⊂ BεR4

(M ε
k) ⊂ Qε

k,
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Eε
k,a :=

{

x : (yk,L
−1(sεk)yk)

1/2 < R2εa
ε
k, τ > 0

}

, Eε
k :=

{

x : (yk,L
−1(sεk)yk)

1/2 < R2ε, τ > 0
}

,

Eε
k :=

{

x : |yk| < R3ε, τ > 0
}

, Br(M) :=
{

x : |x−M | < r
}

,

где обозначено yk :=

(

τ
s− sεk

)

; дополнительно предполагаем, что множества Qε
k, k ∈ M

ε,

попарно не пересекаются. Определим вспомогательную функцию и дифференциальное выра-
жение:

Xε
k(x) :=

lnR2εa
ε
k − ln |L(sεk)yk|
ln aεk

, Lk :=

2
∑

i,j=1

Aij(M
ε
k)

∂2

∂xi∂xj
.

С учетом определения матрицы L в (3.1) прямыми вычислениями несложно проверить, что
введенная функция является решением краевой задачи

LkXk = 0 в Eε
k \ Eε

k,a, Xε
k = 1 на γεk,+,

Xε
k = 0 на γεk,−, ν ·A(M ε

k )∇Xε
k = 0 на γεk,0,

(3.2)

где
γεk,− :=

{

x : |L(sεk)yk| = R2εa
ε
k, τ > 0

}

γεk,+ :=
{

x : |L(sεk)yk| = R2ε, τ > 0
}

γεk,0 :=
{

x : R2εa
ε
k < |L(sεk)yk| < R2ε, τ = 0

}

.

Отметим еще очевидные оценки для функции Xε
k:

|Xε
k| 6 C, |∇xX

ε
k| 6

1

| ln aεk||x−M ε
k |
; (3.3)

здесь константа C не зависит от x, k, ε и aεk.
Упомянутый выше граничный корректор определим следующим образом:

Wε(x) :=



















0 в
⋃

k∈Mε

Eε
k,a,

1 вне
⋃

k∈Mε

Eε
k,

Xε
k(x) в

⋃

k∈Mε

Eε
k \ Eε

k,a.

Укажем, что функция Wε непрерывна всюду и бесконечно дифференцируема вне границ об-
ластей Ek

R2
и Ek

R3
. В силу (3.3) для нее верны оценки

|Wε(x)| 6 C, |∇Wε(x)| 6
C

| ln aεk||x−M ε
k |

в Eε
k \ Eε

k,a, (3.4)

где константа C не зависит от x и ε. Кроме того, очевидным образом выполнено граничное
условие

ν · A(M ε
k)∇Wε = 0 почти всюду на Γ, Wε = 0 на Γε.

Переходим непосредственно к доказательству оценки (1.8). Выберем произвольно f ∈
L2(Ω) и в терминах соответствующих решений задач (1.4), (1.7) введем вспомогательную функ-
цию vε := uε − u0Wε. В силу перечисленных выше свойств функции Wε легко убедиться, что
функция vε является элементом пространства W 1

2 (Ω; Γ\Γε∪γ). То же самое верно и для функ-
ции Wεvε. Отметим еще равенство, которое проверяется непосредственными вычислениями:

h(u,Wεv) = h(uWε, v) + g(u, v), (3.5)

где обозначено

g(u, v) := (A∇u, v∇Wε)L2(Ω) − (uA∇Wε,∇v)L2(Ω) −
2

∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u, v

)

L2(Ω)
. (3.6)
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Выпишем теперь тождество (2.1) с v = vε и тождество (2.2) с v = Wεvε. Затем возьмем разность
полученных равенств и учтем формулу (3.5). Тогда получим

h(vε, vε)− λ‖vε‖2L2(Ω) +
(

b( · , uε)− b( · , u0Wε), vε
)

L2(Γ\Γε)

=
(

b( · , u0),Wεvε
)

L2(Γ)
−

(

b( · , u0Wε), vε
)

L2(Γ\Γε)
+ g(u0, vε) + (f, (1−Wε)vε)L2(Ω). (3.7)

Из второй оценки в (2.5) и определения функции vε сразу следует, что

Re
(

h(vε, vε)− λ‖vε‖2L2(Ω) +
(

b( · , uε)− b( · , (u0 + u1)Wε), vε
)

L2(Γ\Γε)

)

> C‖vε‖2W 1
2
(Ω); (3.8)

здесь и всюду далее через C обозначаем различные несущественные константы, не зависящие
от ε, aεk, x, k, uε, u0, vε и f , но зависящие, вообще говоря, от выбора λ. Ввиду полученного
неравенства наш следующий шаг — оценка правой части равенства (3.7). Это позволит оценить
затем W 1

2 (Ω)-норму функции vε. Для оценки правой части равенства (3.7) нам понадобится
несколько вспомогательных локальных оценок.

3.2. Вспомогательные локальные оценки

Всюду в данном подразделе u — произвольная функция из W 2
2 (Ω), а v — произвольная

функция из W 1
2 (Ω). Также здесь через C обозначаем несущественные константы, не зависящие

от ε, k, aεk, u, v и пространственных переменных.
Функцию v продолжим в область Πτ1 с некоторым τ1 < τ0 по правилу v(τ, s) := v(−τ, s).

Такое продолжение очевидно является элементом пространства W 1
2 (Ω ∪ Πτ1), и верны нера-

венства
‖v( · , s)‖L2(−τ1,0) 6 C‖v( · , s)‖L2(0,τ1),

∥

∥

∥

∂v

∂τ
( · , s)

∥

∥

∥

L2(−τ1,0)
6 C

∥

∥

∥

∂v

∂τ
( · , s)

∥

∥

∥

L2(0,τ1)
,

∥

∥

∥

∂v

∂s
( · , s)

∥

∥

∥

L2(−τ1,0)
6 C

∥

∥

∥

∂v

∂s
( · , s)

∥

∥

∥

L2(0,τ1)
.

Применяя теперь лемму 3.6 из [20] с ωk,ε = Ek,a, немедленно выводим оценку

‖v‖2L2(γε
k,−

) 6 C
(

εaεk| ln aεk|‖∇v‖2L2(BεR4
(Mε

k
)∩Ω) + ε−1aεk‖v‖2L2(BεR4

(Mε
k
)∩Ω)

)

, (3.9)

где BεR4
(M ε

k) — шар радиуса εR4 с центром в точке M ε
k , а R4 — некоторое фиксированное

число, такое что указанные шары покрывают множества Eε
k и попарно не пересекаются.

На множестве Ek перейдем к переменным ξ := ε−1L−1/2(sεk)yk. Тогда функция ṽ(ξ), полу-
чаемая переходом к указанным переменным в функции ξ, является элементом пространства
W 1

2 ({yk : |yk| < R2, τ > 0}), и потому верна элементарная оценка ‖ṽ‖L2({yk : |yk|=R2, τ>0}) 6

C‖ṽ‖W 1
2
({yk : |yk|<R2, τ>0}). Возвращаясь в этой оценке к переменным x, немедленно имеем

‖v‖2L2(γε
k,−

) 6 C
(

ε‖∇v‖2L2(Ek)
+ ε−1‖v‖2L2(Ek)

)

. (3.10)

Дополнительно теперь предположим, что

v = 0 на Γε. (3.11)

Перейдем к переменным ξ := ε−1(aεk)
−1L−1/2(sεk)yk на множестве Ek,a и в функции v и для

соответствующей функции ṽ воспользуемся оценкой

‖ṽ‖L2({yk : |yk|=R2, τ>0}) 6 C‖∇yk ṽ‖L2({yk : |yk|<R2, τ>0}).

Возвращаясь обратно к функции v, выводим неравенство

‖v‖2L2(γε
k,−

) 6 Cεak‖∇v‖2L2(Ek,a)
. (3.12)
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Из равенства

v(x) =

x
∫

τ0

∂

∂t
χ1(t)v(t, s) ds, x ∈ Πτ0/3,

с бесконечно дифференцируемой срезающей функцией χ1 = χ1(t), равной единице при t <
τ0
3

и нулю при t >
2τ0
3

, элементарно следует оценка

|v(x)|2 6 C

(2τ0)/3
∫

0

(|∇xv(t, s)|2 + |v(t, s)|2) dt.

Интегрируя эту оценку по ΠR1ε ∩ Ω, получаем

‖v‖2L2(ΠR1ε
∩Ω) 6 Cε‖v‖2W 1

2
(Ω). (3.13)

Следующая серия оценок доказывается сложнее, и их удобнее сформулировать в виде вспо-
могательной леммы. Предварительно отметим, что из определения величин µ и aε в (1.5) оче-
видным образом следует, что

1

| ln aεk|
6

1

| ln aε| , k ∈ M
ε. (3.14)

Лемма 1. Для функции v, удовлетворяющей условию (3.11), справедливы неравенства

‖v∇Wε‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) 6 C‖∇v‖2L2(Eε

k
\Eε

k,a
), (3.15)

‖(1−Wε)v‖2L2(Ω) 6 Cε2‖v‖2W 1
2
(Ω), (3.16)

‖(1 −Wε)v‖2L2(Γ)
6 Cε‖v‖2W 1

2
(Ω). (3.17)

Для функции u справедливы неравенства

‖u∇Wε‖2L2(Ω) 6 C(ε+ µ)‖u‖2W 2
2
(Ω), (3.18)

‖(1 −Wε)u‖2L2(Ω) 6 C(ε3 + ε2µ)‖u‖2W 2
2
(Ω), (3.19)

‖(1 −Wε)u‖2L2(Γ)
6 C(ε2 + εµ)‖u‖2W 2

2
(Ω). (3.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале будем предполагать, что v — произвольная функция
из W 1

2 (Ω), не обязательно удовлетворяющая условию (3.11). Выберем произвольно k ∈ M
ε и,

учитывая условие эллиптичности в (1.2), определение функции Wε и задачу (3.2), оценим и
проинтегрируем по частям следующим образом:

‖v∇W‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) 6 c−1

0

∫

Eε
k
\Eε

k,a

|v|2A(M ε
k )∇Wε ·∇Wε dx = c−1

0

∫

γε
k,−

(Wε−1)|v|2A(M ε
k )∇Wε ·νγ,− ds

− c−1
0

∫

Eε
k
\Eε

k,a

(Wε − 1)A(M ε
k )∇Wε · ∇|v|2 dx 6 C(εaεk| ln aεk|)−1‖v‖2L2(γε

k,−
)

+ C‖(Wε − 1)∇v‖L2(Eε
k
\Eε

k,a
)‖v∇W‖L2(Eε

k
\Eε

k,a
)

6 C(εaεk| ln aεk|)−1‖v‖2L2(γε
k,−

) + C‖(Wε − 1)∇v‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) +

1

2
‖v∇Wε‖2L2(Eε

k
\Eε

k,a
), (3.21)
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где νγ,− — единичная нормаль к γεk,−, направленная внутрь этого множества. Отсюда и из
оценок (3.9), (3.4) легко выводим оценку

‖v∇Wε‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) 6 C

(

‖∇v‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) + ε−2| ln aεk|−1‖v‖2L2(Eε

k
\Eε

k,a
)

)

.

Применим теперь данную оценку к функции u и просуммируем ее по k ∈ M
ε. Используя (3.13)

с v = u и v =
∂u

∂xj
, j = 1, 2, и (3.14), получаем (3.18). Теперь предположим, что v удо-

влетворяет условию (3.11). Это позволяет дополнительно воспользоваться (3.12) для оценки
нормы ‖v‖2L2(γε

k,−
) в (3.21), что с учетом (3.14) дает (3.15).

Докажем теперь оценки (3.16) и (3.19). Вначале снова не будем предполагать выполнения
условия (3.11). С учетом очевидной формулы

1 =
∂τ

∂τ
= ν1(s)

∂τ

∂x1
+ ν2(s)

∂τ

∂x2

и краевых условий для Wε мы можем проинтегрировать по частям следующим образом:

‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε
k
) = −

∫

Eε
k

τ
( ∂

∂x1
ν1 +

∂

∂x1
ν2

)

(Wε − 1)2|v|2 dx.

Отсюда в силу неравенства Коши — Буняковского, определения множества Eε
k и (3.4) следует

оценка

‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε
k
) 6 Cε‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε

k
) +

1

3
‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε

k
) + Cε2‖∇v‖2L2(Eε

k
)

+ Cε2‖v∇W‖2L2(Eε
k
\Eε

k,a
) 6

1

2
‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε

k
) + Cε2‖∇v‖2W 1

2
(Eε

k
) + Cε2‖v∇W‖2L2(Eε

k
\Eε

k,a
) ,

откуда выводим

‖(Wε − 1)v‖2L2(Eε
k
) 6 Cε2‖∇v‖2W 1

2
(Eε

k
) + Cε2‖v∇W‖2L2(Eε

k
\Eε

k,a
). (3.22)

Если v = u, то, применяя дополнительно неравенства (3.13) c v = u и v =
∂u

∂xj
,

j = 1, 2, и (3.18), легко получаем (3.19). Если же v удовлетворяет условию (3.11), то для
оценки последнего слагаемого в (3.22) воспользуемся неравенством (3.15), что дает (3.16).

Переходим к доказательству (3.17) и (3.20). C учетом определения функции Wε для про-
извольной функции v ∈ W 1

2 (Ω), не обязательно удовлетворяющей условию (3.11), интегриро-
ванием по частям легко проверяем, что

−
∫

Ω

(1−Wε)
2|v|2 div ν(s) dx = ‖(1−Wε)v‖2L2(Γ)

+

∫

Ω

ν(s) · ∇(1−Wε)
2|v|2 dx.

Отсюда и из (3.4) сразу следует оценка

‖(1−Wε)v‖2L2(Γ)
6 C

(

‖(1−Wε)v‖2L2(Ω) + ‖(1−Wε)v‖L2(Ω)‖(1 −Wε)∇v‖L2(Ω)

+ ‖(1−Wε)v‖L2(Ω)‖v∇Wε‖L2(Ω)

)

.

Если v = u, то используя (3.13) с v = u и v =
∂u

∂xj
, j = 1, 2, а также (3.18), (3.19), (3.22),

получаем (3.20). Если же v удовлетворяет условию (3.11), то применяем (3.13), (3.15), (3.16),
(3.4) и приходим к (3.17).

Лемма доказана.
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3.3. Оценка правой части равенства (3.7)

В настоящем подразделе мы оцениваем правую часть равенства (3.7). Сразу же отметим,
что из (3.16) следует оценка для последнего слагаемого в этой правой части

∣

∣(f, (1−Wε)vε)L2(Ω)

∣

∣ 6 Cε‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω). (3.23)

Исследуем теперь слагаемое g(u0, vε). Определение (3.6) этой функции с учетом свойств
функции Wε перепишем следующим образом:

g(u0, vε) =
∑

k∈Mε

gk(u0, vε), (3.24)

gk(u, v) :=
(

A∇u, v∇Wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

−
(

uA∇Wε,∇v
)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
−

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u, v

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
. (3.25)

Третье слагаемое в функции gk(u0, vε) оценим с помощью неравенств (3.13), (3.18), (2.8):

∣

∣

∣

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

∣

∣

∣
6 C

(

ε+ ε1/2µ1/2
)

‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω).

Второе слагаемое в функции gk(u0, vε) представим в виде

(

u0A∇Wε,∇vε
)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
=

(

A(M ε
k )u0∇Wε,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

+
(

(A−A(M ε
k))u0∇Wε,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
. (3.26)

В силу предполагаемой гладкости функций Aij верны оценки

|Aij(x)−Aij(M
ε
k)| 6 C|x−M ε

k | в Ek. (3.27)

Отсюда и из (3.4), (3.13), (2.8) сразу следует неравенство

∣

∣

(

(A−A(M ε
k))u0∇Wε,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

∣

∣ 6 Cε3/2µ‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω). (3.28)

Далее проинтегрируем по частям, учитывая краевую задачу (3.2):

(

u0A(M
ε
k)∇Wε,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
=

(

u0A(M
ε
k)∇Wε · νγ,−, vε

)

L2(γε
k,−

)

+
(

u0A(M
ε
k)∇Wε · νγ,+, vε

)

L2(γε
k,+

)
−

(

A(M ε
k)∇u0, vε∇Wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

и
(

(A(M ε
k ) + A)∇u0, vε∇Wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
= −

(

(Wε − 1)(A(M ε
k ) + A)∇u0 · ν, vε

)

L2(γε
k,0

)

−
(

(A(M ε
k ) + A)∇u0 · νεγ,−, vε

)

L2(γε
k,−

)
−

(

(Wε − 1) div(A(M ε
k ) + A)∇u0, vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

−
(

(Wε − 1)(A(M ε
k ) + A)∇u0,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
.

В силу краевых условий для функции u0 также имеем

(

(Wε − 1)(A(M ε
k ) + A)∇u0 · ν, vε

)

L2(γε
k,0

)
= 2

(

b( · , u0), (Wε − 1)vε
)

L2(γε
k,0

)

+
(

(A−A(M ε
k))∇u0 · ν, (1−Wε)vε

)

L2(γε
k,0

)
.
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Три полученных выше равенства и определение функции Wε дают следующую формулу:

∑

k∈Mε

(

(A∇u0, vε∇Wε)L2(Eε
k
\Eε

k,a
) − (u0A(M

ε
k)∇Wε,∇vε)L2(Eε

k
\Eε

k,a
)

)

+
(

b( · , u0),Wεvε
)

L2(Γ)
−

(

b( · , u0Wε), vε
)

L2(Γ\Γε)
= −

∑

k∈Mε

5
∑

i=1

s
(i)
k,ε, (3.29)

где обозначено

s
(1)
k,ε :=

(

(

u0A(M
ε
k)∇Wε − (A(M ε

k ) + A)∇u0
)

· νγ,−, vε
)

L2(γε
k,−

)
,

s
(2)
k,ε :=

(

u0A(M
ε
k)∇Wε · νγ,+, vε

)

L2(γε
k,+

)
,

s
(3)
k,ε :=

(

(Wε − 1) div(A(M ε
k )+A)∇u0, vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
+
(

(Wε − 1)(A(M ε
k )+A)∇u0,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
,

s
(4)
k,ε :=

(

(A−A(M ε
k ))∇u0 · ν, (1−Wε)vε

)

L2(γε
k,0

)
,

s
(5)
k,ε :=

(

b( · , u0)− b( · ,Wεu0), vε
)

L2(γε
k,0

)
+

(

b( · , u0), (Wε − 1)vε
)

L2(γε
k,0

)
.

Неравенства (3.9), (3.4), (3.13), (3.12), (3.14) позволяют нам оценить s
(1)
k,ε:

∑

k∈Mε

|s(1)k,ε| 6 C
∑

k∈Mε

(

(εaεk| ln aεk|)−1‖u0‖L2(γε
k,−

) + ‖∇u0‖L2(γε
k,−

)

)

‖vε‖L2(γε
k,−

)

6 C

(

∑

k∈Mε

(

(εaεk| ln aεk|)−2‖u0‖2L2(γε
k,−

) + ‖∇u0‖2L2(γε
k,−

)

)

)1/2(
∑

k∈Mε

‖vε‖2L2(γε
k,−

)

)1/2

6 C(εµ1/2 + ε1/2µ)‖u0‖W 2
2
(Ω)‖vε‖W 1

2
(Ω),

откуда и из (2.8) следует, что

∑

k∈Mε

|s(1)k,ε| 6 C(εµ1/2 + ε1/2µ)‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω). (3.30)

Аналогично с помощью неравенств (3.10), (3.13), (3.4), (2.8), (3.14) оцениваются величины s
(2)
k,ε:

∑

k∈Mε

|s(2)k,ε| 6 Cµ‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω). (3.31)

Величины s
(3)
k,ε оцениваются с помощью (3.16), (3.13), (2.8), (3.14):

∑

k∈Mε

|s(3)k,ε| 6 Cε‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω). (3.32)

Неравенства (3.17), (3.27), (2.8), (3.14) дают оценки для s
(4)
k,ε:

∑

k∈Mε

|s(4)k,ε| 6 Cε‖∇u0‖L2(Γ)‖(1 −Wε)vε‖L2(Γ) 6 Cε3/2‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω). (3.33)

Наконец, условия (1.3) и неравенства (3.20), (2.8) позволяют оценить s
(5)
k,ε:

∑

k∈Mε

|s(5)k,ε| 6 C‖(1−Wε)u0‖L2(Γ)‖vε‖L2(Γ) 6 C(ε+ ε1/2µ1/2)‖u0‖W 2
2
(Ω)‖vε‖W 1

2
(Ω)
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6 C(ε+ ε1/2µ1/2)‖f‖L2(Ω)‖vε‖W 1
2
(Ω).

Отсюда и из (3.23)–(3.26), (3.28), (3.33), (3.32), (3.31), (3.30), (3.7), (3.8), (2.8) выводим

‖vε‖W 1
2
(Ω) 6 C(ε+ µ)‖f‖L2(Ω). (3.34)

Еще отметим, что согласно (3.18), (3.19), (2.8) выполнено

‖(1−Wε)u0‖L2(Ω) 6 C(ε2 + εµ)‖f‖L2(Ω), ‖(1−Wε)u0‖W 1
2
(Ω) 6 C(ε+ µ)‖f‖L2(Ω). (3.35)

Из этих оценок и (3.34) вытекает (1.8). �

4. Операторные оценки в L2(Ω)

В настоящем разделе мы доказываем оценку (1.10) при выполнении условий (1.9). Доказа-
тельство основано на подходе, предложенном в работе [17], который основан на модификации
методов работ [21–25].

Так как в данном случае краевое условие на Γ\Γε линейно, то корректно определен линей-
ный оператор Hε, соответствующий краевой задаче (1.4). Через H∗

ε обозначаем сопряженный
к нему оператор. Это оператор с дифференциальным выражением

Ĥ∗ := −
2

∑

i,j=1

∂

∂xi
Aij(x)

∂

∂xj
−

2
∑

j=1

∂

∂xj
Aj(x) +A0(x)

и краевыми условиями

u = 0 на Γε ∪ γ,
∂u

∂ν
= b1(x)u на Γ \ Γε, b1(x) := b0(x)−

2
∑

j=1

νjAj(x),

где черта над функциями означает комплексное сопряжение. Для произвольной функции g ∈
L2(Ω) затем рассмотрим краевую задачу

(Ĥ∗ − λ)wε = g в Ω, wε = 0 на Γε ∪ γ,
∂wε

∂ν
= b1(x)wε на Γ \ Γε. (4.1)

Благодаря условиям (1.9) эта краевая задача — той же структуры, что и (1.4). Воспроизводя
рассуждения из разд. 2, несложно убедиться, что без ограничения общности можно считать,
что данная задача будет разрешима с тем же λ0, что и задача (1.4). Кроме того, для ее решения
верна оценка (1.8):

‖wε − w0‖W 1
2
(Ω) 6 C(ε+ µ)‖g‖L2(Ω), (4.2)

где w0 — решение усредненной задачи

(Ĥ∗ − λ)u0 = g в Ω, u0 = 0 на γ,
∂u0
∂ν

= b1u0 на Γ.

В оценке (4.2) и всюду далее в разделе символом C обозначаем различные несущественные
константы, не зависящие от ε, µ, aεk, k, uε, u0, vε, wε, w0, g и пространственных переменных.
Также всюду далее функцию g выбираем равной vε, т. е. g := vε. Отметим, что для функции w0

верна оценка, аналогичная (2.8):

‖w0‖W 2
2
(Ω) 6 C‖vε‖L2(Ω). (4.3)

Выпишем интегральное тождество, соответствующее задаче (4.1), с пробной функцией vε:

h(vε, wε)− λ(vε, wε)L2(Ω) + (b0vε, wε)L2(Γ\Γε) = ‖vε‖2L2(Ω). (4.4)
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Теперь повторим вывод равенства (3.7), но в качестве пробной функции в (2.1) возьмем v = wε,
а в (2.2) положим v = Wεwε. Тогда получим

h(vε, wε)− λ(vε, wε)L2(Ω) +
(

b0vε, wε

)

L2(Γ\Γε)
= g(u0, wε) + (f, (1−Wε)wε)L2(Ω).

Отсюда и из (4.4) теперь выводим

‖vε‖2L2(Ω) = g(u0, wε) + (f, (1−Wε)wε)L2(Ω). (4.5)

Второе слагаемое в правой части полученного равенства перепишем в виде

(f, (1−Wε)wε)L2(Ω) = (f, (1−Wε)w0)L2(Ω) + (f, (1−Wε)(wε − w0))L2(Ω).

Из (3.19) с u = w0, (3.16) с v = wε − w0 и (4.2) теперь следует, что
∣

∣(f, (1−Wε)wε)L2(Ω)

∣

∣ 6 C(ε3/2 + εµ1/2)‖f‖L2(Ω)‖w0‖W 2
2
(Ω) + Cε‖f‖L2(Ω)‖wε − w0‖W 1

2
(Ω)

6 C(ε3/2 + εµ1/2)‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).

Функцию g(u0, wε) представим в виде (3.24), (3.25), заменяя в этих формулах vε на wε. Третье
слагаемое в функции gk(u0, wε) запишем как

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
=

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, wε − w0

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

+
2

∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, w0

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
. (4.6)

Из (3.18) и (4.2) сразу получаем, что

∣

∣

∣

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, wε − w0

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

∣

∣

∣
6 C(ε+ µ)3/2‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).

Во втором слагаемом в правой части (4.6) проинтегрируем по частям, учитывая третье условие
в (1.9):

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, w0

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
= −

2
∑

j=1

(Aju0νγ,−,j, w0)L2(γε
k,−

)

−
2

∑

j=1

(

(Wε − 1)
∂Aj

∂xj
u0, w0

)

L2(Ek\Ek,a)

−
2

∑

j=1

(

(Wε − 1)Aj
∂u0
∂xj

, w0

)

L2(Ek\Ek,a)
−

2
∑

j=1

(

(Wε − 1)Aju0,
∂w0

∂xj

)

L2(Ek\Ek,a)
,

где νγ,−,j — компоненты вектора нормали νγ,−. Неравенства (3.9), (3.13), (3.16), (3.18), (3.19),
(2.8), (4.3) позволяют оценить слагаемые в правой части полученного равенства, в результате
чего имеем

∣

∣

∣

2
∑

j=1

(

Aj
∂Wε

∂xj
u0, w0

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

∣

∣

∣
6 C(ε2 + ε3/2µ1/2)‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).

Второе слагаемое в функции gk(u0, wε) вновь представим в виде (3.26). Оценка (3.28) остается
в силе, и здесь она выглядит следующим образом:

∣

∣

∣

(

(A−A(M ε
k))u0∇Wε,∇vε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)

∣

∣

∣
6 Cε3/2µ‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).
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Далее мы повторяем вывод равенства (3.29) и приходим к соотношению

∑

k∈Mε

(

(A∇u0, wε∇Wε)L2(Eε
k
\Eε

k,a
) − (u0A(M

ε
k )∇Wε,∇wε)L2(Eε

k
\Eε

k,a
)

)

= −
∑

k∈Mε

9
∑

i=6

s
(i)
k,ε,

где обозначено

s
(6)
k,ε :=

(

(

u0A(M
ε
k )∇Wε − (A(M ε

k ) + A)∇u0
)

· νγ,−, wε

)

L2(γε
k,−

)
,

s
(7)
k,ε :=

(

u0A(M
ε
k)∇Wε · νγ,+, wε

)

L2(γε
k,+

)
,

s
(8)
k,ε :=

(

(Wε−1) div(A(M ε
k )+A)∇u0, wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
+
(

(Wε−1)(A(M ε
k )+A)∇u0,∇wε

)

L2(Eε
k
\Eε

k,a
)
,

s
(9)
k,ε :=

(

(A−A(M ε
k))∇u0 · ν, (1−Wε)wε

)

L2(γε
k,0

)
.

Аналогично (3.30), (3.31), (3.33) с использованием априорной оценки ‖wε‖W 1
2
(Ω) 6 C‖vε‖L2(Ω)

устанавливаются неравенства

∑

k∈Mε

|s(6)k,ε| 6 C(εµ1/2 + ε1/2µ)‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω),
∑

k∈Mε

|s(7)k,ε| 6 Cµ‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω),

∑

k∈Mε

|s(9)k,ε| 6 Cε3/2‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).
(4.7)

В величины s
(8)
k,ε подставим представление wε = w0 + (wε −w0) и затем отдельно оценим полу-

ченные четыре слагаемых в s
(8)
k,ε с помощью (3.16), (3.19), (3.13), (4.2), (4.3):

∑

k∈Mε

|s(8)k,ε| 6 C(ε3/2 + εµ1/2)‖f‖L2(Ω)‖vε‖L2(Ω).

Из этой оценки и (4.5)–(4.7) теперь следует, что

‖vε‖L2(Ω) 6 C(ε3/2 + µ)‖f‖L2(Ω).

Учитывая далее первую оценку в (3.35), приходим к (1.10).

5. Точность оценок

В настоящем разделе обсудим точность доказанных оценок (1.8), (1.10). Для доказатель-
ства утверждаемой в теореме 1 точности этих оценок достаточно привести пример, в кото-
ром можно оценить снизу нормы ‖uε − u0‖W 1

2
(Ω) и ‖uε − u0‖L2(Ω). В качестве такого примера

возьмем модель, рассмотренную в [10], поскольку в этой модели удается построить асимпто-
тическое разложение для uε и оценить затем норму первого корректора в таком разложении.
За область Ω примем бесконечную прямую полосу Ω := {x : x2 ∈ (0, 1)}; дифференциальное
выражение Ĥ совпадает с отрицательным Лапласианом. Множество G — это нижняя грани-
ца полосы Ω, в качестве натурального параметра s на Γ возьмем переменную x1, а точки и
множество Γε выберем периодическими:

M ε
k := επk, k ∈ Z, Γk,ε :=

{

x : x1 ∈ (επk − εaε, επk + εaε)
}

.

Функцию b возьмем равной тождественно нулю. Несложно убедиться, что в такой модели
число λ0 равно нулю. Далее считаем, что λ = −1.

Пусть u0 = u0(x) — бесконечно дифференцируемая в Ω функция, равная нулю при |x1| > R5

для некоторого фиксированного числа R5 и не равная тождественно нулю на каком-нибудь
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непустом отрезке на прямой Γ. Положим f0(x) := (−∆x + 1)u0(x). Тогда очевидно, что u0 —
решение усредненной задачи (1.7).

Через U0 = U0(x, µ) обозначим решение краевой задачи

(−∆x + 1)U0 = f0 в Ω, U0 = 0 на γ,
( ∂

∂x1
− µ

)

U0 = 0 на Γ.

На основе стандартных методов теории обобщенных решений эллиптических краевых задач
элементарно проверяется, что такая задача однозначно разрешима и ее решение аналитично
по малым µ в норме W 1

2 (Ω).
Обозначим ξ := (ξ1, ξ2) и введем функцию Y (ξ) := Re ln sin z + ln 2 − ξ2, ξ2 > 0, z :=

ξ1 + iξ2. Ветви корня и логарифма зафиксируем условиями
√
1 = 1, ln 1 = 0 на плоскости

с разрезом вдоль положительной вещественной полуоси. Непосредственными вычислениями
проверяются следующие свойства введенной функции. Она является π-периодической и четной
по ξ1, бесконечно дифференцируемой всюду в полуплоскости ξ2 > 0 кроме точек ξ = (πk, 0),
k ∈ Z. Функция Y гармонична в полуплоскости ξ2 > 0, удовлетворяет краевым условиям

∂Y

∂ξ2
= −1 на

{

ξ : ξ2 = 0, ξ1 6= πk, k ∈ Z
}

,

и имеет логарифмические особенности в точках ξ = (πk, 0), k ∈ Z:

Y (ξ) = ln |ξ − πk|+ ln 2 +O(|ξ − πk|), ξ → (πk, 0).

Вместе со всеми своими производными она экспоненциально убывает при ξ2 → +∞ равномерно
по ξ1.

Введем еще одну модельную функцию переменной ζ = (ζ1, ζ2):

Z(ζ) := Re ln
(

w +
√

w2 − 1
)

, ζ2 > 0, w := ζ1 + iζ2.

Эта функция гармонична при ζ2 > 0, бесконечно дифференцируема в полуплоскости ζ2 > 0 за
исключением точек ζ = (±1, 0) и имеет логарифмическую асимптотику на бесконечности:

Z(ζ) = Re ln |ζ|+ ln 2 +O(|ζ|−2), ζ → ∞.

Повторяя теперь формальное построение асимптотик из работы [26], совершенно анало-
гично можно показать, что первые члены асимптотического разложения функции uε можно
представить в виде

uε(x) =
(

U0(x, µ) + εµU0(x1, 0, µ)Y
(x

ε

))

χ2(x1)
(

1−
∑

k∈Z

χ2

( |x− (επk, 0)|
ε(aε)1/4

))

+ εµU0(x1, 0, µ)
∑

k∈Z

Z
(x− (πk, 0)

εaε

)

χ2

( |x− (επk, 0)|
ε(aε)1/4

)

+ . . . ,

где χ2 = χ2(t) — бесконечно дифференцируемая функция, равная единице при t < 1/3 и нулю
при t > 1/2. Так как функция U0 аналитична по µ, то первые члены ее ряда Тейлора по µ
имеют вид U0 = u0 + µu1 + . . . , где u1 — решение задачи

(−∆x + 1)u1 = 0 в Ω, u1 = 0 на γ,
∂u1
∂x1

= u0 на Γ.

Учитывая данный факт и непосредственно оценивая снизу W 1
2 (Ω)- и L2(Ω)-нормы первых

поправок в приведенной выше асимптотике, заключаем, что

‖∇(uε − u0)‖L2(Ω) > C(ε+ µ), ‖uε − u0‖L2(Ω) > Cµ

с некоторыми константами C, не зависящими от ε и µ. Это доказывает утверждаемую точность
оценок (1.8), (1.10).
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