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1. Введение

Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных уравнений на полуоси:

Qi(fi(x)) = µi(x, fi(x)) +
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)fj(t)dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+ := [0,+∞), (1.1)

относительно искомой измеримой и ограниченной на R
+ вектор-функции

f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T

с неотрицательными координатами fi(x), i = 1, 2, . . . , n, где T — знак транспонирования.
Прежде чем накладывать соответствующие условия на Qi, µi и Kij , введем необходимые обо-
значения.

1Исследование первого и второго авторов выполнены за счет гранта Российского научного фонда
(проект №19-11-00223). Разделы 1 и 3 написаны Х. А. Хачатряном, результаты разделов 4 и 5 принад-
лежат А. С. Петросян, а раздел 2 — М. О. Аветисян.
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Пусть функции {K̊ij(x)}n×n
i,j=1 определены на множестве R = (−∞,+∞) и удовлетворяют

следующим условиям:
1) K̊ij(−x) = K̊ij(x) > 0, x ∈ R

+, K̊ij(x) ↓ по x на R
+;

2) K̊ij ∈ L1(R) ∩M(R), aij :=

∫ ∞

−∞
K̊ij(x)dx, A = (aij)

n×n
i,j=1, r(A) = 1 (где r(A) — спект-

ральный радиус матрицы A), aij = aji, i, j = 1, 2, . . . , n;

3) m1(K̊ij) =

∫ ∞

0
xK̊ij(x)dx < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n.

Согласно теореме Перрона (см. [1]) существует вектор η̃ = (η̃1, . . . , η̃n)
T с положительными

координатами η̃i, i = 1, 2, . . . , n, такими что

n
∑

j=1

aij η̃j = η̃i, i = 1, 2, . . . , n. (1.2)

Обозначим через ηi :=
η̃i

min
1≤i≤n

η̃i
и предположим выполнение следующих условий:

a) Qi(0) = 0, Qi(ηi) = ηi, y = Qi(u) ↑ по u на R
+, i = 1, 2, . . . , n;

b) Qi ∈ C(R+), y = Qi(u) выпуклы вниз на R
+, i = 1, 2, . . . , n;

A) µi(x, 0) ≡ 0, x ∈ R
+, y = µi(x, u) ↑ по u на R

+, i = 1, 2, . . . , n;

B) существуют sup
u∈R+

µi(x, u) := ψi(x), причем ψi ∈ L0
1(R

+), i = 1, 2, . . . , n, где L0
1(R

+) —

пространство суммируемых функций на множестве R
+, имеющих нулевой предел

на бесконечности;

C) функции {µi(x, u)}ni=1 удовлетворяют условию Каратеодори на множестве R
+ × R

+

по аргументу u, т. е. при каждом фиксированном x ∈ R
+ функции µi(x, u) непрерывны

по u на множестве R
+ и почти при всех u ∈ R

+ эти функции измеримы по x на R
+.

Система нелинейных интегральных уравнений (1.1) возникает в динамической теории
p-адических открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов при конкретных пред-
ставлениях нелинейностей Qi, µi и ядерных функций Kij (см. [2–4]). Кроме того, системы
указанного характера встречаются также в кинетической теории газов (при изучении нели-
нейного интегро-дифференциального уравнения Больцмана в рамках обычной и модифициро-
ванной модели Бхатнагара— Гросса— Крука) (см. [5–7]). В случае, когда µi ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n,
а Kij(x, t) = K̊ij(x − t) − K̊ij(x + t), i, j = 1, 2, . . . , n, система (1.1) достаточно подробно ис-
следуется в работах [8–10]. В частности, в статье [8] обсуждаются вопросы существования
нетривиальных неотрицательных и ограниченных решений, а также изучено асимптотическое
поведение построенных решений на бесконечности. В [9;10] получены теоремы единственности
решения в определенных классах ограниченных функций.

В настоящей работе относительно ядер {Kij(x, t)}n×n
i,j=1 предполагается выполнение следу-

ющих условий:

I) Kij(x, t) = Kji(x, t) = Kij(t, x), (x, t) ∈ R
+ × R

+,

∞
∫

0

Kij(x, t)dt ≤ aij и sup
x∈R+

∞
∫

0

Kij(x, t)dt = aij,

∞
∫

0

Kij(x, t)dt− aij 6≡ 0, i, j = 1, 2, . . . , n;

II) Kij(x, t) ≥ K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j = 1, 2, . . . , n .

При условиях a), b), A)–C) и I), II) мы займемся вопросами существования единствен-
ности и асимптотического поведения построенного решения системы (1.1). Структура рабо-
ты следующая: разд. 2 посвятим обозначениям, вспомогательным фактам, а также вопросу
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существования неотрицательного и ограниченного решения, в разд. 3 исследуем асимптоти-
ческое поведение решения на бесконечности, в разд. 4 докажем единственность решения в
определенном классе неотрицательных и ограниченных вектор-функций, в разд. 5 приведем
конкретные прикладные примеры нелинейностей {Qi(u)}ni=1, {µi(x, u)}ni=1 и матричных ядер
{Kij(x, t)}n×n

i,j=1, {K̊ij(x)}n×n
i,j=1, удовлетворяющих вышеприведенным ограничениям.

2. Обозначения, вспомогательные факты и существование

неотрицательного ограниченного решения

Сперва рассмотрим систему нелинейных алгебраических уравнений

Qi(xi) = γi +
n
∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, . . . , n, (2.1)

относительно неизвестного вектора x = (x1, . . . , xn)
T с неотрицательными координатами xi,

i = 1, 2, . . . , n, где γi > 0 — заданные числа i = 1, 2, . . . , n. Исследуем последовательные при-
ближения для системы (2.1)

Qi(x
(m+1)
i ) = γi +

n
∑

j=1

aijx
(m)
j ,

x
(0)
i := ηi, i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . .

(2.2)

Используя соотношение (1.2), свойства a), b) для функций {Qi(u)}ni=1, а также условие γi > 0,
i = 1, 2, . . . , n, индукцией по m несложно доказать, что

x
(m)
i ↑ по m, i = 1, 2, . . . , n. (2.3)

Ниже убедимся, что существует число c > 1 такое, что

x
(m)
i ≤ cηi, m = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n. (2.4)

С этой целью рассмотрим следующие функции на множестве [1,+∞) :

Bi(u) :=
Qi(ηiu)

ηiu
− γ

ηiu
− 1, u ∈ [1,+∞), i = 1, 2, . . . , n, (2.5)

где γ = max
1≤i≤n

γi.

Из свойств a), b) функций {Qi(u)}ni=1 с учетом соотношения (1.2) будем иметь

Bi(1) = − γ

ηi
< 0, Bi(+∞) = +∞,

Bi ∈ C[1,+∞), Bi ↑ по u на [1,+∞), i = 1, 2, . . . , n.
(2.6)

Из (2.6) сразу следует, что для любого i ∈ {1, 2, . . . , n} существует единственное число ci > 1
такое, что

Bi(ci) = 0. (2.7)

Обозначим через c := max
1≤i≤n

ci и докажем, что данное число обладает свойством (2.4). В слу-

чае m = 0 неравенство (2.4) сразу выводим из определения нулевого приближения в ите-
рациях (2.2). Пусть оценка (2.4) выполняется при некотором m ∈ N. Тогда из (2.2) в силу
соотношений (2.7) (1.2) находим, что

Qi(x
(m+1)
i ) ≤ γ + c

n
∑

j=1

aijηj = γ + cηi ≤ Qi(cηi), (2.8)
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ибо с учетом (2.6)
Qi(cηi)

cηi
− γ

cηi
− 1 ≥ Qi(ciηi)

ciηi
− γ

ciηi
− 1 = 0.

Принимая во внимание монотонность функции Qi(u), из (2.8) получаем, что

x
(m+1)
i ≤ cηi, i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, согласно (2.3) и (2.4) заключаем, что последовательность векторов x(m) =

(x
(m)
1 , . . . , x

(m)
n )T имеет предел при m→ ∞ : lim

m→∞
x(m) = x = (x1, . . . , xn)

T , причем предельный

вектор x в силу непрерывности функций {Qi(u)}ni=1 удовлетворяет системе (2.1). Из (2.3) и
(2.4) вытекает также, что координаты вектора x удовлетворяют двойному неравенству

ηi ≤ xi ≤ cηi, i = 1, 2, . . . , n. (2.9)

Итак, мы доказали следующую вспомогательную лемму.

Лемма 1. Пусть γi > 0, i = 1, 2, . . . , n, и функции {Qi(u)}ni=1 удовлетворяют услови-

ям a), b). Тогда если элементы матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1 положительны и r(A) = 1, то

система нелинейных алгебраических уравнений (2.1) имеет положительное решение x =
(x1, . . . , xn)

T , причем для всех xi, i = 1, 2, . . . , n, имеет место двойная оценка (2.9). �

Перейдем теперь к вопросу единственности решения системы (2.1) в следующем классе
векторов:

Ω := {x = (x1, . . . , xn)
T : xi > 0, i = 1, 2, . . . , n}. (2.10)

Имеет место

Лемма 2. При условиях леммы 1 система (2.1) в классе Ω не может иметь более одного

решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное: система (2.1) имеет два решения x =
(x1, . . . , xn)

T и x̃ = (x̃1, . . . , x̃n)
T из класса Ω. Тогда из (2.1) получаем

|Qi(xi)−Qi(x̃i)| ≤
n
∑

j=1

aij|xj − x̃j|, i = 1, 2, . . . , n. (2.11)

Учитывая симметричность матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1, из (2.11) приходим к оценке

n
∑

i=1

xi|Qi(xi)−Qi(x̃i)| ≤
n
∑

i=1

xi

n
∑

j=1

aij |xj − x̃j |

=

n
∑

j=1

|xj − x̃j|
n
∑

i=1

ajixi =

n
∑

j=1

|xj − x̃j |(Qj(xj)− γj)

или, что то же самое,

n
∑

i=1

(

xi|Qi(xi)−Qi(x̃i)| − |xi − x̃i|(Qi(xi)− γi)
)

≤ 0. (2.12)

Введем множество индексов

Λ := {i ∈ {1, 2, . . . , n} : xi 6= x̃i}. (2.13)
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Из (2.12) и (2.13) немедленно следует, что неравенство (2.12) можно переписать в виде

∑

i∈Λ

(

xi|Qi(xi)−Qi(x̃i)| − |xi − x̃i|(Qi(xi)− γi)
)

≤ 0.

Так как x ∈ Ω, то из последнего неравенства получаем, что

∑

i∈Λ

xi|xi − x̃i|
( |Qi(xi)−Qi(x̃i)|

|xi − x̃i|
− Qi(xi)

xi
+
γi

xi

)

≤ 0. (2.14)

С другой стороны, из свойств a) и b) для функций {Qi(u)}ni=1 выводим, что при всех i ∈ Λ
имеет место оценка

|Qi(xi)−Qi(x̃i)|
|xi − x̃i|

>
Qi(xi)

xi
. (2.15)

Из (2.14) и (2.15) приходим к противоречию. Значит, Λ = ∅. Тем самым x = x̃. �

Рассмотрим теперь следующую вспомогательную систему нелинейных интегральных урав-
нений с суммарно-разностным матричным ядром:

Qi(ϕi(x)) =

n
∑

j=1

∞
∫

0

(K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t))ϕj(t)dt, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.16)

относительно искомой непрерывной и ограниченной на R
+ вектор-функции ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . ,

ϕn(x))
T с неотрицательными координатами ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n. При условиях 1)–3), a), b)

в работе [8] доказано, что система (2.16) имеет неотрицательное нетривиальное непрерывное
монотонно возрастающее и ограниченное на R

+ решение ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
T , причем

ηi ≥ ϕi(x) ≥ min
1≤j≤n

(

ξ̃j

ηj

)

ηi(1− e−p∗x), x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.17)

где ξ̃i — единственный корень уравнения Qi(u) = εiu при некотором εi ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n,
p∗ = min

1≤i≤n
pi, а числа {pi}ni=1 единственным образом определяются из характеристических

уравнений
n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

Kij(t)e
−ptdt =

εiηi

2
, i = 1, 2, . . . , n. (2.18)

Более того,
lim

x→+∞
ϕi(x) = ηi и ηi − ϕi ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n. (2.19)

Зафиксируем это решение и введем следующие последовательные приближения для систе-
мы (1.1):

Qi(f
(m+1)
i (x)) = µi(x, f

(m)
i (x)) +

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)f
(m)
j (t)dt,

f
(0)
i (x) = ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R

+.

(2.20)

Используя условия II), a), A), b), C), индукцией по m можно доказать, что

f
(m)
i (x)измеримы на R

+, f
(m)
i (x) ↑ по m, i = 1, 2, . . . , n. (2.21)

Предположим теперь дополнительно, что

ψi ∈M(R+), i = 1, 2, . . . , n. (2.22)
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Обозначим через γ∗i := sup
x∈R+

ψi(x), i = 1, 2, . . . , n, и рассмотрим систему нелинейных алгебра-

ических уравнений

Qi(ξi) = γ∗i +

n
∑

j=1

aijξj , i = 1, 2, . . . , n. (2.23)

Из доказанных лемм 1 и 2 вытекает, что в классе Ω система (2.23) имеет единственное решение
ξ = (ξ1, . . . , ξn)

T .

Докажем, что

f
(m)
i (x) ≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+. (2.24)

При m = 0 оценка (2.24) сразу следует из нижеприведенных неравенств с учетом лемм 1 и 2:

f
(0)
i (x) = ϕi(x) ≤ ηi ≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+. (2.25)

Предположим, что (2.24) справедливо при некотором m ∈ N. Тогда, учитывая монотонность
функций {Qi(u)}ni=1, (2.23), условие I), а также соотношение (1.2), из (2.20) получим

Qi(f
(m+1)
i (x)) ≤ γ∗i +

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)f
(m)
j (t)dt ≤ γ∗i +

n
∑

j=1

ξj

∞
∫

0

Kij(x, t)dt ≤ γ∗i +

n
∑

j=1

aijξj = Qi(ξi),

⇒ f
(m+1)
i (x) ≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+.

Из (2.21) и (2.24) следует поточечная сходимость последовательности вектор-функций

f (m)(x) = (f
(m)
1 (x), . . . , f (m)

n (x))T , m = 0, 1, 2, . . . ,

lim
m→∞

f
(m)
i (x) = fi(x), i = 1, 2, . . . , n, f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

T ,

причем

ϕi(x) ≤ fi(x) ≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+. (2.26)

Используя условия C), b), в силу теоремы Б. Леви (см. [11]) заключаем, что f(x) = (f1(x), . . . ,
fn(x))

T почти всюду на R
+ удовлетворяет системе (1.1).

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Пусть выполняются A), B), a), b), I), II) и (2.22). Тогда система (1.1) име-

ет неотрицательное нетривиальное и ограниченное на R
+ решение f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

T .

Более того, имеют место двусторонние оценки вида (2.26). �

3. Асимптотическое поведение решения системы нелинейных

интегральных уравнений (1.1)

В этом разделе предположим, что матричное ядро {Kij(x, t)}n×n
i,j=1 удовлетворяет дополни-

тельному условию

Kij(x, t) ≤ K̊ij(x− t), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j = 1, 2, . . . , n, (3.1)

в котором ядра {K̊ij(x)}n×n
i,j=1 обладают свойствами 1)-3).

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2. При условиях теоремы (1) если выполняется неравенство (3.1), то любое

неотрицательное измеримое и ограниченное на R
+ решение f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

T систе-

мы (1.1), для которого имеет место оценка

fi(x) ≥ ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+, (3.2)

(ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
T — решение системы (2.16) со свойствами (2.17), (2.19)), обладает

следующими свойствами:

fi(x) ≤ ξi, x ∈ R
+, lim

x→+∞
fi(x) = ηi, ηi − fi ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала с использованием свойств a) и b) функций {Qi(u)}ni=1

приведем полезные для дальнейших рассуждений неравенства (см. рис. 1, 2):

Qi(u1)−Qi(u2) ≥ u1 − u2, u1 > ηi, 0 ≤ u2 ≤ ηi, i = 1, 2, . . . , n, (3.4)

Qi(u1)−Qi(u2) ≥
ηi −Qi(li)

ηi − li
(u1 − u2), 0 < li < ηi,

u1 > ηi, u2 ∈ [li, ηi], i = 1, 2, . . . , n.
(3.5)

Докажем теперь, что fi(x) ≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+. Обозначим через di := sup

x∈R+

fi(x), i =

1, 2, . . . , n. Тогда в силу условия I), формулы (2.23) из (1.1) имеем

0 ≤ Qi(fi(x)) ≤ γ∗i +

n
∑

j=1

aijdj ≤ γ∗i + max
1≤j≤n

(

dj

ξj

) n
∑

j=1

aijξj

= γ∗i + max
1≤j≤n

(

dj

ξj

)

(Qi(ξi)− γ∗i ), i = 1, 2, . . . , n.

Из последней оценки согласно свойствам a), b) функций {Qi(u)}ni=1 выводим

Qi(di) ≤ γ∗i + max
1≤j≤n

(

dj

ξj

)

(Qi(ξi)− γ∗i ), i = 1, 2, . . . , n. (3.6)

Очевидно существует j0 ∈ {1, 2, . . . , n} такое, что

T := max
1≤j≤n

(

dj

ξj

)

=
dj0
ξj0

. (3.7)

Рис. 1 Рис. 2
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В неравенстве (3.6) в качестве i взяв i = j0, имеем

Qj0(dj0) ≤ γ∗j0 +
dj0
ξj0

(Qj0(ξj0)− γ∗j0). (3.8)

Докажем, что T ≤ 1. Предположим обратное; тогда, принимая во внимание монотонность

функции
Qj0(u)

u
, получим

Qj0(dj0)− γ∗j0
dj0

>
Qj0(ξj0)− γ∗j0

ξj0
,

из чего следует, что

Qj0(dj0) > γ∗j0 +
dj0
ξj0

(Qj0(ξj0)− γ∗j0). (3.9)

Неравенство (3.9) противоречит оценке (3.8). Таким образом, T ≤ 1.Из последнего неравенства
выводим

fi(x) ≤ di ≤ ξi max
1≤j≤n

(

dj

ξj

)

= ξi
dj0
ξj0

≤ ξi, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+.

Теперь займемся доказательством включения

fi − ϕi ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n. (3.10)

Сперва убедимся, что fi − ϕi ∈ L1(1,+∞), i = 1, 2, . . . , n. Пусть r > 1 — произвольное число.
Рассмотрим следующие множества:

Dr
i := {x ∈ [1, r] : fi(x) ≤ ηi}, i = 1, 2, . . . , n, (3.11)

Er
i := {x ∈ [1, r] : fi(x) > ηi}, i = 1, 2, . . . , n. (3.12)

Поскольку {fi(x)}ni=1 — измеримые и ограниченные на R
+ функции, а ϕi ∈ C(R+), i =

1, 2, . . . , n, то из (1.1) с учетом (3.1), I), II), A), (2.16), (2.19), (3.2), a), b), (3.1) и (1.2) будем
иметь

0 ≤
n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)))dx =
n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

µi(x, fi(x))dx

+
n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)fj(t)dtdx−
n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

n
∑

j=1

∞
∫

0

(K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t))ϕj(t)dtdx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

r
∫

1

∞
∫

0

K̊ij(x− t)fj(t)dtdx

−
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

r
∫

1

∞
∫

0

K̊ij(x− t)ϕj(t)dtdx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

1

∞
∫

x

K̊ij(y)dydx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy +
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

r
∫

1

∞
∫

0

K̊ij(x− t)(fj(t)− ϕj(t))dtdx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy +
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

r
∫

1

1
∫

0

K̊ij(x− t)dtdx

+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

r
∫

1

∞
∫

r

K̊ij(x− t)dtdx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

r
∫

1

r
∫

1

K̊ij(x− t)(fj(t)− ϕj(t))dtdx
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≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy +
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

∞
∫

1

∞
∫

x−1

K̊ij(y)dydx

+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

r
∫

0

∞
∫

t

K̊ij(y)dydx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

aij

r
∫

1

(fj(t)− ϕj(t))dt

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy

+ 2
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy +
n
∑

j=1

ηj

r
∫

1

(fj(t)− ϕj(t))dt.

Итак, мы получим вспомогательную оценку

0 ≤
n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)))dx ≤ C +

n
∑

i=1

ηi

r
∫

1

(fi(x)− ϕi(x))dx, x ∈ R
+, (3.13)

где

C :=

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

1

ψi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy + 2

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

ξj

∞
∫

0

yK̊ij(y)dy. (3.14)

Принимая во внимание (2.17), (2.19), (3.5) и обозначения (3.11), (3.12) из (3.13), приходим к
оценкам

0 ≤
n
∑

i=1

ηi

∫

Dr

i

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)))dx +

n
∑

i=1

ηi
(ηi −Qi(l̃i))

ηi − l̃i

∫

Er

i

(fi(x)− ϕi(x))dx

≤ C +

n
∑

i=1

ηi

∫

Dr

i

(ηi − ϕi(x))dx +

n
∑

i=1

ηi

∫

Er

i

(fi(x)− ϕi(x))dx

≤ C +
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

(ηi − ϕi(x))dx+
n
∑

i=1

ηi

∫

Er

i

(fi(x)− ϕi(x))dx;

здесь

l̃i := ηi min
1≤j≤n

(

ξ̃j

ηj

)

(1− e−p∗), i = 1, 2, . . . , n. (3.15)

С учетом монотонности функций {Qi(u)}ni=1 и (3.2) из последней оценки, в частности, следует,
что

0 ≤
n
∑

i=1

ηi

∫

Dr

i

(fi(x)− ϕi(x))dx+

n
∑

i=1

ηi
(ηi −Qi(l̃i))

ηi − l̃i

∫

Er

i

(fi(x)− ϕi(x))dx

≤ C0 +
n
∑

i=1

ηi

∫

Er

i

(fi(x)− ϕi(x))dx, (3.16)

где

C0 := C + 2
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

(ηi − ϕi(x))dx < +∞. (3.17)
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Так как l̃i ∈ (0, ηi), то из условий a), b) вытекает, что

Qi(l̃i) < l̃i, i = 1, 2, . . . , n. (3.18)

Таким образом, имея ввиду (3.18), из (3.16) получим

n
∑

i=1

ηibi

r
∫

1

(fi(x)− ϕi(x))dx ≤ C0; (3.19)

здесь

bi := min
{

1,
l̃i −Qi(l̃i)

ηi − l̃i

}

> 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.20)

Обозначим через
ρ := min

1≤i≤n
(ηibi) > 0. (3.21)

Тогда из (3.19) следует, что

r
∫

1

(fi(x)− ϕi(x)) dx ≤ C0

ρ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.22)

Устремляя число r → +∞ имеем: fi − ϕi ∈ L1(1,+∞), i = 1, 2, . . . , n и

∞
∫

1

(fi(x)− ϕi(x))dx ≤ C0

ρ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.23)

Поскольку функции {fi(x)}ni=1 измеримы на R
+, ϕi ∈ C(R+) и fi, ϕi ∈M(R+), i = 1, 2, . . . , n,

то fi − ϕi ∈ L1(0, 1), i = 1, 2, . . . , n. Значит, на основе доказанных выше фактов приходим
к (3.10).

Заметим также, что из (3.4) выводим следующую оценка снизу:

∞
∫

0

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)))dx ≥
∫

{x∈R+ : fi(x)>ηi}

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)))dx

≥
∫

{x∈R+ : fi(x)>ηi}

(fi(x)− ϕi(x))dx, i = 1, 2, . . . , n.

Учитывая (2.19), (3.2) и (3.10), получим

0 ≤ |ηi − fi(x)| ≤ |ηi − ϕi(x)|+ |fi(x)− ϕi(x)| ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n. (3.24)

Отсюда, ηi − fi ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n.

Для завершения доказательства остается убедиться, что lim
x→+∞

fi(x) = ηi, i = 1, 2, . . . , n.

С этой целью сперва докажем, что

lim
x→+∞

(fi(x)− ϕi(x)) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.25)

Исходя из (3.1), (3.2), (2.16), (1.1), а также из условий II), 1)–3) и B), имеем

0 ≤ Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x)) ≤ ψi(x) +
n
∑

j=1

∞
∫

0

K̊ij(x− t)fj(t)dt
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−
n
∑

j=1

∞
∫

0

(K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t))ϕj(t)dt ≤ ψi(x)

+

n
∑

j=1

∞
∫

0

K̊ij(x− t)(fj(t)− ϕj(t))dt+

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

x

K̊ij(y)dy, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+. (3.26)

Как известно (см. [12]), если F, Φ ∈ L1(R) ∩M(R), то

(F ∗ Φ)(x) =
∞
∫

−∞

F (x− t)Φ(t)dt→ 0, когда x→ ±∞.

Значит, если зафиксировать индексы i, j ∈ {1, 2, . . . , n} и рассматривать следующие функции:

F (x− t) =

{

K̊ij(x− t), если (x, t) ∈ R
+ × R

+,

0, при остальных (x, t);

Φ(t) =

{

fj(t)− ϕj(t), если t ∈ R
+,

0, если t ∈ R \R+,

то в силу 2), соотношений (3.10), (3.2) и оценки fj(t) ≤ ξj, t ∈ R
+, можно утверждать, что

для всех фиксированных i, j ∈ {1, 2, . . . , n} имеет место предельное соотношение

lim
x→+∞

∞
∫

0

K̊ij(x− t)(fj(t)− ϕj(t))dt = 0. (3.27)

Таким образом, из (3.26), (3.27), в силу того что lim
x→+∞

ψi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , n получаем

lim
x→+∞

(Qi(fi(x))−Qi(ϕi(x))) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.28)

Qi ∈ C(R+) и Qi(u) ↑ по u на R
+ для всех i = 1, 2, . . . , n, поэтому из (3.28) следует (3.25).

Поскольку lim
x→+∞

ϕi(x) = ηi, i = 1, 2, . . . , n, то, принимая во внимание (3.24) и (3.25), приходим

к предельному соотношению: lim
x→+∞

fi(x) = ηi, i = 1, 2, . . . , n.

Теорема 2 доказана.

4. Единственность решения системы (1.1)

В настоящем разделе при определенных дополнительных ограничениях на функции
{µi(x, u)}ni=1 и {Kij(x, t)}n×n

i,j=1 мы докажем единственность решения системы нелинейных ин-

тегральных уравнений (1.1) в следующем классе ограниченных на R
+ вектор-функций:

P :=
{

f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T : fi ∈M(R+), fi(x) ≥ ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+
}

. (4.1)

Справедлива

Теорема 3. Пусть µi ∈ C(R+ × R
+), Kij ∈ C(R+ × R

+), i, j = 1, 2, . . . , n. Тогда при

условиях теоремы (2) если функции {µi(x, u)}ni=1 при всяком фиксированном x ∈ R
+ выпук-

лы вверх по u на R
+, то система нелинейных интегральных уравнений (1.1) в классе P не

может иметь более одного решения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное: система (1.1) имеет два различных ре-
шения f и f̃ из класса P. Тогда в силу теоремы 2

ηi − fi ∈ L1(R
+), ηi − f̃i ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n. (4.2)

Поэтому

fi − f̃i ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n. (4.3)

Так как µi ∈ C(R+ × R
+), Kij ∈ C(R+ × R

+), fi, f̃i ∈ P, i, j = 1, 2, . . . , n, то вcледствие
условий a) и b) из (1.1) следует, что

fi, f̃i ∈ C(R+), i = 1, 2, . . . , n. (4.4)

Поскольку f(x) 6≡ f̃(x) по предположению, то существуют x0 ∈ R
+ и i0 ∈ {1, 2, . . . , n} такие,

что

fi0(x0) 6= f̃i0(x0).

Тогда в силу (4.4) существует число x1 > 0 такое, что fi0(x1) 6= f̃i0(x1). Опять учитывая (4.4),
можно утверждать, что существует число δ ∈ (0, x1) такое, что

fi0(x) 6= f̃i0(x), x ∈ (x1 − δ, x1 + δ). (4.5)

Поскольку fi0(x) ≥ ϕi0(x), f̃i0(x) ≥ ϕi0(x), x ∈ R
+, то ввиду (2.17)

fi0(x) > 0, f̃i0(x) > 0, x ∈ (x1 − δ, x1 + δ). (4.6)

Рассмотрим множества

Πi := {x ∈ R
+ : fi(x) 6= f̃i(x), fi(x) > 0}, i = 1, 2, . . . , n. (4.7)

Из (4.5) и (4.6) выводим, что

(x1 − δ, x1 + δ) ⊂ Πi0 . (4.8)

Значит, множество Πi0 имеет положительную меру.

Из (1.1) немедленно следует, что

|Qi(fi(x)) −Qi(f̃i(x))| ≤ |µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

+
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)|fj(t)− f̃j(t)|dt, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+. (4.9)

Учитывая условия B), I), в силу (4.3) и неравенств fj(x) ≤ ξj, j = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+, можно

утверждать, что функции

fi(x)

(

|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))| +
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)|fj(t)− f̃j(t)|dt
)

∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n.

(4.10)
Умножим обе части (4.9) на функцию fi(x) и исходя из (4.10) интегрируем обе части получен-
ного неравенства по x в пределах от 0 до +∞. Тогда в силу I) и теоремы Фубини (см. [11])
будем иметь

n
∑

i=1

∞
∫

0

fi(x)|Qi(fi(x))−Qi(f̃i(x))|dx ≤
n
∑

i=1

∞
∫

0

fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|dx
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+
n
∑

i=1

∞
∫

0

fi(x)
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(x, t)|fj(t)− f̃j(t)|dtdx =
n
∑

i=1

∞
∫

0

fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|dx

+

n
∑

j=1

∞
∫

0

|fj(t)− f̃j(t)|
n
∑

i=1

∞
∫

0

Kji(t, x)fi(x)dxdt =

n
∑

i=1

∞
∫

0

fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|dx

+

n
∑

j=1

∞
∫

0

(

Qj(fj(t)) − µj(t, fj(t))

)

|fj(t)− f̃j(t)|dt

или, что то же самое,

n
∑

i=1

∞
∫

0

(

fi(x)|Qi(fi(x))−Qi(f̃i(x))| − fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

−Qi(fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|+ µi(x, fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|
)

dx ≤ 0. (4.11)

Из a), b) и выпуклости вверх функций {µi(x, u)}ni=1 по u на R
+ следует, что для всех x ∈ Πi

справедливы неравенства

|Qi(fi(x)) −Qi(f̃i(x))|
|fi(x)− f̃i(x)|

>
Qi(fi(x))

fi(x)
, i = 1, 2, . . . , n, (4.12)

|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|
|fi(x)− f̃i(x)|

<
µi(x, fi(x))

fi(x)
, i = 1, 2, . . . , n. (4.13)

Значит, подынтегральная функция в левой части неравенства (4.11) для всех x ∈ Πi является
положительной функцией. С другой стороны, очевидно, что

∫

Πi

(

fi(x)|Qi(fi(x))−Qi(f̃i(x))| − fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

− Qi(fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|+ µi(x, fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|
)

dx

=

∞
∫

0

(

fi(x)|Qi(fi(x))−Qi(f̃i(x))| − fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

− Qi(fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|+ µi(x, fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|
)

dx, i = 1, 2, . . . , n.

Отсюда, учитывая (4.11), (4.12) и (4.13), приходим к оценке

∫

Πi0

(

fi0(x)|Qi0(fi0(x)) −Qi0(f̃i0(x))| − fi0(x)|µi0(x, fi0(x))− µi0(x, f̃i0(x))|

− Qi0(fi0(x))|fi0(x)− f̃i0(x)|+ µi0(x, fi0(x))|fi0(x)− f̃i0(x)|
)

dx

≤
n
∑

i=1

∫

Πi

(

fi(x)|Qi(fi(x)) −Qi(f̃i(x))| − fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

− Qi(fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|+ µi(x, fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|
)

dx
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=
n
∑

i=1

∞
∫

0

(

fi(x)|Qi(fi(x)) −Qi(f̃i(x))| − fi(x)|µi(x, fi(x))− µi(x, f̃i(x))|

− Qi(fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|+ µi(x, fi(x))|fi(x)− f̃i(x)|
)

dx ≤ 0.

В соотношениях (4.12) и (4.13), взяв i = i0 из полученной выше оценки, приходим к противо-
речию. Следовательно, f(x) ≡ f̃(x).

Тем самым теорема 3 доказана.

5. Примеры

В конце работы приведем некоторые прикладные и чисто теоретические примеры нелиней-
ностей {Qi(u)}ni=1, {µi(x, u)}ni=1 и матричных ядер {Kij(x, t)}n×n

i,j=1, {K̊ij(x)}n×n
i,j=1, удовлетворя-

ющих всем условиям доказанных результатов.

Примеры нелинейностей {Qi(u)}ni=1:

q1) Qi(u) =
uθi

ηθi−1
i

, θi > 1 — натуральные числа, i = 1, 2, . . . , n;

q2) Qi(u) = ai
uθi

ηθi−1
i

+(1− ai)u, где θi > 1, ai ∈ (0, 1] — числовые параметры, i = 1, 2, . . . , n.

Примеры нелинейностей {µi(x, u)}ni=1:

m1) µi(x, u) = ψi(x)
u

u+ αi
, где ψi ∈ L0

1(R
+) ∩ CM (R+) — положительные функции,

αi > 0 — произвольные числовые параметры, а CM (R+) — пространство непрерывных и огра-
ниченных на R

+ функций, i = 1, 2, . . . , n;

m2) µi(x, u) = ψi(x)(1 − e−βiu), где βi > 0 — числовые параметры, i = 1, 2, . . . , n.

Примеры матричных ядер {K̊ij(x)}n×n
i,j=1 и {Kij(x, t)}n×n

i,j=1:

k1) K̊ij(x) =
aij√
π
e−x2

, x ∈ R, где aij = aji > 0, i, j = 1, 2, . . . , n, причем спектральный

радиус матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1 равен единице;

k2) K̊ij(x) =

∫ b

a

e−|x|sdσij(s), x ∈ R, где σij(s) — монотонно неубывающие непрерыв-

ные функции на [a, b), 0 < a < b ≤ +∞, причем 2

∫ b

a

1

s
dσij(s) = aij , i, j = 1, 2, . . . , n,

A = (aij)
n×n
i,j=1, r(A) = 1;

k3) Kij(x, t) = K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t), i, j = 1, 2, . . . , n, (x, t) ∈ R
+ × R

+;

k4) Kij(x, t) = K̊ij(x− t), i, j = 1, 2, . . . , n, (x, t) ∈ R
+ × R

+;

k5) Kij(x, t) =
2K̊ij(x− t)(K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t))

2K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t)
, i, j = 1, 2, . . . , n, (x, t) ∈ R

+ × R
+;

k6) Kij(x, t) =
√

K̊ij(x− t)(K̊ij(x− t)− K̊ij(x+ t)), i, j = 1, 2, . . . , n, (x, t) ∈ R
+ × R

+.

Следует отметить, что примеры q1), q2), m2), k1)–k4) встречаются в динамической теории
p-адических струн, в математической биологии и в кинетической теории газов (см. [2;3;5;13]),
а примеры m1), k5) и k6) имеют чисто теоретический характер.

Подробно остановимся на примере m1). Проверка выполнения вышеперечисленных усло-
вий для остальных примеров осуществляется аналогичным образом.
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Во первых, очевидно, что µi ∈ C(R+×R
+), i = 1, 2, . . . , n. Значит, условие C) выполняется.

С другой стороны,

∂µi(x, u)

∂u
= ψi(x)

αi

(u + αi)2
> 0, x ∈ R

+, u ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n,

откуда следует, что µi(x, u) ↑ по u на R
+, i = 1, 2, . . . , n. Из этого факта получаем также, что

sup
u∈R+

µi(x, u) = ψi(x) lim
u→+∞

u

u+ αi
= ψi(x), x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что µi(x, 0) ≡ 0, i = 1, 2, . . . , n. Следовательно, условия A) и B) выполняются.
Поскольку

∂2µi(x, u)

∂u2
= −2

αiψi(x)

(u+ αi)3
< 0, x ∈ R

+, u ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n,

то функции {µi(x, u)}ni=1 будут выпуклы вверх по u на множестве R
+.
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