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Модели сплошной среды допускают алгебру Ли группы из переносов, преобразований Галилея, враще-

ний и растяжения. Для подалгебры разных размерностей строят подмодели. Для подалгебр размерностей

1, 2, 3 — это инвариантные подмодели. Для подалгебр размерности 4 возможны инвариантные решения,

задаваемые конечными формулами, частично инвариантные подмодели, а также дифференциально ин-

вариантные подмодели. Для уравнений газодинамического типа на примере четырехмерной подалгебры

из переносов предлагается способ построения дифференциально инвариантных подмоделей минималь-

ного ранга. Для этого вычисляются базис дифференциальных инвариантов, операторы инвариантного

дифференцирования. Выбираются независимые дифференциальные инварианты в силу уравнений мо-

дели и определяется простейшее представление нетривиального решения. Подстановка представления в

уравнения модели дает переопределенную систему. Приведение в инволюцию происходит с помощью на-

хождения интегрируемых комбинаций и альтернативных предположений. В результате получены точные

решения и подмодели из обыкновенных дифференциальных уравнений для пространственных, плоских

и одномерных движений с линейным полем скоростей.
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S. V.Khabirov. Differentially invariant submodels of gas dynamics for the four-dimensional

subalgebra of translations.

Continuum models admit a Lie algebra of the group containing translations, Galilean transformations,

rotations, and dilatation. Submodels are constructed for subalgebras of different dimensions. For dimensions

1, 2, and 3, these are invariant submodels. For subalgebras of dimension 4, invariant solutions given by finite

formulas, partially invariant submodels, and also differentially invariant submodels are possible. For equations

of gas-dynamic type, using the example of a four-dimensional subalgebra of translations, a method is proposed

for constructing differentially invariant submodels of minimal rank. For this, the basis of differential invariants

and operators of invariant differentiation are calculated. Independent differential invariants are chosen by virtue

of the model equations, and the simplest representation of a nontrivial solution is determined. Substitution of

the representation into the model equations gives an overdetermined system. Reduction to involution occurs

by finding integrable combinations and alternative assumptions. As a result, exact solutions and submodels

with ordinary differential equations are obtained for spatial, plane, and one-dimensional motions with a linear

velocity field.
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Введение

Задачи группового анализа квазилинейной системы газодинамического типа поставлены
и частично решены в [1; 2]. Беглый перечень результатов сделан автором в статье2 2021 г.
Основная цель анализа дать исчерпывающий список точных решений и более простых си-
стем уравнений из точных решений (подмодели) на основе алгебраических свойств исходной
модели (допускаемой алгебры Ли). Решение проблемы затрудняется из-за сложности постро-
ения нерегулярных частично инвариантных и дифференциально инвариантных подмоделей

1Работа поддержана средствами госбюджета по госзаданию № 0246-2019-0052.
2Движение частиц газа, построенное по группе Галилея // Тр. Ин-та математики и механики УрО

РАН. 2021. Т. 27, № 1. С. 173–187.
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для подалгебр большой размерности. Имеет смысл рассматривать частные решения из вы-
деленных классов. В работе описываются новые дифференциально инвариантные подмодели
для четырехмерный подалгебры из пространственных переносов и Галилеева переноса. Дан
исчерпывающий список подмоделей ранга 1 (одна независимая переменная — время) и дефек-
та 2 (две функции общего вида — давление и плотность). Независимые дифференциальные
инварианты дают представление решений с линейным полем скоростей. Следовательно, та-
кие решения справедливы для моделей сплошной среды с постоянной вязкостью. Получены
решения в трехмерном, плоском и одномерном случаях.

1. Регулярные частично инвариантные решения

Уравнения газодинамического типа определяются законами сохранения импульса, массы
и энергии [1]

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0,
ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ∇ · ~u = 0,

εt + (~u · ∇)ε+ pρ−1∇ · ~u = 0.
(1.1)

Из термодинамического тождества TdS = dε+pdρ−1 следует, что ε = ε(S, ρ), T = εS , p = ρ−2ερ,
и вместо последнего уравнения системы (1.1) можно взять уравнение

DS = St + ~u · ∇S = 0 (1.2)

или

Dp+A(p, ρ)∇ · ~u = 0, A = ρfρ, p = f(ρ, S) = ρ−2ερ. (1.3)

Замыкает систему (1.1) уравнение состояния ε = ε(S, ρ) или p = f(ρ, S). Здесь p — давление,
ρ — плотность, ε — внутренняя энергия, S — энтропия, T — температура.

Система (1.1), так же как и уравнения (1.2), (1.3), допускает 11-мерную алгебру Ли [1],
базис которой в декартовой системе координат состоит из следующих операторов:

переносы по пространству X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z;
галилеевы переносы X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂v, X6 = t∂z + ∂w;
вращения X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v , X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,

X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u;
перенос по времени X10 = ∂t,

равномерное растяжение X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z.

Далее для простоты вычислений подмоделей мы будем пользоваться всеми приведенными
уравнениями.

Любое решение системы (1.1) переводится преобразованиями представленных операторов
снова в решения. Поэтому решения будем рассматривать с точностью до этих преобразований.
Если вместо энтропии взять произвольную функцию от энтропии, то уравнения не изменятся.
Меняется только уравнение состояния. Далее уравнения состояния записываем с точностью
до этого преобразования эквивалентности.

По любой подалгебре можно строить подмодели. Для этого вычисляют базис дифферен-
циальных инвариантов и операторы инвариантного дифференцирования. Сначала продолжа-
ют на производные операторы из базиса подалгебры. Затем находят инварианты нулевого,
первого и, быть может, второго порядка. Это функционально независимые выражения, кото-
рые аннулируются продолженными операторами. Порядок инварианта определяется порядком
производных, входящих в него. Инварианты выше нулевого порядка определяют операторы
инвариантного дифференцирования, если они получаются из инвариантов нулевого или пер-
вого порядков. Инварианты, не выводимые с помощью операторов инвариантного дифферен-
цирования, образуют базис функционально независимых инвариантов. Если некоторое число
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инвариантов базиса назначить новыми функциями других, то получим представление решений
подмодели. Представлений конечное число, при этом некоторые искомые функции могут быть
общего вида. В зависимости от того, какие инварианты выбраны в качестве новых независи-
мых переменных, получаются инвариантные, частично инвариантные или дифференциально
инвариантные подмодели [3].

В качестве примера рассмотрим четырехмерную подалгебру из переносов {X1,X2,X3,X4}.
Если переменные в системе (1.1) обозначить как t = x0, x = x1, y = x2, z = x3; u = u1, v = u2,
w = u3, ρ = u4, p = u5, то продолженный оператор вычисляется по формуле [2]

X = ξi∂xi + ηk∂uk + (Diη
k − ukjDiξ

j)∂uk

i

+ . . . ,

где операторы полного дифференцирования Di = ∂xi + uki ∂uk + . . . . Для нашей подалгебры
продолжается лишь последний оператор

X4 = x0∂x1 + ∂u1 − uk
x1∂uk

x0

.

Инвариантами подалгебры являются x0, u2, u3, u4, u5, uk
x1 , uk

x2 , uk
x3 , uk

x0 + u1uk
x1 .

Инварианты, содержащие производные с k = 2, 3, 4, 5 выводятся из инвариантов uk при по-
мощи операторов инвариантного дифференцирования Dx, Dy, Dz, Dt + uDx. Следовательно,
базис дифференциальных инвариантов таков:

t, v, w, ρ, p, ux, uy, uz, ut + uux.

Последний инвариант зависит от предыдущих в силу системы (1.1), поэтому его исключа-
ем из базиса. Если инварианты, не содержащие производных (нулевой порядок), но содер-
жащие значения функций, назначить новыми функциями, зависящими от инварианта t, а
функцию u(t, ~x) считать общей функцией, то получим представление регулярного частично
инвариантного решения ранга 1 дефект 1 [4]. Подстановка представления в систему (1.1), где
вместо уравнения энергии взято уравнение для энтропии, дает

ut + uux + vuy + wuz = 0, vt = 0, wt = 0, ρt + ρux = 0, St = 0.

С точностью до преобразований, порождаемых алгеброй, приходим к решениям с любым урав-
нением состояния

v = w = 0, S = S0, p = f(ρ, S0); ρ = ρ0, u = ϕ(y, z),

или
ρ = ρ0t

−1, u = t−1(x+ ϕ(y, z)),

где ρ0, S0 — постоянные, ϕ(y, z) — произвольная функция. Для первого решения частицы
двигаются по прямым x = tϕ(y0, z0) + x0, y = y0, z = z0, параллельным оси x с постоянной
скоростью.

Для второго решения частицы двигаются по прямым x = u0t − ϕ(y0, z0), y = y0, z = z0,

параллельным оси x c постоянной, каждая со своей скоростью u0, коллапсируя на поверхность
x0 = −ϕ(y0, z0) при t = 0. При t > 0 происходит мгновенный источник с поверхности коллапса.

2. Дифференциально инвариантные решения ранга 1 дефекта 2

Если все дифференциальные инварианты базиса кроме последнего, исключенного в силу
системы, содержащие функции, назначить новыми функциями инварианта t, то получим част-
ный случай рассмотренного частично инвариантного решения. Если функции ρ(t, ~x), p(t, ~x) —
общего вида, то получим обобщения v(t), w(t), ux = u1(t), uy = u2(t), uz = u3(t), которые мож-
но назвать дифференциально инвариантным решением ранга 1 дефекта 2. По терминологии
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работы [2] частично инвариантные решения для нашей подалгебры бывают ранга 3 дефекта 3,
когда v, w — функции переменных t, ρ, p, а функции u, ρ, p — общего вида. Отсюда следует
представление u = u1x+ u2y + u3z + u0(t). Подстановка представления в уравнение импульса
системы (1.1) дает

py = −ρv′, pz = −ρw′, px = −ρq,

q = (u′1 + u21)x+ (u′2 + u1u2)y + (u′3 + u1u3)z + µ,

u′0 + u1u0 + vu2 + wu3 = µ.

Совместность приводит к равенствам при v′ 6= 0, w′ 6= 0:

w′py = v′pz, w′ρy = v′ρz ⇒ p(t, x, I), ρ(t, x, I), I = v′y + w′z, pI = −ρ 6= 0,

px = pIq, q = (u′1 + u21)x+ (u′2 + u1u2)
1

v′
(I − w′z) + (u′3 + u1u3)z + µ.

В последнем уравнении переменная z свободная. Приравнивая к нулю коэффициенты (рас-
щепление по z), выводим

u′2 + u1u2 = λ(t)v′, u′3 + u1u3 = λ(t)w′, p(t, J), ρ = −pJe
λx,

J =







eλx(I + µλ−1 + λ−1(u′1 + u21)(x− λ−1)), λ 6= 0,

I +
1

2
(u′1 + u21)x

2 + µx, λ = 0.

(2.1)

Уравнение (1.3), записанное в переменных t, x, I, имеет свободную переменную z. После рас-
щепления приходим к уравнению (v′u3−w′u2)px+(v′w′′−w′v′′)pI = 0, которое имеет свободные
переменные x и I. Расщепление приводит к соотношениям

(v′u3 − w′u2)(u
′

1 + u21) = 0, (v′u3 − w′u2)λ = 0,

(v′u3 − w′u2)µ+ v′w′′ −w′v′′ = 0,
(2.2)

которые позволяют сделать альтернативные предположения.

2.1. Предположим, что v′u3−w′u2 6= 0. Тогда с точностью до переноса по времени из (2.1)
и (2.2) следуют

u1 = t−1, λ = 0, u2 = C2t
−1, u3 = C3t

−1, J = I + µx,

µ = u′0 + t−1(u0 + C2v + C3w) = t
v′w′′ − w′v′′

C2w′ − C3v′
, ρ = −pJ 6= 0.

Здесь и далее через C и Ci обозначены постоянные.

Уравнение сохранения массы системы (1.1) и уравнению (1.3) в переменных t, J содержит
свободную переменную x. Расщепление приводит к равенствам

µ′

µ
+

1

t
−

v′′

v′
=

C2

tv′
µ ⇒ µ =

v′

M0t+ C2
,

w′

v′
=

C4t

M0t+ C2
+

C3

C2
, C4 6= 0;

tpJ = P ′(J1), J1 =
J

tµ
−

∫

(u0

t
+

vv′ + ww′

tµ

)

dt ⇒ p = µP (J1) + p0(t),

tp′0 + tµ′
p− p0

µ
+A(p, ρ) = 0 ⇒ A = Np+N0, tµ′ +Nµ = 0, tp′0 +Np0 +N0 = 0.

Здесь и далее N , N0, M , M0 — постоянные.
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Отсюда получаем подмодель

u′0 + t−1(u0 + C2v + C3w) = Mt−N = µ,

v′ = Mt−N (M0t+ C2), w′ = Mt−N ((C4 + C3M0C
−1
2 )t+ C3),

p = Mt−NP (J1) + p0(t), ρ = −t−1P ′(J1), p0 =

{

C5t
−N −N0N

−1, N 6= 0,

−N0 ln |t|+ C5, N = 0.

J1 = t−1x+ (M0 + C2t
−1)y + (C4 + C3M0C

−1
2 + C3t

−1)z

−

∫

(u0t
−1 + v(M0 + C2t

−1) + w(C4 +C3M0C
−1
2 + C3t

−1))dt,

(2.3)

для уравнения состояния p = SρN −
N0

N
при N 6= 0 или p = N0 ln ρ+ S при N = 0.

2.2. В случае u2w
′ = u3v

′ из (2.2) следует, что w′ = Cv′ ⇒ w = Cv, u3 = Cu2, I = v′(y+Cz),
µ = u′0 + u1u0 + vu2(1 + C2) с точностью до галилеева переноса.

2.2.1. Сначала предположим

λ 6= 0, u′2 + u1u2 = λv′ ⇒ u2 6= 0. (2.4)

Уравнение сохранения массы системы (1.1) в переменных t, J содержит свободную пере-
менную x. Расщепление приводит к равенствам

pJ + JpJJ = 0 ⇒ p = ν(t) ln |J |+ p0(t), ρ = −νJ−1eλx 6= 0,

ν ′

ν
+ u1 =

v′′

v′
+

u′1 + u21
λ

u2

v′
,

(u′1 + u21
λ

)

′

+
u′1 + u21

λ

(

u1 −
u2

v′
u′1 + u21

λ

)

=
v′′

v′
u′1 + u21

λ
⇒ u′1 + u21 = C0λν,

(µ

λ
−

u′1 + u21
λ2

)

′

+
u′1 + u21

λ

(

u0 −
u2

v′

(µ

λ
−

u′1 + u21
λ2

))

=
v′′

v′

(µ

λ
−

u′1 + u21
λ2

)

− vv′(1 + C2).

(2.5)

В силу интеграла (2.5) остальные уравнения принимают вид

ν ′

ν
+ u1 =

v′′

v′
+ C0ν

u2

v′
, (2.6)

µ′ − C0ν
′

λ
+ C0νu0 =

µ− C0ν

λ

(ν ′

ν
+ u1 +

λ′

λ

)

− (1 +C2)vv′. (2.7)

Уравнение (1.3) в переменных t, J в силу (2.5)–(2.7) записывается как

p′0 +
ν ′

ν
(p− p0) + ν ′ + ν

(

u1 + λu0 −
u2

v′
(µ− C0ν)

)

+ ν
(

ln ρ− ln |ν|+
p− p0

ν

)(λ′

λ
+ u1 −

C0νu2

v′

)

−
ν2

ρ

u2λ

v′
+ u1A(p, ρ) = 0.

Здесь t, ρ, p — независимые переменные. Коэффициенты при p, ln ρ, ρ−1 пропорциональны u1
с постоянными множителями

A(p, ρ) = Np+N−1ρ
−1 +Nl ln ρ+N0, Ni — постоянные,

ν2λu2 = N−1u1v
′ ⇒ N−1 6= 0, u1 6= 0,

(2.8)

λ′

λ
+ u1 − C ′

0ν
u2

v′
+Nlu1ν

−1 = 0 ⇒
(λv′)′

λv′
+Nu1 = 0, (2.9)
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ν ′

ν
+

λ′

λ
+ u1 − C0ν

u2

v′
+Nu1 = 0 ⇒ ν ′ = (Nl −Nν)u1, (2.10)

p′0 +Nu1p0 + u1(N0 +Nl + (1−N)ν −N−1
µ− C0ν

λν2
+Nl ln |ν|) = 0. (2.11)

Получили переопределенную систему (2.4)–(2.6), (2.8)–(2.11).
Исключим u2 и v′′ с помощью (2.8) и (2.9)

(λν)′

λν
= u1

(C0N−1

λν
−N − 1

)

, u′1 + u21 = C0λν,

λν(λν −N−1C0) = N−1u1

(

−Nu1 − 2
(λν)′

λν

)

.

Отсюда, выводим два конечных соотношения при условии λν 6= const:

(λν)2(λν − C0N−1) = N−1u
2
1((N + 2)λν − 2C0N−1),

λν
(

3(N + 1)(λν)2 − C0N−1λν − 2(C0N−1)
2
)

= N−1u
2
1

(

(N + 2)(N + 3)λν − (N + 6)C0N−1

)

.

Первое уравнение — результат исключения производной из первого и третьего равенств. Его
дифференциал дает линейное однородное уравнение на дифференциалы d(λν), u1du1. Исклю-
чая dt из первого и второго равенств, имеем еще одно линейное однородное уравнение на
те же дифференциалы. Обнуление определителя из коэффициентов дает второе равенство.
Исключая величину N−1u

2
1, получим алгебраическое уравнение на переменную величину λν

λν(λν − C0N−1)((N + 2)(N + 3)λν − (N + 6)C0N−1)

=
(

3(N + 1)(λν)2 − C0N−1λν − 2C0N−1

)

((N + 2)λν − 2C0N−1).

Приравнивая нулю коэффициенты, получим подмодель

N(N + 2) = 0, C0 = 0, u1 =
1

t
,

(λν)2 = N−1t
−2(N + 2), (λν)′ = −t−1(N + 1)λν ⇒ N = 0, λν = C4t

−1, C2
4 = 2N−1 > 0,

u2 =
1

2
C5t, v′ = C5λ

−1, ν = Nl ln |t|+ C6,

p′0 + t−1
(

N0 +Nl + ν +Nl ln |ν| −N−1C
−1
4 tν−1µ

)

= 0,

u′0 + t−1u0 +
1

2
C5(1 + C2)tv = C5

(

C7 − (1 +C2)

∫

vdt
)

= µ,
(2.12)

где Ci — постоянные, с уравнением состояния

p = f(ρ, S) = S −
N−1

ρ
+

1

2
Nl(ln ρ)

2 +N0 ln ρ. (2.13)

Если λν = C4 6= 0, то

C0N−1 = (N + 1)C4, N(N−1u
2
1 − C2

4 ) = 0,

u′1 + u21 = C0C4 = ±α2 ⇒ N = 0, C4 = C0N−1; u1 =

{

−αtg(αt), N−1 < 0,

αth(αt), N−1 > 0.

Подмодель состоит из уравнений

ν ′ = Nlu1, u2C
2
4 = N−1C5u1, v′ = C5C

−1
4 ν,

µ′ + C0C4u0 = u1(µ− C0ν + C0Nl)− (1 + C2)C5v,

p′0 + u1(N0 +Nl + 1 + ν − C−1
0 ν−1µ+Nl ln |ν|) = 0,

u′0 + u1u0 + vu2(1 + C2) = µ.

(2.14)



196 С.В.Хабиров

Уравнение состояния (2.13) при Nl > 0, N−1 < 0 в области между корнями уравнений fρ = 0
и fρρ = 0 соответствует нормальному газу (f > 0, fρ > 0, fρρ > 0) [1].

2.2.2. Рассмотрим случай, альтернативный предыдущему:

λ = 0, u2 = C2e
−

∫
u1dt, ρ = −pJ(t, J), J = I +

1

2
(u′1 + u21)x

2 + µx.

Уравнение (1.3), записанное в переменных t, J , содержит свободную переменную x. Рас-
щепление приводит к равенствам

u2(u
′

1 + u21) = 0 ⇒ C0C2 = 0,

(u′1 + u21)
′ +

(

2u1 −
v′′

v′

)

(u′1 + u21) = 0 ⇒ u′1 + u21 = C0v
′e−2

∫
u1dt,

µ′ + u0(u
′

1 + u21) +
(

u1 −
u2

v′
µ
)

µ =
v′′

v′
µ,

pt + (Jv̄ + µ̄)pJ + u1A(p, ρ) = 0, v̄ =
u2

v′
µ+

v′′

v′
, µ̄ = u0µ+ vv′(1 +C2).

(2.15)

Уравнение для плотности системы (1.1) в переменных t, J принимает вид

ptJ + (Jv̄ + µ̄)pJJ + u1pJ = 0 ⇒ −ρ = pJ = g′(J1), J1 = Je−
∫
v̄ −

∫

(µ̄ē−
∫
v̄).

Отсюда и из (2.15) следует

p = p0(t) + g(J1) exp

∫

(v̄ − u1)dt,

p′0 + (p − p0)(v̄ − u1) + u1A(p, ρ) = 0 ⇒ A = ρfρ = Np+N0 = Nf +N0.

(2.16)

Уравнение состояния должно иметь вид

Np+N0 = SρN при N 6= 0 и p = N0 ln ρ+ S при N = 0.

Расщепление по свободной переменной t в (2.16) дает

u2

v′
µ+

v′′

v′
= u1(1−N),

p′0 + u1(Np+N0) = 0 ⇒ Np0 +N0 = C4e
−N

∫
u1 (N 6= 0), p0 = −N0

∫

u1 + C4 (N = 0).

Получили замкнутую интегрируемую подмодель

u′0 + u1u0 = µ− v(1 + C2)C2e
−

∫
u1 , u′1 + u21 = C0v

′e−2
∫
u1 , C0C2 = 0,

µ′ +Nu1µ = −u0C0v
′e−2

∫
u1 , v′′ + µC2e

−

∫
u1 = (1−N)u1v

′.
(2.17)

При C0 6= 0 имеем

u2 = 0, v′ = C5e
(1−N)

∫
u1 6= 0,

u′0 + u1u0 = µ, µ′ +Nu1µ = −u0C0C5e
(1−N)

∫
u1 , u′1 + u21 = C0C5e

−(N+1)
∫
u1 .

При C0 = 0 имеем

u1 = t−1, u2 = C2t
−1, µ = C5t

−N ,

v′ = C6t
1−N + C2C5t

−N , u′0 + t−1u0 = µ+ C2(1 + C2)t−1v.
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3. Плоские и одномерные дифференциально инвариантные решения

В предыдущем разделе предполагалось, что v′ 6= 0, w′ 6= 0. Пусть v′ 6= 0, w′ = 0, тогда с
точностью до галилеевого переноса

w = 0, pz = 0, py = −ρv′ 6= 0, px = −ρq,

q = (u′1 + u21)x+ (u′2 + uu2)y + (u′3 + uu3)z + µ; µ = u′0 + u1u0 + vu2.

Отсюда следует
ρz = 0, u′3 + u1u3 = 0, ρxv

′ = ρyq + ρ(u′2 + u1u2). (3.1)

Уравнение для плотности системы (1.1) и уравнение (1.3) расщепляются по переменной z:

u3ρx = 0, u3px = 0,

ρt + (u1x+ u2y + u0)ρx + vρy + ρu1 = 0.
(3.2)

Если q = 0, то u1 =
1

t
, u2 =

C2

t
, u3 =

C3

t
, u0 = −

C2

t

∫

v;

px = 0, py = −ρv′ ⇒ ρx = 0.

Из (3.1) определяются

ρ =
1

t
R′(y1), y1 = y −

∫

v, p = −
v′

t
R(y1) + p0(t).

Уравнение (1.3) принимает вид

tp′0 +
(

ln
v′

t

)

′

(p− p0) +A(p, ρ) = 0 ⇒ A = Np+N0 ⇒ p = SρN −
N0

N
.

Расщепление по переменной p приводит к интегрируемой подмодели

v′ = C0t|t|
−N , tp′0 +Np0 +N0 = 0. (3.3)

Пусть q 6= 0. Тогда px 6= 0 и из (3.2) следует

u3 = 0, ρ = e−
∫
u1R(y1, J), y1 = y −

∫

v,

J = xe−
∫
u1 − y

∫

u2e
−

∫
u1 −

∫

u0e
−

∫
u1 +

∫

v

∫

u2e
−

∫
u1 .

Получаем решение плоской газовой динамики.
Соотношение (3.1) запишем в виде

(

v′e−
∫
u + q

∫

u2e
−

∫
u1

)

RJ = qRy1 + (u′2 + u1u2)R, (3.4)

где

q = (u′1 + u21)e
∫
u1

(

J + y1

∫

u2e
−

∫
u1 +

∫

u0e
−

∫
u1 +

∫

(

u2

∫

ve−
∫
u1

))

.

Коэффициенты в уравнении (3.4) зависят от t и пропорциональны с постоянными множите-
лями

∫

u2e
−

∫
u1 = K0 ⇒ u2 = 0, q = (u′1 + u21)x+ u′0 + u1uo,

J +K0y1 = xe−
∫
u1 −

∫

u0e
∫
u1 = J1,

u′1 + u21 = K1v
′e−2

∫
u1 , u′0 + u1u0 =

(

K2 −K1

∫

u0e
−

∫
u1

)

v′e−
∫
u1 .
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Уравнение (3.4) интегрируется

R = G′(J2), J2 = y1 +
1

2
K1J

2
1 +K2J1 ⇒ p = −v′e−

∫
u1G(J2) + p0(t).

Уравнение (1.3) принимает вид

p′0 + (ln v′ − u1)
′(p− p0) + u1A(p, ρ) = 0 ⇒ A = Np+N0.

Расщепляя по переменной p, получим подмодель

v′ = e(1−N)
∫
u1 , p′0 + u1(p0N +N0) = 0,

u′1 + u21 = K1e
−(N+1)

∫
u1 , u′0 + u1u0 = e−N

∫
u1

(

K2 −K1

∫

u0e
−

∫
u1

)

.
(3.5)

Теорема 1. Система (3.5) задает решения уравнений (1.1) двумерной газовой динамики

с уравнением состояния p = SρN −N0N
−1. �

Пусть v′ = w′ = 0. Тогда можно считать v = w = 0, py = pz = 0, px = −ρq, q = ū1x+ ū2y +
ū3z + ū0, ūi = u′i + u1ui, i = 0, 1, 2, 3. Уравнения для плотности и энтропии (1.2) имеют общее
решение

S = S(y, z, I), ρ = e
∫
u1R(y, z, I),

I = xe−
∫
u1 − y

∫

u2e
−

∫
u1 − z

∫

u3e
−

∫
u1 −

∫

u0e
−

∫
u1 .

Если q = 0, то

u1 = t−1, ui = Cit
−1, i = 0, 2, 3, px = 0 ⇒ p = P (t),

u = t−1(x+ C2y + C3z + C0), ρ = t−1R(y, z, u), S = S(y, z, u).

С помощью обратной функции u = U(y, z, S) уравнение состояния запишем в виде

P (t) = f(t−1R̃(y, z, S), S) ⇒ R̃y = R̃z = 0, ρ=̃t−1S.

Отсюда уравнение состояния должно описываться как p = F (Sρ−1), а решение таково:

u = t−1(x+ C2y + C3z + C0), p = F (t), v = w = 0, ρ = t−1S, (3.6)

S = S(y, z, u) — произвольная функция.

Рассмотрим случай q 6= 0. Уравнение для плотности ρ = −q−1px(t, x), ln |px| = r(t, x),

[

rt + u1 + rx(u1x+ u2y + u3z + u0)
](

ū1x+ ū2y + ū3z + ū0
)

= (ū′1 + ū1u1)x+ (ū′2 + ū1u2)y + (ū′3 + ū1u3)z + ū′0 + ū1u0 (3.7)

расщепляем по y, z. Возможна альтернатива.

3.1. ū22 + ū23 6= 0 ⇒ rx = 0 ⇒ p = P (t)x+ po(t), ρ = −P (t)q−1 6= 0.
Уравнение (3.7) расщепляем по x, y, z

(P ′P−1 + u1)ūi = ū′i + ū1ui ⇒ ū1 = C1P,

ūi = Pe
∫
u1

(

Ci − C1

∫

uie
−

∫
u1

)

, i = 0, 2, 3,
(3.8)

где Ci — постоянные.
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Если в уравнении (1.3) вместо x ввести переменную p, а вместо y — переменную ρ, то
переменная z будет свободной. Расщепление приводит к равенству

k(t) = u2

(

C2 − C1

∫

u2e
−

∫
u1

)

−1
= u3

(

C3 − C1

∫

u3e
−

∫
u1

)

−1

⇒ k 6= 0, u3 = Cu2, C3 = CC2, C2 6= 0.

Уравнение (1.3) записывается в виде

(P ′P−1 + u1 − kC1e
−

∫
u1)(p − p0)− Pke−

∫
u1ρ−1 + p′0 + Pu0 − Pk

(

C0 − C1

∫

u0e
−

∫
u1

)

+ u1A(p, ρ) = 0 ⇒ A = Np+N−1ρ
−1 +N0.

Коэффициенты, зависящие от t, должны быть пропорциональны с постоянными множителя-
ми, что задает переопределенную подмодель

P ′P−1 + u1 − kC1e
−

∫
u1 +Nu1 = 0, Pke−

∫
u1 = N−1u1 ⇒ N−1 6= 0, u1 6= 0,

p′0 + Pu0 −N−1u1e
∫
u1

(

C0 − C1

∫

u0e
−

∫
u1

)

+ p0Nu1 +N0u1 = 0.

Из этих равенств и из (3.8) следует переопределенная система

Pu2 = N−1u1e
∫
u1

(

C2 − C1

∫

u2e
−

∫
u1

)

,

N−1u1(u
′

2 + u1u2) = P 2u2,

P ′P−1 = −u1(N + 1−C1N−1P
−1),

u′1 + u21 = C1P,

N−1(2C1N−1 − (N + 2)P )u21 + P (P − C1N−1) = 0.

(3.9)

Исключая dt из третьего и четвертого равенств и заменяя u21, в силу пятого равенства при
dP 6= 0 получим алгебраическое уравнение

[

(2P − C1N−1)((N + 2)P − 2C1N−1)− (N + 2)P (P − C1N−1)
]

((N + 1)P − C1N−1)

+ 2CN−1P ((N + 2)P − 2C1N−1)
2 − 2P (P − C1N−1)((N + 2)P − 2C1N−1) = 0.

Обнуляя коэффициенты, имеем C1 = 0, (N + 2)(N − 1) = 0. Из (3.9) вытекает

N = 1, u1 = t−1, P = 3N−1t
−2, u2 =

1

3
C2t

2,

u′2 + u1u2 = C2tP ⇒ C2 = 0; противоречие.

Если P — постоянная, то получается подмодель при N = 0,

u′1 + u21 = C2
1N−1, P = C1N−1, C1 6= 0, u2 = Ku1,

u′0 + u1u0 = C1N−1e
∫
u1

(

C0 − C1

∫

u0e
−

∫
u1

)

,

p′0 + u1

(

N0 −N−1e
∫
u1

(

C0 − C1

∫

u0e
−

∫
u1

)

)

= 0

(3.10)

для уравнения состояния p = N0 ln ρ−N−1ρ
−1 + const.
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3.2. ū2 = ū3 = 0 ⇒ ρ = −px(t, x)(ū1x+ ū0)
−1.

Уравнение для плотности содержит свободные переменные y, z.
Расщепление приводит к равенствам

(u2y + u3z)ρx = 0, ρt + (u1x+ u0)ρx + u1ρ = 0.

Если u2y + u3z 6= 0, то

ρ = ρ(t), p = −ρ
(1

2
ū1x

2 + ū0x
)

+ p0(t), ρ = Ce−
∫
u1 6= 0.

Из уравнения (1.2) и уравнения состояния следует, что энтропия постоянна. Тогда уравнение
состояния задает тождество

p0(t)− Ce−
∫
u1

(1

2
ū1x

2 + ū0x
)

= f(Ce−
∫
u1 , S0).

Расщепление по x приводит к противоречию

ū1 = ū0 = 0 ⇒ q = 0.

Остается предположить u2 = u3 = 0. Это одномерная газовая динамика [1]. Уравнения для
плотности и энтропии (1.2) имеют общее решение

S = S(I), ρ = e−
∫
u1R′′(I), I = xe−

∫
u1 −

∫

u0e
−

∫
u1 .

Вместо x введем переменное I, тогда определим давление и уравнение состояния запишем в
виде

p = −ū1e
∫
u1(IR′ −R)−

(

ū1e
∫
u1

∫

u0e
−

∫
u1 + ū0

)

R′ + p0(t) = f(e−
∫
u1R′′, S(I)). (3.11)

Из этого равенства следует утверждение

Теорема 2. Для любых гладких функций p0(t), u0(t), u1(t), S(I), R(I) найдется f(ρ, S),
что они определяют решение уравнений (1.1) с уравнением состояния p = f(ρ, S). �

Если функция f задана, то коэффициенты, зависящие от t, в уравнении (3.11) пропорцио-
нальны с постоянными множителями, а функция f степенная по первому аргументу f(ρ, S) =
Sργ (политропный газ). Получаем интегрируемую подмодель

ū1e
∫
u1 = F1e

−γ
∫
u1 , ū1e

∫
u1

∫

u0e
−

∫
u1 + ū0 = F2e

−γ
∫
u1 ,

p0 = F0e
−γ

∫
u1 , F1(R − IR′)− F2R

′ + F0 = S(R′′)γ .

Таким образом, из вычислений настоящего пункта следует утверждение.

Теорема 3. Решение одномерных уравнений движения политропного газа с линейным

полем скоростей определяется интегрируемой подмоделью

u′′1 + (γ + 3)u1u
′

1 + (γ + 1)u31 = 0,

u′′0 + u1u
′

0 + 2u′1u0 + u21 = 0. �

Проделанные вычисления позволяет сформулировать следующее утверждение.

Теорема 4. Пространственные дифференциально инвариантные решения ранга 1 дефек-

та 2 уравнений газодинамического типа (1.1) на подалгебре переносов {X1,X2,X3,X4} имеют

линейное поле скоростей и задаются подмоделями (2.3) из п. 2.1, (2.12) и (2.14) из п. 2.2.1,
(2.17) из п. 2.2.2, (3.3) и (3.6) из п. 3, (3.10) из п. 3.1. �
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