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Введение

При изучении сингулярно возмущенных задач (см., например, [1]), в том числе и задач
управления [2], основное внимание уделяется системам с двухтемповыми переменными, мед-
ленными и быстрыми. Однако математические модели многих реальных процессов содержат
разнотемповые быстрые переменные. В обзоре [3] приведено несколько десятков ссылок на
публикации, посвященные изучению таких моделей.

Иногда разнотемповые быстрые переменные могут быть “скрытыми”, т. е. их наличие не
видно из постановки задачи, а уравнения для них появляются в результате некоторых преоб-
разований (например, задачи с “дешевыми” управлениями, цены которых имеют различный
порядок малости, сингулярно возмущенные уравнения в специальном критическом случае и
в случае кратных корней вырожденного уравнения). Обзор работ такого типа приведен в [3].
Упомянем некоторые из них.

При некоторых условиях в [4] (см. также [5]) построено асимптотическое решение началь-
ной задачи, содержащее пограничные функции двух типов, для слабо нелинейного уравнения

1Работа первого автора поддержана Российским научным фондом (проект 21-11-00202), работа вто-
рого автора поддержана Вьетнамским национальным фондом развития науки и технологий (НАФО-
СТЕД) (проект 101.02-2021.43).
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вида

ε2
dx

dt
= A(t)x+ εf(x, t, ε), t ∈ [0, T ],

в критическом случае, т. е. матрица A(t) является вырожденной. При этом асимптотика со-
держит пограничные функции двух типов от аргументов τ1 = t/ε и τ2 = t/ε2:

x(t, ε) = x(t, ε) + Π1x(τ1, ε) + Π2x(τ2, ε).

Здесь и далее ε > 0 означает малый параметр.
Для понимания алгоритма построения асимптотики решения этой задачи полезен пред-

ложенный в [6] проекторный подход, использующий ортогональные проекторы на KerA(t) и
KerA(t)′, с помощью которых можно записать в явном виде соотношения для определения
членов асимптотики любого порядка.

Обзор результатов, связанных с дополнительными асимптотическими слоями в асимпто-
тике решений сингулярно возмущенных систем нелинейных дифференциальных уравнений
типа А.Н.Тихонова в случае нарушения условия устойчивости, которое предполагалось в [1],
приведен в [7].

При построении асимптотических решений задач оптимального управления используются
два подхода. Один подход, наиболее распространенный, состоит в построении асимптотическо-
го решения задачи, вытекающей из условий оптимальности управления. Другой подход, назы-
ваемый прямой схемой, заключается в непосредственной подстановке постулируемого асимп-
тотического разложения решения в условие задачи и определении задач, решениями которых
являются члены асимптотики. Для задач с двухтемповыми переменными применение прямой
схемы представлено, например, в [8; 9]. Этот подход позволяет использовать пакеты прог-
рамм решения задач оптимального управления для нахождения членов асимптотики решения
и устанавливать невозрастание значений минимизируемого функционала при использовании
новых членов асимптотики оптимального управления.

При помощи прямой схемы в [10] построена асимптотика решения нулевого порядка для
линейно-квадратичной задачи управления слабоуправляемой системой вида

1

2

T∫

0

(
〈x,W (t, ε)x〉 + 2〈x, g(t, ε)〉 + ε2〈u,R(t, ε)u〉

)
dt → min

u
,

ε2
dx

dt
= A(t, ε)x + ε2B(t, ε)u+ εf(t, ε), x(0, ε) = x0,

в критическом случае (матрица A(t, 0) вырождена). Угловые скобки 〈·, ·〉 здесь и далее озна-
чают скалярное произведение.

В настоящей статье рассматривается модификация задачи из [10], а именно квадрат малого
параметра при квадратичной форме относительно управления и при управлении в уравнении
состояния заменяется на первую степень малого параметра. Алгоритм построения асимптоти-
ки при этом изменяется.

В первом разделе статьи приводится постановка задачи и формулируются главные усло-
вия построения асимптотики. Во втором разделе производится декомпозиция задачи следуя
методу прямой схемы. Третий раздел посвящен построению асимптотики нулевого порядка
для оптимальной траектории рассматриваемой задачи, при этом находятся некоторые члены
асимптотики оптимального управления. Оставшиеся члены асимптотики нулевого порядка для
оптимального управления определяются в четвертом разделе. В пятом разделе рассматрива-
ется иллюстративный пример.

Далее I будет означать единичную матрицу (оператор), штрих — транспонирование, а
hj(t) — коэффициент при εj в разложении функции h(t, ε) в ряд по целым неотрицательным

степеням ε, т. е. h(t, ε) =
∞∑
j=0

εjhj(t).
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1. Постановка задачи

Рассматривается следующая задача

Pε : Jε(u) =
1

2

T∫

0

(
〈x,W (t, ε)x〉 + 2〈x, g(t, ε)〉 + ε〈u,R(t, ε)u〉

)
dt → min

u
, (1.1)

ε2
dx

dt
= A(t, ε)x + εB(t, ε)u+ εf(t, ε), (1.2)

x(0, ε) = x0, (1.3)

где x = x(t, ε) ∈ X,dimX = n, u = u(t, ε) ∈ U,dimU = m, матрица A0(t) = A(t, 0) вырождена,
матрицы W (t, ε) и R(t, ε) симметрические, причем W0(t) = W (t, 0) неотрицательно опреде-
ленная, а R0(t) = R(t, 0) положительно определенная. Все функции, входящие в (1.1), (1.2),
являются достаточно гладкими по своим аргументам.

Предполагается, что собственные значения λi(t), i = 1, n, матрицы A0(t), t ∈ [0, T ], удовле-
творяют следующим условиям.

У с л о в и е 1. λi(t) = 0, i = 1, k.

У с л о в и е 2. Reλi(t) < 0, i = k + 1, n.

У с л о в и е 3. Собственные векторы матрицы A0(t), соответствующие нулевым соб-

ственным значениям, линейно независимы.

Из [11] следует, что можно построить собственные векторы, обладающие той же степенью
гладкости, что и сама матрица A0(t). Именно такие собственные векторы и будут использо-
ваться.

Остальные условия будут сформулированы ниже.
Асимптотическое решение задач быстродействия с ограничением на управление для сингу-

лярно возмущенных линейных уравнений состояния частного вида в случае нарушения усло-
вия устойчивости из [1] рассматривалось в [12; 13].

Далее при помощи прямой схемы будет построено асимптотическое решение нулевого по-
рядка для задачи (1.1)–(1.3), содержащее пограничные функции четырех типов.

2. Декомпозиция задачи

Аналогично [10] будем искать асимптотическое решение задачи (1.1)–(1.3) в следующем
виде:

z(t, ε) = z(t, ε) +
2∑

i=1

(Πiz(τi, ε) +Qiz(σi, ε)), (2.1)

где z = (x′, u′)′, τi = t/εi, σi = (t− T )/εi, i = 1, 2,

z(t, ε) =

∞∑

j=0

εjzj(t), Πiz(τi, ε) =

∞∑

j=0

εjΠijz(τi), Qiz(σi, ε) =

∞∑

j=0

εjQijz(σi);

zj(t) называются регулярными функциями, Πijz(τi) и Qijz(σi) — пограничные функции экс-
поненциального типа в окрестностях точек t = 0 и t = T соответственно, удовлетворяющие
неравенствам

‖Πijz(τi)‖ ≤ c exp(−κτi), τi ≥ 0, ‖Qijz(σi)‖ ≤ c exp(κσi), σi ≤ 0, (2.2)
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с некоторыми положительными постоянными c и κ, не зависящими от τi и σi.

Подставим ряд (2.1) в (1.1) и представим стандартным образом подынтегральную функцию
в (1.1) в виде асимптотической суммы членов, зависящих от t, τi и σi, i = 1, 2. В интегралах
от функций, зависящих от τi и σi, i = 1, 2, перейдем к интегралам по соответствующим про-
межуткам [0,+∞) и (−∞, 0]. Таким образом, минимизируемый функционал (1.1) запишем в
виде

Jε(u) =
∞∑

j=0

εjJj . (2.3)

Подставляя (2.1) в (1.2) и представляя правую часть получившегося выражения в виде
суммы функций, зависящих от t, τi, σi, i = 1, 2, затем приравнивая отдельно члены, зависящие
от t, τi, σi, i = 1, 2, получаем

∞∑

j=0

εj+2 dxj
dt

= A(t, ε)

∞∑

j=0

εjxj +B(t, ε)

∞∑

j=0

εj+1uj + εf(t, ε),

∞∑

j=0

εj+2−idΠijx

dτi
= A(εiτi, ε)

∞∑

j=0

εjΠijx+B(εiτi, ε)

∞∑

j=0

εj+1Πiju, i = 1, 2, (2.4)

∞∑

j=0

εj+2−idQijx

dσi
= A(T + εiσi, ε)

∞∑

j=0

εjQijx+B(T + εiσi, ε)

∞∑

j=0

εj+1Qiju, i = 1, 2.

Раскладывая правые части последних трех равенств в ряд по целым неотрицательным степе-
ням ε и приравнивая коэффициенты при одинаковых степениях ε, находим соотношения для
членов ряда (2.1).

Подобным образом, учитывая экспоненциальный характер (2.2) пограничных функций Qij ,
из (1.3) имеем

xj(0) + Π1jx(0) + Π2jx(0) =

{
x0, j = 0,

0, j > 0.
(2.5)

3. Определение членов асимптотики нулевого порядка

для оптимальной траектории

Из (2.4), (2.5) следует, что члены нулевого порядка асимптотики (2.1) удовлетворяют ра-
венствам

0 = A0(t)x0, (3.1)

0 = A0(0)Π10x,

0 = A0(T )Q10x,
(3.2)

dΠ20x

dτ2
= A0(0)Π20x, τ2 ∈ [0,+∞), Π20x(0) = x0 − x0(0)−Π10x(0), (3.3)

dQ20x

dσ2
= A0(T )Q20x, σ2 ∈ (−∞, 0], Q20x(−∞) = 0. (3.4)

Будем использовать разложение пространства X в ортогональные суммы (см., например,
[14, с. 38]):

X = KerA0(t)⊕ ImA0(t)
′ = KerA0(t)

′ ⊕ ImA0(t).

Ортогональные проекторы пространства X на KerA0(t) и KerA0(t)
′ обозначим соответственно

через P (t) и Q(t). Оператор (I−Q(t))A0(t)(I−P (t)) : ImA0(t)
′ → ImA0(t) обратим. Обратный

обозначим через A0(t)
+.



Асимптотика решения линейно-квадратичной задачи в критическом случае 131

Из (3.1), (3.2) следует, что

(I − P (t))x0(t) = 0, (I − P (0))Π10x(τ1) = 0, (I − P (T ))Q10x(σ1) = 0. (3.5)

Уравнение (3.3) эквивалентно системе двух уравнений

d(I − P (0))Π20x

dτ2
= (I − P (0))A0(0)(I − P (0))Π20x, (3.6)

dP (0)Π20x

dτ2
= P (0)A0(0)(I − P (0))Π20x. (3.7)

Из (3.3) в силу (3.5) получаем начальное условие

(I − P (0))Π20x(0) = (I − P (0))x0. (3.8)

Из условия 2 следует, что оператор (I−P (t))A0(t)(I−P (t)) : ImA0(t)
′ → ImA0(t)

′ при всех
t ∈ [0, T ] устойчивый. Поэтому из (3.6), (3.8) находим единственным образом (I−P (0))Π20x(τ2)
— пограничную функцию экспоненциального типа в окрестности t = 0.

Тогда из (3.7) определяется P (0)Π20x(τ2) — пограничная функция экспоненциального типа
в окрестности t = 0, а именно

P (0)Π20x(τ2) =

τ2∫

+∞

P (0)A0(0)(I − P (0))Π20x(s)ds. (3.9)

В силу устойчивости (I − P (T ))A0(T )(I − P (T )) из (3.4) получаем

Q20x(σ2) = 0. (3.10)

Предположим, что выполняется

У с л о в и е 4. P (t)W0(t) = 0, P (t)g0(t) = 0, t ∈ [0, T ].

Из этого условия 4 и (3.5) получаем

W0(t)x0(t) = 0, W0(0)Π10x(τ1) = 0, W0(T )Q10x(σ1) = 0. (3.11)

Значит, J0 =
1

2

∫ T

0
(〈x0,W0(t)x0〉+ 2〈x0, g0(t)〉)dt = 0.

Ввиду условия 4 и соотношений (3.11) коэффициент J1 из (2.3) имеет вид

J1 =

T∫

0

(
〈(I − P (t))x1, g0(t)〉+ 〈P (t)x0,

1

2
W1(t)P (t)x0 + g1(t)〉+

1

2
〈u0, R0(t)u0〉

)
dt.

Введем обозначение
M(t) = Q(t)A1(t)P (t)

и предположим, что выполняется

У с л о в и е 5. Оператор (Q(t)P (t))−1M(t) : KerA0(t) → KerA0(t), t ∈ [0, T ], устойчив.

Из этого условия следует, что оператор M(t) : KerA0(t) → KerA0(t)
′ обратим.

Приравнивая в первой системе из (2.4) коэффициенты при ε в разложении по целым неот-
рицательным степеням ε, с учетом (3.5) имеем

0 = A0(t)(I − P (t))x1 +A1(t)P (t)x0 +B0(t)u0 + f0(t).

Это уравнение эквивалентно системе

0 = (I −Q(t))A0(t)(I − P (t))x1 + (I −Q(t))(A1(t)P (t)x0 +B0(t)u0 + f0(t)), (3.12)

0 = M(t)P (t)x0 +Q(t)B0(t)u0 +Q(t)f0(t). (3.13)

Предположим еще
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У с л о в и е 6. Матрица P (t)W1(t)P (t) положительно полуопределенная.

Рассмотрим задачу P 0 минимизации функционала J1 при ограничениях (3.12), (3.13).
Эта задача принадлежит классу вариационных задач на условный экстремум (см., например,
[15, с. 375]). Обозначая множители Лагранжа через − (I − Q(t))ϕ0(t) и −Q(t)ϕ0(t), можем
представить решение u0(t) в виде

u0 = R0(t)
−1B0(t)

′ ((I −Q(t))ϕ0 +Q(t)ϕ0) = R0(t)
−1B0(t)

′ϕ0, (3.14)

где (I −Q(t))ϕ0(t) и Q(t)ϕ0(t) удовлетворяют системе

0 = A0(t)
′(I −Q(t))ϕ0 − (I − P (t))g0(t),

0 = −M(t)′Q(t)ϕ0 − P (t)A1(t)
′(I −Q(t))ϕ0 + P (t)W1(t)P (t)x0 + P (t)g1(t).

(3.15)

Из первого уравнения в (3.15) получаем (I −Q(t))ϕ0(t) = A0(t)
+′

(I − P (t))g0(t).
В силу условия 6 из второго уравнения в (3.15) и уравнения (3.13) с учетом (3.14) имеем

P (t)x0(t) и Q(t)ϕ0(t). Значит, функция x0(t) найдена.
Теперь из (3.14) однозначно определяется функция u0(t). Кроме этого, из (3.12) получаем

(I − P (t))x1(t) = −A0(t)
+(I −Q(t))(A1(t)P (t)x0 +B0(t)u0 + f0(t)). (3.16)

Учитывая условие 4, легко установить тождество

P (t)
dW0

dt
(t)P (t) = 0. (3.17)

Обозначим через J̃2 выражение, полученное из J2 после отбрасывания известных слагае-
мых. Ввиду условия 4, a также равенств (3.5), (3.11), (3.17) имеем

J̃2 =

T∫

0

(〈(I − P (t))x2(t), g0(t)〉+ 〈P (t)x1,W1(t)P (t)x0 + g1(t)〉+ 〈u1, R0(t)u0〉) dt

+

+∞∫

0

(
〈(I − P (0))Π11x, g0(0)〉 + 〈Π10u,R0(0)u0(0)〉+ 〈P (0)Π10x,W1(0)P (0)x0(0) + g1(0)

+
dg0
dt

(0)τ1〉+ 〈P (0)Π10x,
1

2
W1(0)P (0)Π10x〉+ 〈Π10u,

1

2
R0(0)Π10u〉

)
dτ1 +

0∫

−∞

Q10(σ1)dσ1,

где Q10(σ1) получается из подынтегральной функции во втором интеграле заменой символа Π
на Q, значения t = 0 на t = T и τ1 на σ1.

Приравнивая в первой системе из (2.4) коэффициенты при ε2 в разложении по целым
неотрицательным степеням ε, получаем

dx0

dt
= A0(t)x2 +A1(t)x1 +A2(t)x0 +B0(t)u1 +B1(t)u0 + f1(t). (3.18)

Уравнение (3.18) перепишем в виде

0 = A0(t)(I − P (t))x2 +A1(t)P (t)x1 +B0(t)u1 + η(t), (3.19)

где η(t) = A1(t)(I − P (t))x1 +A2(t)x0 +B1(t)u0 + f1(t)− dx0(t)/dt — известная функция.
Применяя к равенству (3.19) оператор Q(t), устанавливаем

0 = M(t)P (t)x1 +Q(t)B0(t)u1 +Q(t)η(t). (3.20)
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Используя соотношения (3.15), (3.14), а также (3.19) и (3.20), получаем, что в J̃2 интеграл
по отрезку [0, T ] — известная величина.

Из второго уравнения системы (2.4) при i = 1, приравнивая коэффициенты при ε в разло-
жении по целым неотрицательным степеням ε, с учетом (3.5) выводим

dP (0)Π10x

dτ1
= A0(0)(I − P (0))Π11x+ (A1(0) +

dA0

dt
(0)τ1)P (0)Π10x+B0(0)Π10u. (3.21)

Легко доказать тождество

Q(t)
dA0

dt
(t)P (t) = 0. (3.22)

Применяя к равенству (3.21) оператор Q(0), с учетом (3.22) получаем

Q(0)
dP (0)Π10x

dτ1
= M(0)P (0)Π10x+Q(0)B0(0)Π10u, τ1 ≥ 0. (3.23)

Из (2.5) найдем начальное условие

P (0)Π10x(0) = P (0)(x0 − x0(0) −Π20x(0)). (3.24)

В силу условия 4 справедливо тождество

dP (t)

dt
g0(t) = −P (t)

dg0(t)

dt
.

Отсюда следует
d(I − P (t))g0(t)

dt
=

dg0(t)

dt
.

Дифференцируя первое уравнение системы (3.15) по t и учитывая последнее равенство,
имеем

dg0(t)

dt
=

dA0(t)

dt

′

(I −Q(t))ϕ0(t) +A0(t)
′
d(I −Q(t))ϕ0(t)

dt
. (3.25)

Используя (3.14) и соотношения (3.15), (3.25) при t = 0, а также уравнения (3.21), (3.23),
выводим следующее выражение для интеграла по промежутку [0,+∞) в J̃2:

−〈ϕ0(0), P (0)Π10x(0)〉 +
1

2

+∞∫

0

(
〈P (0)Π10x,W1(0)P (0)Π10x〉+ 〈Π10u,R0(0)Π10u〉

)
dτ1.

Аналогичным образом можно получить выражение для интеграла в J̃2 по промежут-
ку (−∞, 0].

С учетом найденных выражений для интегралов по промежуткам [0,+∞), (−∞, 0] и на-
чального условия (3.24) получаем из J̃2 выражение, обозначаемое через Π10J +Q10J , где

Π10J =
1

2

+∞∫

0

(〈P (0)Π10x,W1(0)P (0)Π10x〉+ 〈Π10u,R0(0)Π10u〉) dτ1, (3.26)

Q10J = 〈ϕ0(T ), P (T )Q10x(0)〉

+
1

2

0∫

−∞

(〈P (T )Q10x,W1(T )P (T )Q10x〉+ 〈Q10u,R0(T )Q10u〉) dσ1.
(3.27)

Рассмотрим задачу Π10P минимизации функционала (3.26) на траекториях уравне-
ния (3.23) с начальным условием (3.24). В силу принципа максимума Понтрягина [16] оп-
тимальное управление можно представить в виде

Π10u = R0(0)
−1B0(0)

′Q(0)Π10ϕ, (3.28)
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где Q(0)Π10ϕ(τ1) — решение задачи

P (0)
dQ(0)Π10ϕ

dτ1
= P (0)W1(0)P (0)Π10x−M(0)′Q(0)Π10ϕ, τ1 ≥ 0,

Q(0)Π10ϕ(+∞) = 0.

(3.29)

Решая задачу (3.23), (3.24), (3.28), (3.29), единственным образом определяем оптимальное
управление Π10u(τ1) и оптимальную траекторию P (0)Π10x(τ1) для задачи Π10P .

Таким образом, функция Π10x(τ1) найдена. Более того, из (3.21) получается выражение
для (I − P (0))Π11x(τ1):

(I − P (0))Π11x

= A0(0)
+(I −Q(0))

(dP (0)Π10x

dτ1
− (A1(0) +

dA0

dt
(0)τ1)P (0)Π10x−B0(0)Π10u

)
. (3.30)

Из третьего уравнения системы (2.4) при i = 1, приравнивая коэффициенты при ε в раз-
ложении по целым неотрицательным степеням ε, с учетом (3.5) получаем

dP (T )Q10x

dσ1
= A0(T )(I − P (T ))Q11x+ (A1(T ) +

dA0

dt
(T )σ1)P (T )Q10x+B0(T )Q10u. (3.31)

Применяя к этому уравнению оператор Q(T ), с учетом (3.22) имеем

Q(T )
dP (T )Q10x

dσ1
= M(T )P (T )Q10x+Q(T )B0(T )Q10u, σ1 ≤ 0. (3.32)

Рассмотрим задачу Q10P минимизации функционала (3.27) на траекториях системы (3.32)
с условием

P (T )Q10x(−∞) = 0. (3.33)

В силу принципа максимума Понтрягина [16] оптимальное управление для задачи Q10P
определяется соотношением

Q10u = R0(T )
−1B0(T )

′Q(T )Q10ϕ, (3.34)

где Q(T )Q10ϕ(σ1) — решение задачи

P (T )
dQ(T )Q10ϕ

dσ1
= P (T )W1(T )P (T )Q10x−M(T )′Q(T )Q10ϕ, σ1 ≤ 0,

P (T )Q(T )Q10ϕ(0) = −P (T )ϕ0(T ).

(3.35)

Решая задачу (3.32)–(3.35), единственным образом находим оптимальное управле-
ние Q10u(σ1) и оптимальную траекторию P (T )Q10x(σ1) для задачи Q10P .

Таким образом, функция Q10x(σ1) найдена. Более того, из (3.31) получается функция (I−
P (T ))Q11x(σ1):

(I − P (T ))Q11x

= A0(T )
+(I −Q(T ))

(dP (T )Q10x

dσ1
− (A1(T ) +

dA0

dt
(T )σ1)P (T )Q10x−B0(T )Q10u

)
. (3.36)

Итак, найдено приближение нулевого порядка для оптимальной траектории зада-
чи (1.1)–(1.3).
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4. Определение оставшихся членов асимптотики нулевого порядка

для оптимального управления

Обозначим через J̃3 выражение, полученное из J3 после отбрасывания известных слагае-
мых. Учитывая условие 4, имеем

J̃3 =

T∫

0

(
〈(I − P (t))x3, g0(t)〉+ 〈u2, R0(t)u0〉+ 〈P (t)x2,W1(t)P (t)x0 + g1(t)〉

+ 〈(I − P (t))x2,W0(t)(I − P (t))x1 +W1(t)P (t)x0 + g1(t)〉+ 〈P (t)x1,
1

2
W1(t)P (t)x1

+ W1(t)(I − P (t))x1 +W2(t)x0 + g2(t)〉+ 〈u1,
1

2
R0(t)u1 +R1(t)u0〉

)
dt

+

+∞∫

0

(
〈(I − P (0))Π12x, g0(0)〉 + 〈Π11u,R0(0)u0(0)〉 + 〈P (0)Π11x,W1(0)P (0)x0(0) + g1(0)

+
dg0
dt

(0)τ1〉+ 〈W1(0)P (0)x1(0) +W1(0)P (0)Π11x, P (0)Π10x〉+ 〈u1(0) + Π11u,R0(0)Π10u〉
)
dτ1

+

0∫

−∞

Q11(σ1)dσ1 +

+∞∫

0

(
〈(I − P (0))Π21x, g0(0)〉 + 〈Π20u,R0(0)u0(0)〉+ 〈Π20u,R0(0)Π10u(0)〉

+ 〈(I − P (0))Π21x,W0(0)(I − P (0))Π20x〉+
1

2
〈Π20u,R0(0)Π20u〉

)
dτ2 +

0∫

−∞

Q20(σ2)dσ2.

Здесь Q11(σ1) имеет вид подынтегральной функции во втором интеграле из J̃3 по τ1 с
заменой символа Π на Q, значения t = 0 — на t = T и τ1 — на σ1, подобным образом получается
Q20(σ2) из подынтегральной функции в четвертом интеграле из J̃3 по τ2 с заменой символа Π
на Q, значения t = 0 — на t = T и τ2 — на σ2.

Приравнивая в первом уравнении системы (2.4) коэффициенты при ε3 в разложении по
целым неотрицательным степеням ε, с учетом найденных членов асимптотики получаем

dP (t)x1

dt
= A0(t)(I − P (t))x3 +A1(t)x2 +A2(t)P (t)x1 +B0(t)u2 +B1(t)u1 + η1(t), (4.1)

где η1(t) = A3(t)x0 +B2(t)u0 + f2(t) +A2(t)(I −P (t))x1 −
d(I − P (t))x1

dt
— известная функция.

Применяя к равенству (4.1) оператор Q(t), имеем

Q(t)
dP (t)x1

dt
= M(t)P (t)x2 +Q(t)B0(t)u2

+Q(t)(A1(t)(I − P (t))x2 +A2(t)P (t)x1 +B1(t)u1 + η1(t)). (4.2)

Используя (3.15), (3.14) и уравнения (4.1), (4.2), после отбрасывания известных слагаемых
выводим следующее выражение для интеграла по отрезку [0, T ] в J̃3:

〈ϕ0(T ), P (T )x1(T )〉 − 〈ϕ0(0), P (0)x1(0)〉

+

T∫

0

(
〈(I − P (t))x2, ξ1(t)〉+

〈
P (t)x1,

1

2
W1(t)P (t)x1 + ξ2(t)

〉
+
〈
u1,

1

2
R0(t)u1 + ξ3(t)

〉)
dt, (4.3)
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где
ξ1(t) = W0(t)(I − P (t))x1 +W1(t)P (t)x0 + g1(t)−A1(t)

′ϕ0,

ξ2(t) = W1(t)(I − P (t))x1 +W2(t)x0 + g2(t)−
dϕ0

dt
(t)−A2(t)

′ϕ0,

ξ3(t) = R1(t)u0 −B1(t)
′ϕ0

— известные функции.
Из второго уравнения системы (2.4) при i = 1, приравнивая коэффициенты при ε2 в раз-

ложении по целым неотрицательным степеням ε, с учетом (3.30) получаем

dP (0)Π11x

dτ1
= A0(0)(I − P (0))Π12x+

(
A1(0) +

dA0

dt
(0)τ1

)
P (0)Π11x

+B0(0)Π11u+Π10η(τ1), (4.4)

где Π10η(τ1) — известная функция.
Применяя к этому равенству оператор Q(0), в силу (3.22) имеем

Q(0)
dP (0)Π11x

dτ1
= M(0)P (0)Π11x+Q(0)B0(0)Π11u+Q(0)Π10η(τ1). (4.5)

Используя (3.15), (3.14), (3.25) при t = 0 и уравнения (4.4), (4.5), после отбрасывания
известных слагаемых получаем следующее выражение для интеграла от суммы первых трех
скалярных произведений в интеграле по промежутку [0,+∞) по τ1 в J̃3:

−〈P (0)Π11x(0), ϕ0(0)〉.

Для интеграла от суммы двух последних скалярных произведений в интеграле по проме-
жутку [0,+∞) по τ1 в J̃3, используя уравнение в (3.29), соотношения (3.28), (3.20) при t = 0 и
уравнение (4.5), после отбрасывания известных слагаемых получаем

− 〈Q(0)Π10ϕ(0), P (0)(x1(0) + Π11x(0))〉.

Таким образом, после отбрасывания известных слагаемых имеем следующее выражение
для интеграла по промежутку [0,+∞) по τ1 в J̃3:

− 〈Q(0)Π10ϕ(0), P (0)(x1(0) + Π11x(0))〉 − 〈ϕ0(0), P (0)Π11x(0)〉. (4.6)

Аналогичным образом, после отбрасывания известных слагаемых получаем следующее вы-
ражение для интеграла в J̃3 по промежутку (−∞, 0] по σ1:

〈Q(T )Q10ϕ(0), P (T )(x1(T ) +Q11x(0))〉 + 〈ϕ0(T ), P (T )Q11x(0)〉. (4.7)

Из второго уравнения системы (2.4) при i = 2, приравнивая коэффициенты при ε в разло-
жении по целым неотрицательным степеням ε, имеем

dΠ21x

dτ2
= A0(0)Π21x+B0(0)Π20u+A1(0)Π20x. (4.8)

Последнее уравнение эквивалентно системе двух уравнений

d(I − P (0))Π21x

dτ2
= (I − P (0))A0(0)(I − P (0))Π21x

+ (I − P (0))B0(0)Π20u+ (I − P (0))A1(0)Π20x, (4.9)

dP (0)Π21x

dτ2
= P (0)A0(0)(I − P (0))Π21x+ P (0)B0(0)Π20u+ P (0)A1(0)Π20x. (4.10)
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Применим оператор Q(0) к (4.8):

Q(0)
dΠ21x

dτ2
= Q(0)B0(0)Π20u+Q(0)A1(0)Π20x. (4.11)

Используя (3.15), (3.14) при t = 0, соотношение (3.28) — при τ1 = 0, уравнения (4.8) и
(4.11), после отбрасывания известных слагаемых получаем для интеграла из J̃3 по промежут-
ку [0,+∞) по τ2 следующее выражение:

−〈ϕ0(0) +Q(0)Π10ϕ(0),Π21x(0)〉

+

+∞∫

0

(
〈(I − P (0))Π21x,W0(0)(I − P (0))Π20x〉+

1

2
〈Π20u,R0(0)Π20u〉

)
dτ2. (4.12)

Аналогичным образом для интеграла из J̃3 по промежутку (−∞, 0] по σ2 с учетом (3.10)
имеем

〈ϕ0(T ) +Q(T )Q10ϕ(0), Q21x(0)〉+
1

2

0∫

−∞

〈Q20u,R0(T )Q20u〉dσ2. (4.13)

Из (4.3), (4.6), (4.7), (4.12), (4.13), используя (2.5), начальные условия для Q(T )Q10ϕ(σ1) в
задаче (3.35) и следующее из (2.5):

(I − P (0))Π21x(0) = −(I − P (0))x1(0) − (I − P (0))Π11x(0), (4.14)

получаем из J̃3 после отбрасывания известных слагаемых выражение, обозначаемое J1+Π20J+
Q20J , где

J1 =

T∫

0

(
〈(I − P (t))x2, ξ1(t)〉+ 〈P (t)x1,

1

2
W1(t)P (t)x1 + ξ2(t)〉+ 〈u1,

1

2
R0(t)u1 + ξ3(t)〉

)
dt,

Π20J =

+∞∫

0

(
〈(I − P (0))Π21x,W0(0)(I − P (0))Π20x〉+

1

2
〈Π20u,R0(0)Π20u〉

)
dτ2, (4.15)

Q20J = 〈ϕ0(T ) +Q(T )Q10ϕ(0), (I − P (T ))Q21x(0)〉+
1

2

0∫

−∞

〈Q20u,R0(T )Q20u〉dσ2. (4.16)

Функции Π20u(τ2), (I − P (0))Π21x(τ2) являются решением линейно-квадратичной зада-
чи Π20P минимизации функционала (4.15) на траекториях (4.9) с начальным условием (4.14).
В силу принципа максимума Понтрягина [16] оптимальное управление определяется соотно-
шением

Π20u = R0(0)
−1B0(0)

′(I − P (0))Π20ϕ, (4.17)

где (I − P (0))Π20ϕ(τ2) — решение задачи

d(I − P (0))Π20ϕ

dτ2
= (I − P (0))W0(0)(I − P (0))Π20x− (I − P (0))A0(0)

′(I − P (0))Π20ϕ, (4.18)

(I − P (0))Π20ϕ(+∞) = 0. (4.19)

Решая задачу (4.9), (4.14), (4.17)–(4.19), определяем (I−P (0))Π21x(τ2), (I−P (0))Π20ϕ(τ2),
Π20u(τ2).

Из (4.10) получаем функцию P (0)Π21x(τ2). Следовательно, найдена функция Π21x(τ2).
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Из третьего уравнения системы (2.4) при i = 2, приравнивая коэффициенты при ε в раз-
ложении по целым неотрицательным степеням ε, с учетом (3.10) получаем

dQ21x

dσ2
= A0(T )Q21x+B0(T )Q20u.

Последнее уравнение эквивалентно системе двух уравнений

d(I − P (T ))Q21x

dσ2
= (I − P (T ))A0(T )(I − P (T ))Q21x+ (I − P (T ))B0(T )Q20u, (4.20)

dP (T )Q21x

dσ2
= P (T )A0(T )(I − P (T ))Q21x+ P (T )B0(T )Q20u. (4.21)

Функции Q20u(σ2), (I − P (T ))Q21x(σ2) являются решением линейно-квадратичной зада-
чи Q20P минимизации функционала (4.16) на траекториях системы (4.20) с условием

(I − P (T ))Q21x(−∞) = 0. (4.22)

В силу принципа максимума Понтрягина оптимальное управление для задачи Q20P опреде-
ляется соотношением

Q20u = R0(T )
−1B0(T )

′(I − P (T ))Q20ϕ, (4.23)

где (I − P (T ))Q20ϕ(σ2) — решение задачи

d(I − P (T ))Q20ϕ

dσ2
= −(I − P (T ))A0(T )

′(I − P (T ))Q20ϕ, (4.24)

(I − P (T ))Q20ϕ(0) = −(I − P (T ))(ϕ0(T ) +Q(T )Q10ϕ(0)). (4.25)

Решая задачу (4.20), (4.22), (4.23)–(4.25), имеем Q20u(σ2) и (I − P (T ))Q21x(σ2).
Из (4.21) получаем функцию P (T )Q21x(σ2). Следовательно, функция Q21x(σ2) найдена.
Таким образом, определена асимптотика нулевого порядка для оптимального управления.
Из вышеизложенного следует

Теорема 1. При условиях 1–6 при помощи метода прямой схемы можно построить при-

ближение нулевого порядка асимптотики вида (2.1) для решения задачи (1.1)–(1.3). �

Последовательность нахождения членов асимптотики приведена в табл. 1.

З а м е ч а н и е 1. Наряду с определением членов асимптотики нулевого порядка для
решения задачи (1.1)–(1.3) находятся члены асимптотики первого порядка (I − P (t))x1(t),
(I − P (0))Π11x(τ1), (I − P (T ))Q11x(σ1), Π21x(τ2), Q21x(σ2) (см. формулы (3.16), (3.30), (3.36),
(4.9), (4.14), (4.10), (4.20), (4.22), (4.21)).

З а м е ч а н и е 2. Для определения Π20u(τ2) и Q20u(σ2) достаточно решить только со-
ответственно задачи (4.17)–(4.19) и (4.23)–(4.25).

Т а б л и ц а 1

Схема нахождения асимптотики нулевого порядка
Члены асимптотики нулевого порядка Формулы

(I − P (t))x0(t), (I − P (0))Π10x(τ1), (I − P (T ))Q10x(σ1) (3.5)
(I − P (0))Π20x(τ2) (3.6), (3.8)

P (0)Π20x(τ2) (3.9)
Q20x(σ2) (3.10)

u0(t), P (t)x0(t) (3.13)–(3.15)
Π10u(τ1), P (0)Π10x(τ1) (3.23), (3.24), (3.28), (3.29)
Q10u(σ1), P (T )Q10x(σ1) (3.32)–(3.35)

Π20u(τ2) (4.9), (4.14), (4.17)–(4.19)
Q20u(σ2) (4.20), (4.22), (4.23)–(4.25)
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5. Иллюстративный пример

Рассмотрим следующую задачу вида Pε:

Jε(u) =
1

2

1∫

0

(
y2 + 2t2y + εu2

)
dt → min

u
,

ε2
dy

dt
= −y − εz + εu,

ε2
dz

dt
= y + εt,

y(0) = z(0) = 1.

Здесь x =

(
y
z

)
, W (t, ε) = W0(t) =

(
1 0
0 0

)
, g(t, ε) = g0(t) =

(
t2

0

)
, R(t, ε) = R0(t) = 1.

A(t, ε) = A0(t) + εA1(t), A0(t) =

(
−1 0
1 0

)
, A1(t) =

(
0 −1
0 0

)
, B(t, ε) = B0(t) =

(
1
0

)
,

f(t, ε) = f0(t) =

(
0
t

)
, x0 =

(
1
1

)
, λ1(t) = 0, λ2(t) = −1, KerA0(t) =

{(
0
a

)}
,

KerA0(t)
′ =

{(
a
a

)}
,

ImA0(t) =

{(
−a
a

)}
, ImA0(t)

′ =

{(
a
0

)}
, P (t) =

(
0 0
0 1

)
, Q(t) =

(
1/2 1/2
1/2 1/2

)
,

Q(t)P (t) =

(
0 1/2
0 1/2

)
: KerA0(t) → KerA0(t)

′, (Q(t)P (t))−1 =

(
0 0
0 2

)
: KerA0(t)

′ → KerA0(t),

M(t) =

(
0 −1/2
0 −1/2

)
: KerA0(t) → KerA0(t)

′, A0(t)
+ =

(
−1/2 1/2
0 0

)
: ImA0(t) → ImA0(t)

′.

Легко видеть, что условия 1–6 выполняются.
Так как проекторы P (t) и Q(t) здесь постоянные, то будем обозначать их соответственно

P и Q.
Ввиду (3.5), (3.10) имеем y0(t) = 0, Π10y(τ1) = 0, Q10y(σ1) = 0, Q20y(σ2) = Q20z(σ2) = 0.
Из (3.6), (3.8) следует Π20y(τ2) = e−τ2 . Из (3.9) получаем Π20z(τ2) = −e−τ2 .

Из первого уравнения в (3.15) находим (I − Q)ϕ0(t) =

(
−t2/2
t2/2

)
. Из второго уравнения

в (3.15) имеем Qϕ0(t) =

(
t2/2
t2/2

)
. Из (3.14) следует u0(t) = 0. Из (3.13): z0(t) = t.

В результате решения задачи (3.23), (3.24), (3.28), (3.29) имеем

QΠ10ϕ(τ1) =

(
0
0

)
, Π10u(τ1) = 0, Π10z(τ1) = 2e−τ1 .

Решая задачу (3.32)–(3.35), получаем

QQ10ϕ(σ1) =

(
−eσ1

−eσ1

)
, Q10u(σ1) = −eσ1 , Q10z(σ1) = −eσ1/2.

Путем решения задачи (4.18), (4.19) находим (I−P )Π20ϕ(τ2) =

(
−e−τ2/2

0

)
. Тогда из (4.17)

следует Π20u(τ2) = −e−τ2/2.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0

Рис. 2. ε = 0.1

Решая задачу (4.24), (4.25), получаем (I − P (T ))Q20ϕ(σ2) =

(
eσ2

0

)
. Далее из (4.23):

Q20u(σ2) = eσ2 .
Итак, найдены следующие приближения к y(t, ε), z(t, ε) и u(t, ε):

y0(t) = 0, z0(t) = t, u0(t) = 0,

ỹ0(t, ε) = e−t/ε2 , z̃0(t, ε) = t+ 2e−t/ε − e(t−1)/ε/2− e−t/ε2 ,

ũ0(t, ε) = −e(t−1)/ε − e−t/ε2/2 + e(t−1)/ε2 .

Здесь x̃0(t, ε) означает асимптотическое приближение нулевого порядка к функции x(t, ε),
т. е.

x̃0(t, ε) = x0(t) +
2∑

i=1

Πi0x(τi) +
2∑

i=1

Qi0x(σi).

Как указано в замечании 1, при определении асимптотического решения нулевого порядка
посредством приведенного в статье алгоритма можно найти некоторые члены приближения
первого порядка. В рассматриваемом примере это функции: y1(t), Π11y(τ1), Q11y(σ1), Π21y(τ2),
Π21z(τ2), Q21y(σ2), Q21z(σ2).

Отметим, что представленный здесь иллюстративный пример и алгоритм нахождения чле-
нов асимптотики в общем отличаются от [10], но асимптотические приближения нулевого по-
рядка для оптимального управления и оптимальной траектории y(t, ε) в этом примере совпа-
дают с [10]. Приведем графики для траекторий z(t, ε), z0(t), z̃0(t, ε) (рис. 1 и 2), где приближе-
ние нулевого порядка отличается от [10]. Сплошная линия представляет собой график точного
решения z(t, ε), линия, состоящая из кружков, — график z0(t), штрих-пунктирная линия —
график приближения нулевого порядка z̃0(t, ε).
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