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Введение

Все рассматриваемые в работе группы являются конечными.
В развитие концепции квазиперестановочной подгруппы в [1] были введены следующие два

определения.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A, B — подгруппы группы G и ∅ 6= X ⊆ G. Тогда A назы-
вается:

(1) X-перестановочной с B, если ABx = BxA для некоторого x ∈ X;
(2) наследственно X-перестановочной с B, если ABx = BxA для некоторого элемента

x ∈ X ∩ 〈A,B〉.

О п р е д е л е н и е 2. Подгруппа A группы G называется (наследственно) X-переста-
новочной в G, если A (наследственно) X-перестановочна со всеми подгруппами из G.

Концепция G-перестановочности имеет достаточно ясную интерпретацию на языке теории
графов. Для подгруппы A из G пусть [A]G = {Ax|x ∈ G}. Определим граф перестановоч-
ности Γper(G) группы G как простой неориентированный граф, в котором множество всех
вершин совпадает с множеством Cl(G) всех классов сопряженных подгрупп группы G и па-
ра ([A]G, [B]G) соединяется в Γper(G) ребром тогда и только тогда, когда в [A]G найдется
подгруппа, перестановочная с некоторой подгруппой из класса [B]G.

Простая проверка показывает, что подгруппа A группы G является G-перестановочной
в G тогда и только тогда, когда вершина [A]G содержится в центре Z(Γper(G)) графа Γper(G)
(вершина графа называется центральной, если она смежна со всеми другими вершинами этого

1Исследования выполнены при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фун-
даментальных исследований и Российского научного фонда (проект Ф23РНФ-237).
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графа). Кроме того, подгруппа A будет наследственно G-перестановочной в G в том и только
в том случае, когда вершина [A]E содержится в Z(Γper(E)) для каждой подгруппы E ⊆ G,
содержащей A.

Отметим следующие моменты.
1) 1-перестановочные подгруппы — это в точности перестановочные подгруппы. Подгруп-

па A группы G называется перестановочной с подгруппой B, если AB = BA. Если A пе-
рестановочна со всеми подгруппами из G, то A называется перестановочной [2] или квази-
нормальной [3] подгруппой в G (ясно, что любая нормальная подгруппа из G является пе-
рестановочной). Перестановочные подгруппы имеют ряд интересных свойств. Так, например,
Оре в [3] доказал, что любая перестановочная подгруппа субнормальна (в частности, группа
с нетривиальной перестановочной подгруппой не проста). Ито и Сеп усилили этот результат:
они доказали в [4], что для каждой перестановочной подгруппы H группы G фактор-группа
H/HG нильпотентна.

2) Для любого ∅ 6= X ⊆ G (наследственно) X-перестановочная в G подгруппа A группы G
является (наследственно) G-перестановочной в G. Обратное неверно. В частности, в группе
G ∼= S3 силовская 2-подгруппа G-перестановочна в G, но не является перестановочной в G.

В данной работе анализируется влияние G-перестановочных минимальных подгрупп на
строение группы G (при этом под минимальной подгруппой группы G понимается любая под-
группа простого порядка). По сути, речь идет об установлении нормального строения груп-
пы G, для которой все вершины графа перестановочности Γper(G), индуцированные мини-
мальными подгруппами группы G, являются центральными.

Исследования инициированы следующими результатами.
1) Пусть все минимальные подгруппы группы G нормальны. Тогда G разрешима и ее ком-

мутант G
′

имеет нормальную силовскую 2-подгруппу, фактор-группа по которой является
нильпотентной (Гашюц, Ито [5, теорема IV.5.7]).

2) Если все минимальные подгруппы группы G, имеющей нечетный порядок, нормальны,
то G сверхразрешима (Бакли [6]).

Отметим, что указанные результаты неоднократно обобщались. Обзор таких обобщений
можно найти, например, в работе [7].

Наша главная цель — доказательство следующих двух теорем, развивающих отмеченные
выше результаты Гашюца, Ито и Бакли.

Теорема 1. Если каждая минимальная подгруппа группы G является наследственно
G-перестановочной в G, то G разрешима.

В общем случае, как следует из [6], группа G, удовлетворяющая условию теоремы 1, не
является сверхразрешимой. В то же время имеет место следующий результат.

Теорема 2. Если группа G имеет нечетный порядок и каждая ее минимальная подгруп-
па является наследственно G-перестановочной в G, то G сверхразрешима.

1. Определения и предварительные результаты

В работе приняты стандартные определения и обозначения теории групп, которые могут
быть найдены в [2].

Далее через U обозначается класс всех сверхразрешимых групп.
Будем использовать также следующие обозначения:
Φ(G) — подгруппа Фраттини группы G;
Z(G) — центр группы G;
S(G) — разрешимый радикал группы G, т. е. наибольшая нормальная разрешимая под-

группа группы G;
GU — U-корадикал группы G, т. е. наименьшая нормальная подгруппа группы G, фактор-

группа по которой сверхразрешима.
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Для описания расширений групп вводятся следующие обозначения:
A×B — прямое произведение подгрупп A и B;
A : B — расщепляемое расширение группы A с помощью группы B.
Если A и B — подгруппы порядка n и m соответственно, то с учетом изложенного понятно

обозначение n : m.
Минимальная неразрешимая группа — это неразрешимая группа, все собственные подгруп-

пы которой разрешимы. Простая проверка показывает, что группа G является минимальной
неразрешимой группой тогда и только тогда, когда G/Φ(G) — минимальная простая группа,
т. е. неабелева простая группа, все собственные подгруппы которой разрешимы. Полный спи-
сок минимальных простых групп приведен Томпсоном в [8]. Этот список содержит следующие
группы:

PSL2(2
p), где p — простое число;

PSL2(3
p), где p — простое число, большее 3;

PSL2(p), где p — простое число, большее 5, и p2 + 1 ≡ 0 (mod 5);
PSL3(3);
Sz(2p), p — простое нечетное число.
Описание подгрупп группы PSL2(q) содержится в известной теореме Диксона (см., напри-

мер, [5, теорема II.8.27]). В дальнейшем будем опираться на нее без дополнительных ссылок.
Отметим следующее свойство G-перестановочных подгрупп, доказательство которого осу-

ществляется простой проверкой.

Лемма 1. Пусть G — группа, H, T и K — ее подгруппы, причем подгруппа K нормаль-
на в G. Если K ⊆ T и H G-перестановочна с T , то HK/K G/K-перестановочна с T/K.
В частности, если подгруппа H является наследственно G-перестановочной в G, то под-
группа HK/K является наследственно G/K-перестановочной в G/K.

Лемма 2. Пусть T — максимальная подгруппа группы G и G 6= TR для любой собствен-
ной подгруппы R из G. Если подгруппа F является G-перестановочной в G, то F g ⊆ T для
некоторого элемента g ∈ G. В частности, |F | делит |T |.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 1 работы [9]. �

Лемма 3. Пусть G — минимальная простая группа. Тогда группа G не содержит нетри-
виальных наследственно G-перестановочных подгрупп.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что лемма неверна, т. е. группа G содержит
нетривиальные наследственно G-перестановочные в G подгруппы. Пусть F — одна из таких
подгрупп.

Рассмотрим все пять возможных случаев из списка Томпсона.

1. G ∼= PSL2(2
p) = PSL2(q), где p — простое число.

Группа G содержит диэдральную подгруппу L ∼= D2(q−1), которая максимальна в G. Кроме
того, согласно [10] L не является сомножителем ни в одной факторизации группы G. Поэтому
ввиду леммы 2 число |F | делит |L|.

Группа G содержит также максимальную диэдральную подгруппу S ∼= D2(q+1). Так как
подгруппа F наследственно G-перестановочна в G, то, не нарушая общности рассуждений,
можно считать, что G имеет подгруппу FS. Согласно [10] FS 6= G. Отсюда и из максималь-
ности S в G следует, что F ⊆ S, а значит, |F | делит |S|. Поскольку (q − 1, q + 1) = 1, то
|F | = 2.

Отметим, что в G все инволюции сопряжены. Поэтому можно считать, что подгруппа F
содержится в подгруппе Бореля B ∼= q : (q−1) группы G. Подгруппа B является группой Фро-
бениуса и ее циклическое дополнение D порядка q− 1 самоцентрализуемо. С другой стороны,
в группе B имеется подгруппа FD. Очевидно, что FD = F ×D, т. е. CB(D) 6= D. Последнее
невозможно.
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2. G ∼= PSL2(3
p) = PSL2(q), где p — простое число, большее 3.

Так как группа G содержит диэдральную подгруппу L ∼= Dq−1, которая максимальна в G
и ввиду [10] не является сомножителем ни в одной факторизации группы G, то по лемме 2
число |F | делит |L|.

Кроме того, группа G содержит максимальную диэдральную подгруппу S ∼= Dq+1. Под-
группа F наследственно G-перестановочна в G, поэтому можно считать, что группа G имеет
подгруппу FS. Согласно [10] FS 6= G. Отсюда и из максимальности S в G следует, что F ⊆ S,
а значит, |F | делит |S|. Так как (q − 1, q + 1) = 1, то |F | = 2.

Поскольку группа G содержит подгруппу H ∼= A4 и все инволюции в G сопряжены, то,
не нарушая общности рассуждений, можно считать, что F содержится в подгруппе H. В
соответствии с условиями леммы H должна содержать подгруппу порядка 6, что невозможно.

3. G ∼= PSL2(p), где p — простое число, большее 5, и p2 + 1 ≡ 0 (mod 5).

Отметим, что в группе PSL2(p) могут существовать подгруппа, изоморфная A4, и под-
группа, изоморфная S4. Поэтому диэдральная подгруппа порядка p − 1 может быть не мак-
симальной в PSL2(p). Группа S4 содержит диэдр максимального порядка 8. Следовательно,
p−1 > 8 и p > 9. Так как p2+1 ≡ 0 (mod 5), то при p ≥ 13 диэдр порядка p−1 максимален в G.
Далее дословное повторение рассуждений предыдущего пункта приводит к противоречию.

Осталось рассмотреть случай G ∼= PSL2(7). Группа G содержит три класса сопряженных
максимальных подгрупп. Их представителями являются подгруппы H1

∼= S4, H2
∼= S4 и H3

∼=
7 : 3. Ясно, что F содержится в одной из подгрупп H1,H2,H3.

Пусть сначала F ⊆ H3. Если F = H3, то в группе G существует подгруппа порядка 42,
что невозможно. Если F ∼= Z7, то в группе G существует подгруппа порядка 14, что также
невозможно. Таким образом, F ∼= Z3 и F является силовской 3-подгруппой группы G. Так
как силовские подгруппы сопряжены, то можно считать, что F ⊆ H1. Группа H1 содержит
циклическую подгруппу Z ∼= Z4, поэтому ввиду условия леммы H1 содержит подгруппу FZh

для некоторого элемента h ∈ H1. Очевидно, таких подгрупп в H1 нет.

Предположим, что F ⊆ H1. Если F = H1, то согласно условиям леммы справедливо ра-
венство G = H1H

g
2 для некоторого элемента g ∈ G, что невозможно. Собственные подгруппы

группы S4 принадлежат списку

{Z2, Z3, Z2 × Z2, Z3 : Z2,D8, A4}.

Понятно, что F должна быть изоморфна одной из этих подгрупп. Случай F ∼= Z3 был рас-
смотрен выше. В остальных случаях по условию в группе G существует подгруппа FS, где
S ∈ Syl7(G). Так как силовская 7-подгруппа группы G содержится в единственной макси-
мальной подгруппе H3, то указанных подгрупп FS в группе G не существует. Снова пришли
к противоречию.

4. G ∼= PSL3(3).

Из [11] следует, что группа G содержит максимальную подгруппу L ∼= S4. Ясно, что данная
подгруппа не является сомножителем ни в одной факторизации группы G. Поэтому по лемме 2
имеем, что |F | делит 24. Из [11] также следует, что G содержит максимальную подгруппу
T ∼= 13 : 3. Тогда по условию леммы не нарушая общности рассуждений, можно считать, что
в G существует подгруппа FT . Отсюда следует, что |F | = 3. Поэтому F ⊆ L и F является
силовской 3-подгруппой в L. Тогда ввиду условия леммы в L найдется подгруппа R, которая
содержит F и изоморфна A4. Последнее невозможно.

5. G ∼= Sz(q), где q = 22n+1 и 2n+ 1 ≥ 3.

Пусть M1, M2,. . . , Mk — представители всех классов сопряженных максимальных подгрупп
группы G. Тогда из [12] следует, что

(|M1|, |M1|, . . . , |Mk|) = 2.
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Поскольку группа G не имеет факторизаций двумя собственными подгруппами, то ввиду лем-
мы 2 подгруппа F имеет порядок 2. Кроме того, как следует из [12], группа G содержит макси-
мальную подгруппу M , являющуюся группой Фробениуса порядка q2(q−1). Пусть M = R : S,
где R — ядро группы Фробениуса, а S — циклическое дополнение. Так как R — силовская 2-
подгруппа группы G, то, не нарушая общности рассуждений, можно считать, что F ⊆ R ⊆ M .
Таким образом, F — наследственно M -перестановочная подгруппа в M . Тогда, по определе-
нию, в M найдется элемент y такой, что F yS = SF y. Следовательно, в M существует под-
группа L = F y : S. Так как |L : S| = 2, то L = F y × S и CR(S) 6= 1. Отсюда вытекает, что M
не является группой Фробениуса. Снова пришли к противоречию.

Лемма доказана.

При доказательстве теоремы 1 мы будем опираться на следующий хорошо известный факт.

Лемма 4. Пусть p и q — простые числа, m и n — натуральные числа, причем pm = qn+1.
Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

1) q = 2, p = 3, n = 3 и m = 2;

2) q = 2, m = 1, n является степенью числа 2, а p = qn + 1 — простое число Ферма;

3) p = 2, n = 1 и q = pm−1 — простое число Мерсенна, в частности m является простым
числом. �

Минимальная несверхразрешимая группа — эта группа, у которой все собственные под-
группы сверхразрешимы, но сама она сверхразрешимой не является. В виде лемм приведем
наиболее важные свойства минимальных несверхразрешимых групп.

Лемма 5. Пусть G — минимальная несверхразрешимая группа. Тогда выполняются сле-
дующие утверждения:

1) G разрешима и |π(G)| ≤ 3;

2) GU — силовская p-подгруппа группы G для некоторого простого p.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы C и теоремы 1 работы [13]. �

Лемма 6. Пусть G — минимальная несверхразрешимая группа. Тогда

1) GU/Φ(GU) — главный фактор группы G;

2) |GU/Φ(GU)| = pn, где n > 1;

3) Φ(GU) = GU ∩ Φ(G);

4) если группа GU неабелева, то ее центр, коммутант и подгруппа Фраттини совпадают
и имеют экспоненту p;

5) если группа GU абелева, то она элементарна;

6) если p > 2, то группа GU имеет экспоненту p; при p = 2 экспонента GU не превыша-
ет 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 5.9 и теоремы 24.2 книги [14]. �

2. Доказательство теоремы 1

Пусть G — минимальный контрпример к теореме 1. Тогда на основании списка Томпсона
минимальных простых групп из леммы 3 выводим, что группа G не является простой неабе-
левой группой.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Так как |N | < |G|, то из мини-
мальности контрпримера следует, что N — разрешимая группа. Значит, N — абелева p-группа
для некоторого p ∈ π(G).

Пусть M — максимальная подгруппа группы G. Тогда из |M | < |G| и выбора группы G
вытекает, что M — разрешимая группа. Если N не содержится в M , то G = NM — разрешимая
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группа. Противоречие. Поэтому N ⊆ M для любой максимальной подгруппы M группы G,
т. е. имеем, что N ⊆ Φ(G).

Рассмотрим композиционную цепь

N = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Ak−1 ⊂ Ak = G.

Тогда из |Ak−1| < |G| и выбора группы G следует, что Ak−1 — разрешимая группа и G/Ak−1 —
минимальная простая группа. Отсюда, G/S(G) — минимальная простая группа. Если S(G) не
содержится в Φ(G), то в G найдется максимальная подгруппа M , которая не содержит S(G).
Тогда из разрешимости M имеем, что G = S(G)M — разрешимая группа. Противоречие.

Поэтому полагаем далее, что S(G) = Φ(G), а значит, G/Φ(G) — минимальная простая
группа.

Пусть r ∈ π(G) и r /∈ π(Φ(G)). Тогда по лемме 1 фактор-группа G/Φ(G) обладает соб-
ственной наследственно G/Φ(G)-перестановочной подгруппой HΦ(G)/Φ(G) ∼= Zr. Последнее
невозможно в силу леммы 3. Поэтому π(G) = π(Φ(G)). Точно так же показывается, что все
элементы группы G простого порядка содержатся в подгруппе Φ(G).

Учитывая, что G/Φ(G) — минимальная простая группа, проанализируем пять возможных
случаев из списка Томпсона.

С л у ч а й 1. Пусть G/Φ(G) ∼= PSL2(2
p), где p — простое число.

Из теоремы Диксона следует, что в группе PSL2(2
p) = PSL2(q) силовская 2-подгруппа U

содержится в единственной максимальной подгруппе B ∼= q : (q − 1). Кроме того, PSL2(q)
содержит циклическую подгруппу T ∼= q+1. При этом числа q, q− 1, q+1 являются попарно
взаимно простыми. Согласно лемме 4 равенство 2p+1 = 3m справедливо только в случае p = 3
и m = 2 для группы PSL2(2

3). В оставшихся случаях имеется простой делитель s числа q+1,
отличный от 3. Пусть S ∈ Syls(PSL2(2

p)). В силу изложенного получаем 〈U,S〉 = PSL2(2
p).

Пусть сначала p 6= 3. Рассмотрим число r = 3 и элемент x ∈ Φ(G) такой, что |x| = 3.
Тогда ввиду условия теоремы для некоторых подгрупп U ∈ Syl2(G) и S ∈ Syls(G), где s ∈
π(2p + 1) \ {3}, существуют подгруппы 〈x〉S и 〈x〉U . Так как подгруппа Φ(G) нильпотентна,
то подгруппа R ∈ Syl3(Φ(G)) нормальна в G. Отсюда следует, что 〈x〉S ∩R = 〈x〉U ∩R = 〈x〉.
Поэтому 〈x〉S = 〈x〉 : S и 〈x〉U = 〈x〉 : U . Если 〈S,U〉 — собственная подгруппа группы G, то
〈S,U〉 является разрешимой группой. Тогда группа G/Φ(G) ∼= PSL2(2

p) содержит собственную
разрешимую подгруппу

〈UΦ(G)/Φ(G), SΦ(G)/Φ(G)〉,

где UΦ(G)/Φ(G) ∈ Syl2(G/Φ(G)) и SΦ(G)/Φ(G) ∈ Syls(G/Φ(G)). Последнее невозможно вви-
ду строения группы PSL2(2

p).

Таким образом, 〈S,U〉 = G и подгруппа 〈x〉 нормальна в G. Следовательно, для любого эле-
мента z ∈ G порядка 3 подгруппа 〈z〉 нормальна в G. Ясно, что 〈z〉 ⊆ Z(R1), где R1 ∈ Syl3(G).
Отсюда вытекает, что Φ(G)R1 ⊆ CG(〈z〉). Поэтому из R ⊂ R1 имеем, что Φ(G) ⊂ CG(〈z〉). Так
как подгруппа CG(〈z〉) является нормальной в G, то CG(〈z〉) = G и z ∈ Z(G). Поскольку z —
произвольный элемент порядка 3, то все элементы группы G, имеющие порядок 3, содержатся
в Z(G). Согласно теореме IV.5.5 из [5] группа G 3-нильпотентна, что невозможно.

Пусть теперь G/Φ(G) ∼= PSL2(8). Отметим, что в группе PSL2(8) порядка 23 · 32 · 7 си-
ловская 2-подгруппа S и силовская 3-подгруппа T порождают PSL2(8). Далее, рассмотрев
элемент x ∈ Φ(G) порядка r = 7, придем к противоречию по аналогии с описанным выше
случаем.

Все оставшиеся случаи рассматриваются по аналогии со случаем 1, поэтому мы укажем
только две силовские подгруппы группы G, которые ее порождают, а также порядок r элемента
x ∈ Φ(G).

С л у ч а й 2. Пусть G/Φ(G) ∼= PSL2(3
p), где p — простое число, большее 3.

Группа PSL2(3
p) = PSL2(q) имеет силовскую 3-подгруппу U , которая содержится в един-

ственной максимальной подгруппе B ∼= q : ((q−1)/2). Так как в B подгруппа порядка (q−1)/2
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является циклической, то она не содержит силовскую 2-подгруппу S группы G. Поэтому
〈U,S〉 = PSL2(q). Следовательно, в группе G силовская 2-подгруппа и силовская 3-подгруппа
порождают G. Теперь в качестве r достаточно взять любое число из π(G) \ {2, 3}.

С л у ч а й 3. Пусть G/Φ(G) ∼= PSL2(p), где p — простое число, большее 5, и p2 + 1 ≡ 0
(mod 5).

Так же, как и в случае 2, показывается, что подгруппы U ∈ Sylp(G) и S ∈ Syl2(G) порож-
дают G. Теперь в качестве r достаточно взять любое число из π(G) \ {2, p}.

С л у ч а й 4. Пусть G/Φ(G) ∼= PSL3(3).

Из [11] следует, что подгруппы U ∈ Syl2(G) и S ∈ Syl7(G) порождают G. В этом случае
r = 3.

С л у ч а й 5. Пусть G/Φ(G) ∼= Sz(q), где q = 2p и p — простое нечетное число.

Пусть U ∈ Syl2(Sz(q)). Число 5 делит q2 +1, и в группе Sz(q) имеются два максимальных
тора, T1 и T2, взаимно простых порядков q+

√
2q+1 и q−√

2q+1 соответственно (см., например,
[15]). Без ограничения общности рассуждений можно считать, что (|T1|, 5) = 1. Пусть s ∈ π(T1)
и S ∈ Syls(Sz(q)). Тогда, как следует из [12], 〈S,U〉 = Sz(q). Поэтому в группе G силовская
2-подгруппа и силовская s-подгруппа порождают G. В качестве r следует взять число 5.

Теорема доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть G — группа наименьшего порядка, для которой теорема не верна, и пусть M — ее
произвольная максимальная подгруппа. Тогда из |M | < |G| и выбора группы G следует, что
M — сверхразрешимая группа. Так как группа G не сверхразрешима, то G — минимальная
несверхразрешимая группа.

Ввиду леммы 5 сверхразрешимый корадикал GU группы G является силовской p-подгруппой
в G. При этом по лемме 6 GU/Φ(GU) — главный фактор группы G, Φ(GU) = GU ∩ Φ(G) и
|GU/Φ(GU)| = pn, где n > 1. Кроме того, из условия теоремы следует, что p > 2, а значит,
ввиду леммы 6 группа GU имеет экспоненту p. Отсюда, в частности, получаем, что найдется
по крайней мере один элемент x ∈ GU, который не лежит в Φ(GU) и имеет порядок p.

Рассмотрим подгруппу 〈x〉Φ(GU)/Φ(GU) группы G/Φ(GU). По лемме 1 эта подгруппа яв-
ляется наследственно G/Φ(GU)-перестановочной. Пусть M/Φ(GU) — максимальная подгруппа
группы G/Φ(GU), не содержащая GU/Φ(GU). Так как группа G/Φ(GU) разрешима и GU/Φ(GU) —
ее минимальная нормальная подгруппа, то из максимальности M/Φ(GU) в G/Φ(GU) следует,
что

G/Φ(GU) = (M/Φ(GU))(GU/Φ(GU)) и (M/Φ(GU)) ∩ (GU/Φ(GU)) = 1.

Так как подгруппа 〈x〉Φ(GU)/Φ(GU) является наследственно G/Φ(GU)-перестановочной, то
в G найдется элемент y такой, что 〈x〉My = My〈x〉. А поскольку

(My/Φ(GU)) ∩ (GU/Φ(GU)) = 1 и 〈x〉Φ(GU)/Φ(GU) ⊆ GU/Φ(GU),

то из максимальности M в G вытекает, что M〈x〉 = G, а значит, |GU/Φ(GU)| = p. Полученное
противоречие завершает доказательство теоремы.

4. Следствия и открытые вопросы

Приведем некоторые следствия теорем 1 и 2.

Следствие 1. Если все минимальные подгруппы группы G наследственно G-перестано-
вочны, то G разрешима и обладает сверхразрешимой холловой 2

′

-подгруппой.
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Следствие 2. Если все минимальные подгруппы группы G нормальны, то G разрешима
и обладает сверхразрешимой холловой 2

′

-подгруппой.

Следствие 3. Если все минимальные подгруппы группы G перестановочны, то G разре-
шима и обладает сверхразрешимой холловой 2

′

-подгруппой.

Существуют простые неабелевы группы G с собственной G-перестановочной подгруппой.
Например, согласно [9] если G ∈ {A5, J1}, то все подгруппы группы G порядка 2 являются
G-перестановочными (но не являются наследственно G-перестановочными). В связи с этим
кажутся естественными следующие вопросы.

Проблема 1. Будет ли группа G разрешимой, если все ее минимальные подгруппы G-
перестановочны?

Проблема 2. Будет ли группа G нечетного порядка сверхразрешимой, если все ее мини-
мальные подгруппы G-перестановочны?
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4. Itô N., Szép J. Über die Quasinormalteiler von endlichen Gruppen. Acta Sci. Math., 1962, vol. 23,
no. 1–2, pp. 168–170.

5. Huppert B. Endliche Gruppen I. Berlin: Springer-Verlag, 1967, 796 p. doi: 10.1007/978-3-642-64981-3

6. Buckley J. Finite groups whose minimal subgroups are normal. Math. Z., 1970, vol. 116, no. 1, pp. 15–17.
doi: 10.1007/BF01110184

7. Al-Shomrani M.M., Ramadan M., Heliel A.A. Finite groups whose minimal subgroups are weakly H-
subgroups. Acta Math. Sci., 2012, vol. 32, no. 6, pp. 2295–2301. doi: 10.1016/S0252-96(02)60179-9

8. Thompson J.G. Nonsolvable finite groups all of whose local subgroups are solvable. Bull. Amer. Math.

Soc., 1968, vol. 74, no. 3, pp. 383–437. doi: 10.1090/S0002-9904-1968-11953-6

9. Galt A.A., Tyutyanov V.N. On the existence of G-permutable subgroups in simple sporadic groups. Sib.

Math. J., 2022, vol. 63, no. 4, pp. 691–698. doi: 10.1134/S0037446622040097
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